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Prefazione 


In mectanica classica si utilizzano metodi e concetti matematici 
molto diversi: equazioni differenziali e flussi di fase, applicazioni 
regolari e varietà, gruppi ed algebre di Lie, geometria simplettica 
e teoria ergodica. Molte delle moderne teorie matematiche hanno 
avuto la loro origine in problemi di meccanica e solo in seguito hanno 
assunto quella forma astratta ed assiomatica che ne rende così diffi- 
cile lo studio. 

In questo libro l'apparato matematico della meccanica classica 
viene costruito sin dall'inizio, in modo tale che non si richiedono al 
lettore conoscenze preliminari, diverse da quelle che si ottengono nei 
corsi normali di analisi (derivata, integrale, equazioni differenzia- 
li), di geometria (spazio lineare, vettori) e di algebra lineare (opera- 
tori lineari, forme quadratiche). 

Per mezzo di tale apparato matematico vengono esaminate tutte 
le questioni fondamentali relative ai sistemi dinamici, compresa la 
teoria delle oscillazioni, la teoria del moto del corpo rigido e il 
formalismo hamiltoniano. L'autore ha cercato ovunque di mostrare 
l'aspetto geometrico e qualitativo dei fenomeni. In questo senso il 
libro è più vicino al corso di meccanica teorica per fisici teorici che ai 
corsi tradizionali di meccanica teorica usati dai matematici. 

Una parte significativa del libro è dedicata ai princìpi variazio- 
nali e alla dinamica analitica. F. Klein caratterizzò la dinamica 
analitica, nelle sue Lezioni sullo sviluppo della matematica nel 
diciannovesimo secolo, nel modo seguente: « I fisici possono ricavare 
da questa teoria solo una piccola parte di informazioni per i loro 
problemi, e gli ingegneri nessuna ». Lo sviluppo della scienza negli 
ultimi anni ha decisamente confutato questa osservazione. Il forma- 
lismo hamiltoniano è alla base della meccanica quantistica e rap- 
presenta attualmente uno degli strumenti più frequentemente usati 
fra i metodi matematici della fisica. Dopo che fu riconosciuto il 
valore della struttura simplettica e del principio di Huygens per 
tutti i possibili problemi di ottimizzazione, le equazioni di Hamilton 
sono state costantemente usate nei calcoli ingegneristici in questo 
campo. D'altra parte, lo sviluppo moderno della meccanica celeste, 
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derivante dalla richiesta di studi cosmici, ha fatto rinascere l’ interesse 
per i metodi ed i problemi della dinamica analitica. 

Ci sono molti e diversi legami fra la meccanica classica ed altri 
rami della matematica e della fisica. Le « Appendici » alla fine del 
libro mostrano alcuni di questi legami. Le applicazioni dell'apparato 
della meccanica classica, che si considerano qui, sono i fondamenti 
della geometria riemanniana, la dinamica del fluido perfetto, la 
teoria di Kolmogorov sulle perturbazioni dei moti quasi periodici, 
l'asintotica ad onde corte per le equazioni della fisica matematica e la 
classificazione delle caustiche in ottica geometrica. 

Queste appendici sono dedicate al lettore ‘nieressato e non 
entrano nella parte obbligatoria del corso. Alcune di queste appendici 
possono fornire la base per dei corsi speciali (ad esempio. per un corso 
sui metodi asintotici della teoria delle oscillazioni non lineari o per 
le asintotiche quasi classiche). Nelle appendici sono anche riportate 
delle informazioni a carattere di manuale (per esempio, l'elenco delle 
forme normali delle hamiltoniane quadratiche). L'autore ha cercato, 
nei capitoli fondamentali del libro, di riportare tutte le dimostrazioni 
nel modo più accurato possibile, evitando di rimandare alla lettura 
di altri articoli: nelle appendici invece sono per lo più elencati 
i risultati, per la cui dimostrazione si rimanda alla letteratura 
relativa. 

La parte fondamentale del libro è costituita da un corso obbli- 
gatorio di meccanica classica, della durata di tre semestri, tenuto 
dall’autore negli anni ‘66—’68 agli studenti del terzo e del quarto 
anno di matematica, che frequentavano la facoltà di Meccanica- 
Matematica dell’ Università Statale di Mosca (MGU). 

L'autore ringrazia I. G. Petrovskij, che ha insistito perché questo 
corso di lezioni fosse letto, riscritto e stampato. L'autore ha ricevuto 
un grande aiuto nel preparare le lezioni per la stampa da L. A. Buni- 
movit, L. D. Vajngortin, V. L. Novikov, che hanno fornito i loro 
appunti relativi alle lezioni, e particolarmente da N. N. Kolesni- 
kov, che ha organizzato la stampa a rotativa (MGU, 1968). L'autore 
è grato a queste persone, così come a quanti lo hanno seguito e ai 
colleghi, che hanno suggerito le loro osservazioni sul testo stampato: 
molte di queste osservazioni sono state utilizzate per preparare questa 
edizione. L'autore ringrazia infine M. A. Leontoviî, che ha proposto 
un’intepretazione dei vincoli per mezzo di un passaggio al limite, 
eI.I.Vorovit e V.I.Judoviù per l'attenta recensione del manoscritto. 


V. Arnold 
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Prima parte 
MECCANICA NEWTONIANA 


La meccanica newtoniana studia il movimento di sistemi di 
punti materiali nello spazio euclideo tridimensionale. In tale 
spazio opera il gruppo a sei dimensioni dei movimenti spaziali. 
I concetti fondamentali e i teoremi della meccanica newtoniana 
(anche se formulati in coordinate cartesiane) sono invarianti ri- 
spetto a questo gruppo !. 

Un sistema newtoniano meccanico potenziale è individuato 
dalle masse dei punti e dall’energia potenziale. Ai movimenti dello 
spazio che lasciano invariata l'energia potenziale, corrispondono 
delle leggi di conservazione. 

Le equazioni di Newton permettono di trattare esauriente- 
mente una serie di importanti problemi meccanici, come 
ad esempio il problema del moto in un campo centrale. 


I. Fatti sperimentali 


In questo capitolo sono elencati i fatti sperimentali fonda- 
mentali che sono alla base della meccanica: il principio di relati- 
vità galileiano e le equazioni differenziali di Newton. Vengono 
anche considerati i vincoli imposti dal principio di relatività 
galileiano alle cquazioni del moto e presentati alcuni esempi 
semplici. 


$ 1. Princìpi di relatività e di determinismo 


In questo paragrafo è introdotto e discusso il concetto di 
sistema inerziale di coordinate. La formulazione matematica- 
mente rigorosa delle affermazioni di questo paragrafo sarà fatta 
nel paragrafo successivo. 


! Ed anche rispetto ad un gruppo più grande, quello delle trasformazio- 
ni galileiane spazio-temporali. 


11 


La meccanica classica è fondata su un certo numero di fatti 
sperimentali *. Elenchiamone alcuni. 

A. Spazio e tempo. Il nostro spazio è tridimensionale ed 
euclideo, mentre il tempo è unidimensionale. 

B. Principio di relatività galileiano. Esistono dei sistemi 
di coordinate (detti inerziali), che soddisfano alle seguenti due 
proprietà: 

1) Tutte le leggi della natura, ad ogni istante, sono uguali 
in tutti i sistemi inerziali di coordinate. 

2) Tutti i sistemi di coordinate che si muovono rispetto ad un 
sistema inerziale di moto rettilineo ed uniforme sono inerziali. 

In altre parole, se un sistema di coordinate solidale con la 
Terra è inerziale, uno sperimentatore che si trovi su un treno che 
si muova di moto rettilineo e uniforme rispetto alla Terra non 
può osservare il moto del treno con esperimenti che si svolgano 
interamente all’interno del treno stesso. 

In effetti un sistema di coordinate solidale con la Terra 
è inerziale solo approssimativamente. Con precisione crescente 
sono inerziali i sistemi di coordinate solidali con il Sole, con le 
stelle, ecc. 

C. Principio di determinismo di : Newton. Lo stato iniziale 
di un sistema meccanico (l’insieme delle posizioni e delle velocità 
dei punti del sistema ad un certo tempo) determina univocamente 
tutto il suo moto. 

Noi non ci meravigliamo di questo fatto, poiché esso è noto 
da molto tempo. Si può immaginare un mondo nel quale, per 
determinare il futuro di un sistema, sia necessario conoscere all’i- 
stante iniziale anche le accelerazioni. L’esperienza mostra che il 
nostro mondo non è così. 


$ 2. Il gruppo di Galilei e le equazioni di Newton 


In questo paragrafo viene definito e studiato il gruppo delle 
trasformazioni galileiane dello spazio-tempo. Vengono inoltre 
considerate le equazioni di Newton e le limitazioni più semplici 
imposte ai loro secondi membri dalla proprietà di invarianza ri- 
spetto alle trasformazioni galileiane 2. 

A. Notazioni. Con R indichiamo l'insieme dei numeri reali. 
Con R” indichiamo lo spazio lineare n-dimensionale reale. 


1 Tutti questi « fatti sperimentali » sono veri solo approssimativamen 
te e sono contraddetti da esperimenti più precisi. Per evitare puntualiz- 
zazioni noiose, nel seguito tralasceremo questo fatto e parleremo dei nostri 
modelli matematici come se rappresentassero una descrizione precisa dei 
fenomeni fisici. 

? Il lettore che non sente la necessità di una formulazione matematica 
del contenuto del $ 1, può tralasciare questo paragrafo. 
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Lo spazio affine n-dimensionale A" differisce da R" per il 
fatto che in esso « non è fissata l'origine delle coordinate ». Il 
gruppo R"” agisce in A” come il gruppo dei trasporti paralleli 


(fig. 
a-a+bdb(a€E 4", bER"”, a+ dbE A°). 


(In tal modo, la somma di due punti di A” non è definita, ma la 
differenza sì, ed è un vettore di R”.) 

Una struttura euclidea nello spazio lineare R” è una forma 
simmetrica bilineare definita positiva, detta prodotto scalare. Il 
prodotto scalare permette di definire la di- 
stanza 


p(z, y)=lla—yl|=V(e—-y, 7—-y) 7% i 


tra punti del corrispondente spazio affine A”. 

Uno spazio affine, in cui èstata introdot- Fig. 1. Trasporto pa- 
ta in questo modo una distanza, si chiama raioo, 
spazio euclideo e si indica con E”. 

B. Struttura galiteiana. Una struttura spazio-temporale ga- 
lileiana comprende i seguenti tre elementi: 

1) L'universo, cioè uno spazio affine ®* quadridimensionale A*. 
I punti di A* si chiamano punti di universo o eventi. I trasporti 
paralleli dell'universo A* costituiscono uno 
spazio lineare R*. 

2) Il tempo, cioè un “applicazione linea- 
re t: R:+ Rdello spazio lineare dei tra- 
sporti paralleli dell’universo sull’ «asse dei 
tempi» reale. L'intervallo di’ tempo tra 
l'evento a € A* e l'evento bd € A* è il numero 
t(b — a) (fig.2).Se t(b— a)= Oglieven- 
ti a e b si dicono contemporanei. 

Un insieme di eventi contemporanei tra 
loro forma un sottospazio affine tridimensio- 
nale di A*. Esso viene chiamato spazio 
degli eventi contemporanei A. 

Il nucleo dell’applicazione t consiste nei trasporti paralleli 
di A*, che portano un evento (e quindi ogni evento) in un evento 
ad esso contemporaneo. Questo nucleo forma uno spazio lineare 
tridimensionale R*, sottospazio dello spazio lineare R*. 

Una struttura galileiana comprende ancora un elemento. 

3) Una distanza tra eventi contemporanei, 


Fig. 2. L'intervallo 
di tempo ft. 


p(a, b)=Ila—bll=V(a—=b,a—=d), a,bE A8, 


1 Anticamente l'universo era fornito non di una struttura affine, ma 
lineare (sistema geocentrico + creazione dell'universo). 
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definita tramite un prodotto scalare nello, spazio R*®. Qubsta 
distanza trasforma ogni spazio di eventi contemporanei in uno 
spazio euclideo tridimensionale £?. 

Lo spazio A*, fornito di una struttura spazio-temporale gali- 
leiana, si chiama spazio galileiano. 

Si può parlare di due eventi accaduti contemporaneamente in 
luoghi diversi, ma l'affermazione « due eventi non contemporanei 
a, b E A* sono accaduti nello. stesso posto dello spazio tridimensio- 
nale » non ha senso, finché non sia stato scelto un sistema di 
coordinate. 

Si chiama gruppo galileiano il gruppo di tutte le trasformazio- 
ni dello spazio galileiano che ne conservano la struttura. Gli 
elementi di questo gruppo si chiamano trasformazioni galileiane. 
Pertanto le trasformazioni galileiane consistono nelle trasforma- 
zioni affini di A*, che conservano gli intervalli di tempo e la di- 
stanza tra eventi contemporanei. 

Esempio. Consideriamo il prodotto diretto! R x R? 
dell'asse t per lo spazio lineare tridimensionale R* con una strut- 
tura euclidea fissata. Un tale spazio ha una struttura galileia- 
na naturale. Chiameremo questo spazio spazio galileiano delle 
coordinate. 

Diamo tre esempi di trasformazioni galileiane di questo spa- 
zio. In primo luogo il moto uniforme di velocità v 


gi(t,w)==(t,e+vt), VIER, ER. 
In secondo luogo la traslazione dell'origine 
Ba(t,x)=(t+5,x+8), VIER, xER. 
Infine la rotazione degli assi di coordinate 
Bs3(t,x)=(t,Gx), VIER, xER3, 


dove G: R* + R?° è una trasformazione ortogonale. 

Problema. Dimostrare che ogri trasformazione galileia- 
na dello spazio Rx R* si può rappresentare come prodotto di una 
rotazione, di una traslazione e di un moto uniforme (g = 
= Q1'E2-E3) e ciò in modo unico (cosicché la dimensione del gruppo 
galileianmo è 3 +4+3 = 10). 

Problema. Dimostrare che tutti gli spazi galileiani sono 
isomorfi tra loro ? e, in particolare, isomorfi allo spazio delle coor- 
dinate R x R°. 

Sia M un insieme. Un’applicazione biunivoca pg: M+ R x 
x R° si chiama sistema galileiano di coordinate nell'insieme M. 


1 Ricordiamo che il prodotto diretto di due insiemi A, B è l’insieme 
delle coppie ordinate (a, bd), dove a € A, b € B. Il prodotto diretto di due 
spazi (lineari, affini, euclidei) ha la struttura di uno spazio dello stesso tipo. 

? Cioè esiste un'applicazione biunivoca tra loro che conserva la strut- 
tura galileiana. 
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Il sistema di coordinate , si muove uniformemente rispetto al si- 
stema @i, se @1*p; : Rx R° + R x R° è una trasformazione 
galileiana. I sistemi di coordinate galileiane Q, e p, definiscono su M 
un'unica struttura galileiana. | 

C. Moto, velocità, accelerazione. Un’applicazione differen- 
ziabile x :7/ + RN dell’intervallo / dell'asse reale in RN si chia- 
ma moto in RV. | 

Si chiama vettore velocità nel punto £, € Z la derivtaa 
pei e (e) e RP. 


° dx . 
x (0) = i=t, lim 


Si chiama vettore accelerazione nel punto t, la derivata seconda 
0 è d°x 
© (t0)= gr |, 


Supporremo che tutte le funzioni che avremo occasione di 
incontrare siano differenziabili con continuità un numero suffi- 
ciente di volte. Nel seguito, a meno che non sia esplicitamente 


_ 
z 
R 
Fig. 3. Traiettoria del moto di un Fig. 4. Linee di universo, 
punto. 


specificato altrimenti, intenderemo per applicazione, funzione, 
ecc. un'applicazione, funzione, ecc. differenziabile. L'immagine 
dell’applicazione x :7/-» RN si chiama traiettoria o curva in RN. 

Problema. Può una traiettoria di un moto differenzia- 
bile nel piano avere la forma illustrata nella fig. 3? Può il vettore 
accelerazione avere il valore indicato? 

Risposta. Sì. No. 

Definiamo ora un sistema meccanico di n punti in moto nello 
spazio euclideo tridimensionale. 

Siax :R-- R° un moto in R?. Il grafico ! di questa applicazio- 
ne è una curva in R X R3. 

Una curva in uno spazio galileiano che sia il grafico di un 
moto in un qualche (e quindi in ogni) sistema di coordinate gali- 
leiano, si chiama Linea di universo (fig. 4). 

Il moto di un sistema di n punti è individuato da r linee di 
universo in uno spazio galileiano. In un sistema di coordinate 


1 Il grafico di un’applicazione f : A + B è il sottoinsieme del prodotto 
diretto A X PB, costituito da tutte le coppie del tipo (a, f (a)), a € A. 
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galileiano esse individuano n applicazioni x;:R-+ R3, i = 
= 1, ..., n. 

Il prodotto diretto di n copie di R° si chiama spazio delle 
configurazioni del sistema di n punti. Le nostre n applicazioni 
xc;:R-+ R? definiscono un’unica applicazione 


c:R+ RN N=3n, 


dell'asse dei tempi nello spazio delle configurazioni. Una tale 
applicazione si chiama anche moto di un sistema di n punti nel 
sistema di coordinate galileiano R x R?. 

D. Equazioni di Newton. Secondo il principio di determi- 
nismo di Newton ($1, B), tutti i moti di un sistema sono univoca- 
mente determinati dalla loro posizione iniziale (x (to) E RN) 


e dalla loro velocità iniziale (x (to) E RN). 
In particolare, la posizione e la velocità iniziale individuano 


l'accelerazione. In altre parole, esiste una funzione F : RN x 
x RN x R+ RN tale che 


x=F(x,x,1). (1) 
L'equazione (1) è stata posta da Newton a fondamento della 
meccanica. Si chiama equazione di Newton. 


Per il teorema di esistenza ed unicità della teoria delle equa- 
zioni differenziali ordinarie, la funzione Y° e le condizioni iniziali 


I z x (to), x (to) individuano univocamen- 
te il moto!. 

A La forma della funzione £' per ogni 

Nena sistema meccanico concreto è definita 

} + sperimentalmente. Dal punto di vista 

__—_—_—__ ——— * matematico la forma di £° per ogni si- 

Fig. 5. Principio di relativi- stema rappresenta la definizione di que- 

tà galileiana. sto sistema. 


E. Limiti imposti dal principio di 
relatività. Il principio di relatività galileiana afferma che nello 
spazio-tempo fisico esiste una certa struttura gelileiana (« classe 
dei sistemi di coordinate inerziali ») che soddisfa la seguente 
condizione. 


Se applichiamo alle traiettorie spazio-temporali di tutti i punti 
di un sistema meccanico % una ed una sola trasformazione galileiana, 


1 Con alcune condizioni di regolarità che qui, naturalmente, si suppon- 
gono soddisfatte. In generale, la (1) definisce il moto solo su un certo intervallo 
dell'asse dei tempi. Per semplicità supporremo che questo intervallo coinci- 
da con l’intero asse dei tempi, condizione che è soddisfatta nella maggior 
parte dei problemi di meccanica. 

2 Il principio di relatività è formulato in maniera che si riferisce sol- 
tanto ai sistemi fisici (per l'esattezza meccanici) chiusi, cioè noi dobbiamo 
includere nel sistema.tutti quei corpi la cui interazione ha un ruolo nello 
studio del sistema stesso. Da un punto di vista esatto dovremmo includere 
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si ottengono le traiettorie dello stesso sistema (con nuove condizioni 
iniziali) (fig. 0). 

Questo principio impone certe condizioni alla parte destra 
delle equazioni di Newton scritte nel sistema di coordinate 
inerziali: l'equazione (1) deve essere invariante rispetto al gruppo 
delle trasformazioni galileiane. 

Esempio 41. Fra le trasformazioni galileiane ci sono le 
traslazioni temporali. L’invarianza rispetto alle traslazioni tem- 
porali significa che « le leggi della natura sono costanti », cioè, 
se x = @ (t) è soluzione dell’equazione (1), allora, per ogni s € R 
la soluzione è ancora x = Q (t + s). 

Da qui segue che la parte destra dell'equazione (1) in un sistema 
inerziale di coordinate non può dipendere dal tempo 


xc=® (2, x). 


Osservazione. In generesi incontrano equazioni dif- 
ferenziali la cui parte destra dipende dal tempo nelle seguenti 
situazioni. 

Supponiamo che noi studiamo la parte I di un sistema mecca- 
nico I + II. Allora l'influenza della parte II sulla parte I 
può cambiare con le variazioni nel tempo dei parametri del siste- 
ma di equazioni che descrivono il moto della parte I. 

Esempio 1. L'influenza della Luna sulla Terra si può 
trascurare nello studio della gran parte dei fenomeni che avvengo- 
no sulla Terra. Ma per studiare le maree bisogna tener conto di 
questa influenza, cioè di come la variazione dell’attrazione lunare 
provochi un periodico cambiamento della forza di gravità terrestre. 

Le equazioni differenziali a coefficienti variabili possono 
anche apparire come risultato di operazioni formali per risol- 
vere qualche problema. ° 

Esempio 2. Fra le trasformazioni galileiane ci sono le 
traslazioni nello spazio tridimensionale. L'’invarianza rispetto 
a tali traslazioni indica che lo spazio è omogeneo ovvero che « ha le 
stesse proprietà in ogni suo punto». Cioè se x, = @; (t) (i =1,..., n) 
è il moto del sistema di n punti che soddisfano la (1), allora, per 
ogni » € R', il moto g;(i) + r(i=1,...,#n)è anche una solu- 
zione dell’equazione (1). 


nel sistema tutti i corpi dell'Universo. Ma l’esperienza mostra che si può 
trascurare l'influenza di molti di questi: per esempio, per studiare il moto 
di un pianeta intorno al Sole si può trascurare l’attrazione delle altre stelle. 

D'altra parte per studiare il moto dei corpi intorno alla Terra il siste- 
ma non è chiuso a meno che non si includa anche la Terra, per studiare il 
moto di un aereo il sistema non è chiuso fin quando non viene inclusa l’aria 
che sta intorno all’aereo, ecc. Nel seguito nel termine « sistema meccanico » 
è sottinteso, nella maggior parte dei casi, che il sistema è chiuso, a meno che 


non si parli esplicitamente di sistemi non chiusi, cosa che sarà specificata 
(vedi, ad esempio, $ 3). 
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Da qui segue che la parte destra dell’equazione (1) del sistema 
di coordinate inerziali può dipendere solo dalle « coordinate relati- 
VE » TL; — Tp. 

Dall’invarianza rispetto a trasformazioni ‘in sistemi di 
coordinate che si muovono di moto uniforme (cosa che non cam- 


bia x; e x; — ©, ma aggiunge a tutti gli x; un vettore costante v) 
segue che la parte destra dell'equazione (1) nel sistema inerziale 
di coordinate può dipendere solo dalle velocità relative 


xi=fi:({0;— x, Xi Xn}), i, jjk=1,...,No 


Esempio 3. Le rotazioni nello spazio tridimensionale 
fanno parte del gruppo delle trasformazioni galileiane. Invarianza 
rispetto a tali rotazioni significa che lo spazio è isotropo, cioè 
che non esistono direzioni preferenziali. 


Cioè se p;: R+ R? (i =1,...,n) è il moto di un sistema 
di n punti che soddisfa la (1), e G: R° + R? è una trasformazione 
ortogonale, allora anche il moto Ggp,.: R +R* (i=1,..., n) 


soddisfa la (1). In altri termini 
F (Gx, Gx)=GF (x, x), 


dove Gx significa (Gx,, ..., Gr), € R3. 

Problema. Dimostrare che se un sistema meccanico con- 
siste solo di un punto la sua accelerazione in un sistema inerziale di 
coordinate è uguale a zero (« prima legge di Newton »). 

Suggerimento. In accordo con gli esempi 1 e 2, il 


vettore accelerazione non dipende da «, x, t ed in accordo con l’e- 
sempio 3 il vettore F è invariante rispetto alle rotazioni. 

Problema. Sia dato un sistema meccanico costituito da 
due punti. All’istante iniziale la loro velocità (in qualche sistema 
inerziale di coordinate) è uguale a zero. Dimostrare che i punti 
si muoveranno sulla retta che li congiunge. 

Problema. Sia dato un sistema meccanico costituito da 
tre punti. All’istante iniziale le loro velocità sono ‘nulle (in qual- 
che sistema di coordinate inerziali). Dimostrare che i punti si 
muovono sempre sul piano nel quale essi giacciono all’istante 
iniziale. 

Problema. Sia dato un sistema meccanico composto di 
due punti. Dimostrare che esiste, per qualsiasi condizione iniziale, 
un sistema di coordinate inerziali tale ché i due punti stanno sem- 
pre su di un piano fisso. 

Problema, Dimostrare che la meccanica che si ha nello 
specchio è identica alla nostra. 

Suggerimento. La riflessione fa parte del gruppo 
galileiano, la quale cambia l’orientamento di Rî. 
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Problema. La classe dei sistemi inerziali è unica? 
Risposta. Si ottiene un’altra classe se si cambia l’unità di 
misura della retta e del tempo oppure se si cambia direzione 
del tempo. 
$ 3. Esempi di sistemi meccanici 


Abbiamo già notato che la forma della funzione F nell’equa- 
zione di Newton (1) è definita sperimentalmente per ogni sistema 
meccanico. Facciamo degli esempi. 

E ovvio che se si vogliono considerare degli esempi concreti 
non si possono includere nel sistema tutti gli oggetti dell’uni- 
verso. Per esempio, nello studio della mag- 
gior parte dei fenomeni che succedono sulla 
Terra è possibile trascurare l’influenza delle 
Luna. Inoltre di solito si può trascurare 
l’influenza sulla stessa Terra da parte dei I 
processi che si studiano e quindi si può con- J 
siderare il sistema di coordinate solidale 
con la Terra, « fisso ». E evidente che il Fig. 6. Caduta di un 
principio di relatività non impone nell’equa- sasso sulla Terra. 
zione del moto, scritta in un tale sistema 
di coordinate, i vincoli e le relazioni precedenti. Per esempio, 
in prossimità della Terra esiste una direzione privilegiata, quel- 
la verticale. 

A. Esempio 1. Caduta di un sasso sulla Terra. Gli esperimenti 
mostrano che 


z= —g, gr 9,8 m/sec? (Galilei), (2) 

dove x è l’altezza del sasso dalla superficie della. Terra (fig. 6). 

Se si introduce l’« energia potenziale » U = gz, allora l’equa- 
zione (2) può essere scritta nella forma 


Se U: EN -++ R è una funzione differenziabile nello spazio 
euclideo indichiamo con 0U/dx il gradiente della funzione U. 


Se EN = E"! x...x E"® è il prodotto diretto dello spazio 
euclideo indichiamo il punto x € EN con (x,,... 4) e il vettore 
0U/dx con (0U/dx,,..., 0U/dxx). Per l'esattezza, se z,,..., %y 
sono le coordinate cartesiane in EN, allora le componenti del vet- 
tore 0U/dx sono uguali alle derivate parziali, 09U/0x,, .. ., QU/0rn. 

L'esperienza mostra che il raggio vettore che individua il 
sasso rispetto ad un qualunque punto della Terra O soddisfa 
l'equazione 


x= — dU , dove U= gx. (3) 


dx 
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1] vettore nella parte destra è diretto verso la Terra. Si chiama 
vettore accelerazione g associato alla forza di gravità. 

B. Esempio 2. Caduta da grande altezza. Analogamente a quan- 
to succede per i fatti sperimentali, la legge del moto (2) ha una 
regione limitata di applicazione. 

Secondo una più rigorosa legge della caduta, scoperta da 
Newton, l'accelerazione è inversamente proporzionale alla distanza 
dal centro della Terra: 


dove r=r, + z (fig. 7). 
Questa equazione si può anche scrivere nella forma (3) intro- 
ducéndo l’energia potenziale, 


U=-—-—, k=grì, 


inversamente proporzionale alla distanza dal centro della Terra. 


2 fr 


Fig. 7. Campo, di attrazione della Fig. 8. Massa attaccata ad una 
Terra. molla. 


Problema. Calcolare con quale velocità si deve lancia- 
re un sasso affinché sfugga dalla superficie della Terra e rag- 
giunga una distanza infinita !. 

Risposta. = 11,2 km/sec. 

C. Esempio 3. Moto di una massa su una retta sotto l’azione 
di una molla. Gli esperimenti mostrano che per deviazioni non 
grandi della molla rispetto al suo stato di riposo l’equazione del 
moto della massa (fig. 8) è 

= — az, 
Questa equazione si può scrivere anche nella forma (3), se si 
introduce l'energia potenziale 

U ar? 

—J D) r° 

Se invece di una massa se ne mettono due uguali, si vede che per 
uguali dilatazioni della molla l'accelerazione è due volte più 
piccola. 


1 Questa velocità si citiama seconda velocità cosmica vs. Le nostre equa- 
zioni non tengono conto dell'attrazione solare. L'’attrazione del Sole 
è tale che un sasso non esce dal sistema solare, se la sua velocità rispetto alla 
Terra è inferiore a 16,6 km/sec. 
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È sperimentalmente stabilito che, per ogni coppia di corpi, 


il rapporto fra le accelerazioni 71/3 per un’uguale dilatazione del- 
la molla è costante (cioè non dipende dall’allungamento della 
molla e dalle sue proprietà, ma solamente dai due corpi). La varia- 
bile che esprime questa relazione si chiama rapporto di massa 


Pi ma 
ceo 

m 
Za 1 


Per unità di massa si considera la massa di un qualunque corpo 
fissato, per esempio, 1 litro di acqua. L'esperienza mostra che 
la massa di un corpo è positiva. 


Il prodotto della massa del corpo per l'accelerazione mx non 
dipende dal corpo, ma è una caratteristica dell’allungamento della 
molla. Questa quantità si chiama forza agente sul corpo da parte 
della molla. 

Come unità di forza considereremo il newton. Per esempio, 
una molla esercita su un litro d’acqua ad essa sospeso la forza 
di 9,8 newton (= 1 kgp), al livello del mare. 

D. Esempio 4. Sistema potenziale. Sia E°" = E° x... Xx E 
lo spazio delle configurazioni di un sistema di n punti nello spa- 
zio euclideo tridimensionale £3. Sia U: E° + Runa funzione 
differenziabile e siano m,, ..., mn dei numeri positivi. 

Definizione. /l moto di n punti di massa m,, ... 
- «Mn nel campo creato da un potenziale U è definito dal sistema 
di equazioni differenziali 


mai= =, i=1,c.., Mo (4) 


Le equazioni del moto negli esempi 1-3 hanno proprio questa 
forma. Esattamente in questa forma si scrivono le equazioni del 
moto di gran parte dei sistemi meccanici. 

Per esempio, il problema di meccanica celeste dei tre corpi 
è un problema del tipo (4) nel quale 


U= — ar mms ___msm _ 
6. 
[xs] |X2-®g] Is 1] 


Possono essere ricondotte alla forma (4) certe equazioni dif- 
ferenziali aventi un’origine completamente diversa, come per 
esempio le equazioni delle oscillazioni elettriche. 

Nel capitolo seguente studieremo principalmente il sistema 
di equazioni differenziali (4). 
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II. Studio delle equazioni del ‘moto 


Nella maggior parte dei casi (per esempio, nel problema dei tre 
corpi) non si riesce a risolvere il sistema di equazioni differenzia- 
li del moto, né ad analizzare in modo sufficientemente completo 
il comportamento delle soluzioni. In questo capitolo esamineremo 
alcuni problemi semplici, ma importanti, per i quali è possibile 
risolvere le equazioni di Newton. 


$ 4. Sistemi a un grado di libertà 


In questo paragrafo si studia il piano delle fasi dell'equazione 
differenziale (1). Per l'esame qualitativo di tale equazione basta 
guardare il grafico dell'energia potenziale. Inoltre l'equazione (1) 
si integra per quadrature. 

A. Definizioni. Chiameremo sistema a un gra:o di libertà 
un sistema descritto dall’equazione differenziale 


r=f(x), ER. (1) 
Si chiama energia cinetica la forma quadratica 
1a 
T=3 x. 


Si chiama energia potenziale la funzione 
U(=—|f®d. 


Il segno di questa formula è scelto in modo tale che l'energia 
potenziale di un sasso sia tanto più grande quanto più in alto 
esso si trova. 

Osserviamo che l’energia potenziale U determina f. Perciò, 
per assegnare il sistema (1), è sufficiente indicare l'energia poten- 
ziale. L'aggiunta di una costante all'energia potenziale non modi- 
fica le equazioni del moto (1). 
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Si chiama energia totale la somma 
E=T+U. 


In questo modo l'energia totale è una funzione £ (z, 2). 
B. Teorema (legge della conservazione dell’energia). L'energia 
totale di un punto che si muove secondo il moto (1) si conserva: 


E (x(t), x (1)) non dipende da t. 
Dimostrazione. 


2 (T+U)=2z+ 7 z=x(T7-—{(z))=0, c.v.d. 


C. Piano delle fasi. 
L'equazione (1) è equivalente al sistema di due equazioni 


z=y y=f(2). (2) 


Consideriamo il piano con coordinate x, y. Questo piano si chiama 
piano delle fasi dell'equazione (1). I punti del piano delle fasi si 
dicono punti di fase. La parte destra del sistema (2) definisce 
sul piano delle fasi un campo vettoriale. Questo campo si chiama 
campo vettoriale delle velocità di fase. 

La soluzione del sistema (2) è un moto del punto di fase sul 
piano delle fasi gp; R + R?, secondo il quale la velocità del punto 
in moto è uguale, in ogni istante, al vettore velocità di fase nel 
luogo dove si trova in quel dato istante il punto di fase !. 

L'immagine dell’applicazione q si dice curva di fase. Quindi 
la curva di fase è data dalle equazioni parametriche 


z=@(1), y=@(2)) 


Problema. Dimostrare che per ogni punto di fase passa 
una ed una sola curva di fase. 

Suggerimento. Consultare manuali sulle equazioni 
differenziali ordinarie. 

Notiamo che una curva di fase può consistere di un solo pun- 
to. Un tale punto è detto stato di equilibrio.. Il vettore velocità di 
fase in uno stato di equilibrio è nullo. 

La legge della conservazione dell'energia permette di trovare 
facilmente le curve di fase. Infatti, su ogni curva di fase il valore 
dell’energia totale è costante. Perciò ogni curva di fase appartiene 
interamente a un insieme di livello dell’energia, E (z, y)= hh. 

D. Esempi. 

Esempio 1. L'equazione fondamentale della teoria 
delle oscillazioni è 


TIT —_T. 


1 Qui per semplicità si assume che la soluzione di g sia definita su 
tutto l’asse dei tempi 
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In questo caso (fig. 9) abbiamo 
23 23 2 n 
T=5. Us. Es3t+3. 


Gli insiemi di livello dell'energia sono circonferenze concentriche 
e l'origine delle coordinate. Il vettore velocità di fase nel punto 
(x, y) ha componenti (y, —z). Esso è perpen- 

4 dicolare al raggio vettore e uguale ad esso in 

modulo. Perciò il moto di un punto di fase 

sul piano delle fasi è una rotazione uniforme 

attorno a 0:z =rcos(gpo — {)) y=FroX 

x sen (@o— t). Quindi ogni insieme di livello 

T dell’energia rappresenta una curva di fase. 

Esempio 2. Sia data l’energia po- 

tenziale col suo grafico (fig. 10). Disegnamo 


gli insiemi di livello dell'energia L4 

Fig. 9. Piano delle fasi — V(x)=E. È utile tener presente i se- 
dell'equazione = guenti fatti. 

= 1. Le posizioni di equilibrio del sistema 


(2) giacciono sull'asse 7 del piano delle fasi. 
Il punto x = = E,y=0 rappresenta una posizione di equilibrio se 
È è un punto critico dell'energia potenziale, cioè se dU/d1 |x=;= 0. 
2. Ogni insieme di livello è U 
una curva Liscia nell’intorno di 
ogni suo punto, che non rappre- E, 
senti una posizione di equilibrio 
(segue dal teorema sulla funzio- E, 
ne implicita). In particolare, se £ E 
non è un valore critico dell’ener- 
gia potenziale (cioè non è uguale £, 
al valore dell’energia potenziale 
in uno dei punti critici), l'insieme 
di livello, dove l'energia è ugua- E, 
le a ZE, è una curva liscia. 2, 
Per lo studio delle linee di N 
livello dell'energia, bisogna esa- 
minare i valori critici di E oi 
valori di £ vicini a quelli cri- 
tici. A questo fine è comodo sup- 
porre una pallina che rotoli in 
una buca di potenziale U. Fig. 10. L'energia potenziale e le 
Ad esempio, il ragionamento curve di fase. 
« l'energia cinetica è non nega- 
tiva. Quindi l'energia potenziale è minore o uguale all’energia 
tot ale. Quanto più l'energia potenziale è piccola tanto più è gran- 
de la velocità » prende in questo linguaggio la forma « la pallina 


8 


fa 
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non può uscire dalla buca di potenziale, salendo più in alto del 
livello della sua energia iniziale fissata. Rotolando nella buca la 
pallina prende velocità ». Inoltre ci accorgiamo subito che i punti 
di massimo locale dell'energia potenziale sono posizioni di equi- 
librio instabile, mentre i punti di minimo sono di equilibrio 


stabile. 
Problema. Dimostrare l'affermazione precedente. 


a T 1) z 


Fig. 11. L'energia potenziale. 


Problema. Di quante curve di fase consiste la separatri- 
ce (a forma di otto) corrispondente al livello £,? 
Risposta. Di tre. 


e e. 


Fig. 12. Le curve di fase. 


Problema. Determinare la durata del moto sulla separa- 


trice. 
Risposta. Dal teorema di unicità segue che questo tempo 


è infinito. 
Problema. Dimostrare che la durata del moto da x; a 2, 


xX2 
. . . ° dx 
in una sola direzione) è uguale a t°o—-£ =| 
( ) 5 2-1 VIE 


3 —U (2)) 


Problema. Disegnare le curve di fase, conoscendo il 
grafico dell’energia potenziale (fig. 11). 

Risposta. Vedi la fig. 12. 

Problema. Disegnare le curve di fase per « l'equazione 


del pendolo piano matematico » x = — sen z. 
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Problema. Disegnare le curve di fase per « l'equazione 


del pendolo il cui asse ruoti » 7 = — sen 7 + M. 
Osservazione. In questi due problemi z indica l’an- 
golo di inclinazione del pendolo. I punti di fase, le cui coordina- 
te differiscono per 2%, coorrispondono a un unico stato del 
pendolo. Perciò invece di un piano delle fa- 
U si è naturale considerare un cilindro delle 

fasi {z(mod 2), y}. 

Problema. Trovare le tangenti ai 
rami della curva di livello critico, corri- 


è spondente al massimo dell’energia potenziale, 
I E =U (£) (fig. 13). 
P Risposta. y= + VU" (E) (CE). 
Problema. Sia S (E) l’area rac- 
T chiusa all’interno della curva di fase chiusa, 


corrispondente al livello di energia £. Dimo- 

Fig. 13. Curva di li- strare che il periodo del moto su questa cur- 

vello critico dell’ener- va è uguale a 
gia. 


Problema. Sia £y il valore dell'energia potenziale nel 
punto di minimo È,. Trovare il periodo delle piccole oscillazioni 
nell’intorno del punto È, 7, = lim T (E). 


-—Eo 
Risposta. 2n/V U" (2). 

Problema. Consideriamo un moto periodico su una 
curva di fase chiusa, corrispondente al livello di energia E. 
E stabile secondo Ljapunov? 

Risposta. No!. 

E. Flusso di fase. Sia M un punto del piano delle fasi. Stu- 
diamo la soluzione del sistema (2), le cui condizioni iniziali per 
t = 0 sono rappresentate dal punto M. s 
Supponiamo che ogni soluzione del siste- + Ig 
ma si prolunghi su tutto l’asse tempo- I ME) nia 
rale. Il valore della nostra soluzione per s) 
un valore t dipende da MM. Designamo il |/f 
punto di fase ottenuto (fig. 14) con 


M (t) = g!M. Fig. 14. Flusso di fase. 


In questo modo definiamo un’applicazione del piano 
delle fasi su se stesso, g': R? + R?. Per noti teoremi della teoria 
delle equazioni differenziali ordinarie l'applicazione g*' costi- 
tuisce un diffeomorfismo (applicazione biunivoca differenzia- 
bile nei due sensi). I diffeomorfismi g', t € R costituiscono un 
gruppo: g'** = g' e g*. Inoltre, l’applicazione g° è l’iden 


® L'unica eccezione sono i casi in cui il periodo non dipende dall'energia 
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tità e l'applicazione g-* è l’inversa di g'. L'applicazione g: 
R x R°—+ R?, g (t, M)= g'M è differenziabile. Tutte queste 
proprietà esprimono insieme che le applicazioni g' costitui- 
scono un gruppo a un parametro di diffeomorfismi del piano delle 
fasi. Questo gruppo si chiama anche flusso di fase, dato dal siste- 
ma (2) (o dall'’equazione (1)). 

Esem P io. Il flusso di fase dato dall’equazione z=—-x 
è il gruppo g°' delle rotazioni del piano delle fasi di un angolo # 


intorno all'origine delle coordinate. 
Problema. Dimostrare che il sistema con energia poten- 


ziale U = — 2x4 non determina nessun flusso di fase. 
y 
A 
T 
a 


Fig. 15. L’azione di un flusso di fase su un cerchio. 


Problema. Dimostrare che, se l'energia potenziale 
è positiva, il flusso di fase esiste. 

Suggerimento. Usare il principio della conservazione 
dell'energia per dimostrare l’indefinita prolungabilità delle solu- 


zioni. 
Problema. Disegnare la forma del cerchio x? -+-(y—- 1)?< 
< 1/4 sotto l’azione dell’ applicazione e del flusso di fase 


dell’ equazione: a) « pendolo invertito » T=3z, b) « pendolo non 


lineare » 7 = — sen 7. 
Risposta. Fig. 15. 


$ 5. Sistemi a due gradi di libertà 


L'analisi del sistema generale a due gradi di libertà supera 
i limiti delle possibilità della scienza attuale. In questo paragrafo 
si considerano gli esempi più semplici. 

A. Definizioni. Con il termine «sistema a due gradi di 
libertà » intenderemo un sistema descritto dall’equazione diffe- 
renziale 


r=f(2), x € E°, 
dove f è un campo vettoriale sul piano. 
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Un sistema si chiama conservativo se esiste una funzione 
U: E? + R tale chef = —@U/0x. L'equazione del moto del si- 
stema conservativo ha dunque la forma *! 


x= 2 (4) 


B. Principio di conservazione dell’energia. 
Teorema. L'energia totale di un sistema conservativo si conserva 


=} +U(x), x°=(£, x). 


Si afferma che 0. Dimostrazione: 


=, 2+( x)= (c+-7. x)=0 


in forza dell'equazione del moto. 

Corollario. Se all'istante iniziale l'energia totale è uguale a E, 
tutta la traiettoria giace nella regione dove U (xr)<& E, cioè il punto 
si troverà per tutto il tempo nella buca di potenziale 
U (x, cr) < E 

Osservazione. In un sistema a un grado di libertà 
è sempre possibile introdurre l'energia potenziale 


U(2=— {fdt 


Non è così invece in un sistema a due gradi di libertà. 
Problema. Fornire un esempio di sistema della forma 


= f (x), x € E° che non sia conservativo. 
C. Spazio delle fasi. L'equazione del moto (1) si può scrivere 
in forma di sistema 


au To= Ya 
© 40 * _  4U (2) 
| Ya= = dr, * Y2= RENE 


Si chiama spazio delle fasi di un sistema a due gradi di libertà 
lo spazio a quattro dimensioni con coordinate z1, 2, Yi) Yo. 

Il sistema (2) definisce il campo vettoriale delle velocità di 
fase nello spazio a quattro dimensioni e così pure 2 il flusso di 
fase del nostro sistema (gruppo a un parametro di diffeomorfismi 
dello spazio delle fasi a quattro dimensioni). Le curve di fase de] 


1 In coordinate cartesiane sul piano E°, abbiamo 
OU ‘; OU 


2 Con le restrizioni abituali, 
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sistema (2) costituiscono sottoinsiemi dello spazio delle fasi 
a quattro dimensioni. Ogni spazio delle fasi si scompone in curve 
di fase. Le proiezioni delle curve di fase dallo spazio a quattro 
dimensioni sul piano x, xx forniscono le traiettorie del nostro punto 
in moto sul piano z;, 73. Queste traiettorie si chiamano anche 
orbite. Le orbite possono avere punti di intersezione, mentre le 
curve di fase non si intersecano l'una con l’altra. L'equazione 
della legge di conservazione dell'energia 


E=Z4U (2) = BPALU(2, 21) 


definisce una, ipersuperficie a tre dimensioni nello spazio a quattro 
dimensioni: E (210 Te, Yi Ye) = Éo; questa superficie Ilg resta 
invariante rispetto al flusso di fase: g*Ilg, = Ilg,. Si può dire 


% T2 
Ile 


Ty 
% 
T 
Va, 


Fig. 16. Superficie di livello Fig. 17. Curvedilivello dell’ener- 
dell'energia e curve di fase. gia potenziale del pendolo sferico. 


che il flusso di fase scorre sulla superficie di livello dell'energia. 
Il campo vettoriale delle velocità di fase è tangente in ogni punto 
alla superficie Ilz. Conseguentemente, tutta questa superficie 
è costituita di curve di fase (fig. 16). 

D. Esempio 1 (« piccole oscillazioni del pendolo sferico » ). 

2 2 

Sia U= AT, Le curve di livello dell'energia potenziale 
sul piano z;, 7, saranno circonferenze concentriche (fig. 17). 


Le equazioni del moto (x; = — z,, z, = — z-) sono eqniva- 
lenti al sistema 
di=Y, da=Y2, 
(| e 
Yi= — I Ya= — To 


Questo sistema si divide in due sistemi indipendenti; in altre 
parole, ognuna delle coordinate z,, 7, varia col tempo come nel 
sistema a un solo grado di libertà. 

Le soluzioni hanno la forma 


Z,1 = ca C0SÌ + c, sen 8, Tg = C3 cost 4- cs sen t, 
Y,) = — Cosent+tc,coslî, Yy,= — casent + c così. 


29 


Dal principio di conservazione dell’energia segue 
1 1 
E=4 (4+v8) +1 (22+2)= cost, 


cioè la superficie di livello Il è costituita da una sfera nello spa- 
zio a quattro dimensioni. 

Problema. Dimostrare che le curve di fase sono rappre- 
sentate dai cerchi massimi di questa sfera. (Si dice cerchio mas- 
simo l’intersezione della sfera con un piano bidimensionale pas- 
sante per il suo centro.) 

Problema. Dimostrare che l’insieme delle curve di fase 
sulla superficie IIz rappresenta una sfera bidimensionale. Più 
precisamente, la formula u = TOTI fornisce la « rappresenta- 


2 2 
zione di Hopf » della sfera a tre dimensioni II sulla sfera a due 


dimensioni (piano della variabile complessa w completato dal 
punto all’infinito). Le nostre curve di fase sono trasformate in 
punti dalla rappresentazione di Hopf. 

Problema. Trovare le proiezioni delle curve di fase sul 
piano z,, 7, (cioè disegnare le orbite del moto del punto). 

E. Esempio 2 (« figure di Lissajou»). Consideriamo un 
altro esempio di moto piano (« piccole oscillazioni a due gradi di 
libertà »): 

= — Ti To = — 027. 
L'energia potenziale è 


U=|1+0%1. 
Dalla legge di conservazione dell’energia segue che se all’istante 
iniziale l’energia totale è 


3 (2242) +U (z1, 12)= £ 


tutto il moto si svolgerà all’interno dell'ellisse U (231, 2.) <£ 

Inoltre il nostro sistema consiste di due sistemi, non legati tra 
loro, a una dimensione. Perciò la legge di conservazione dell’ener- 
gia si applica separatamente a entrambi; si conservano le quantità 


E\= 3344, E:=j3+0%% (E=E\+E) 


Quindi, la variazione di z, è limitata dalla striscia |z;|<%4,, 
A; = V 25; (0), e anche z, oscilla nei limiti della striscia | 2, | < 
< Ao. L'’intersezione di queste due strisce definisce un rettangolo, 
nel quale è racchiusa l’orbita (fig. 18). 


Problema. Dimostrare che questo rettangolo è inscritto 
nell’ellisse U < E. La soluzione più generale delle nostre equazio- 
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ni è rx = A; sen (t + ®.), 7, = A, sen (0t + o): il punto in 
moto effettua indipendentemente una oscillazione con frequenza 1”e 
ampiezza A, orizzontalmente e un’o- 
scillazione con frequenza © e am- 
piezza A, verticalmente. 

Per disegnare l’orbita sul piano 
Z1, Tg procediamo nel seguente modo. 
Consideriamo un cilindro di base 
2A, e una striscia di larghezza 2A,. 
Disegnamo sulla striscia una sinusoi- 
de di periodo 2x4,/0 e ampiezza A, e 
avvolgiamo la striscia sul cilindro Fig. 18. Regioni U<E, 
(fig. 19). La proiezione ortogonale UE e Us. 
sul piano x,, 7, della sinusoide av- 
volta sul cilindro dà proprio l’orbita cercata, che si chiama 
figura di Lissajou. 

Le figure di Lissajou si possono agevolmente studiare su un 
oscillografo, immettendo due oscillazioni armoniche indipendenti 
sugli ingressi verticale e orizzontale. 

La forma della figura di Lissajou dipende molto dalla frequen- 
za ©. Se wv= 1 (pendolo sferico dell’esempio 1), la curva sul 


Fig. 19. Costruzione della figura di Lissajou. 


cilindro è un’ellisse. La proiezione di questa ellisse sul piano 27, 
> dipende dalla differenza delle fasi @. — g;. Con p, = @, si 
ottiene la diagonale del rettangolo, per piccole p,— @, si ha 
un’ellisse schiacciata sulla diagonale, inscritta nel rettan- 
golo. Per q, — q; = n/2 si ottiene un’ellisse con assi principali 
X,, xy. Facendo crescere e, — q, da n/2 a x, l’ellisse si schiaccia 
sulla seconda diagonale; aumentando ancora @, — %;, il processo 
riprende dall'inizio (fig. 20). 

Supponiamo ora che le frequenze siano uguali solo approssi- 
mativamente: © = 1. Il tratto di curva corrispondente 
a 0Oxt<21 è molto simile a un’ellisse. Il tratto successivo 
è ancora somigliante a un'’ellisse, ma esso ha uno sfasamento 
2 — 1 più grande di quello iniziale di un valore 21 (0 — 1). 
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Perciò la curva di Lissajou con w ® 1 è un’ellisse deformata, che 
percorre lentamente tutte le fasi, da quella schiacciata su una 
diagonale a quella schiacciata sull’altra (fig. 21). 


Bd & 


Fig. 20. Serie di figure di Lissajou Figo 21, Figura di Lissajou con 
cono= 1. O x 


I2 


Ty 


Fig. 22. Figura di Lissajou con ‘ = 2 


T7 I2 
DA: DA: 
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Fig. 23, Serie di figure di Lissajou con 0 = 2. 


Se una delle frequenze è due volte più grande dell’altra 
(© = 2), allora per qualche sfasamento la figura di Lissajou si 
trasforma in una curva percorsa due volte (fig. 22). 

Problema. Dimostrare che questa curva è una parabola. 
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Aumentando lo sfasamento , — @,, otteniamo successi- 
vamente le curve della figura 23. 

In generale, se una delle frequenze è n volte più grande del- 
l’altra (0 = n), tra le corrispondenti figure di Lissajou c’è il gra- 


T'2 Ta 


Ty Ty 


Fig. 24. Polinomi di CebySev, 


fico di un polinomio di grado n (fig. 24); questo polinomio si 
chiama polinomio di Cebysev. 

Problema. Dimostrare che se © = m/n, la figura di Lis- 
sajou è una curva algebrica chiusa, mentre se © è irrazionale, la 
figura di Lissajou riempie il rettangolo in modo ovunque denso. 
Che cosa riempie la corrispondente traiettoria di fase? 


$ 6. Campo di forze conservativo 


In questo paragrafo si analizza il legame tra lavoro e energia 
potenziale. 

A. Lavoro di una forza lungo un cammino. Ricordiamo la 
definizione di lavoro di una forza F lungo un cammino 4. Il la- 


Mz 
F Ss 
My 
Fig. 25. Lavoro di una forza co- Fig. 26. Lavoro di un campo di 
stante Y su un cammino crettili- forze F su un cammino |. 
neo $S. 


voro di una forza costante F (per esempio, il lavoro della forza 
——> 
con cui solleviamo un carico) lungo il cammino S = M,M, è per 
definizione il prodotto scalare (fig. 25) 
A = (F, S)= |F]|[S |-cosqg. 


Sia dato un campo vettoriale F e una curva di lunghezza finita, 
Approssimiamo la curva Z con una spezzata di lati AS, e denotia- 
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mo con F, il valore della forza in un punto di A$;; allora il lavoro 
del campo F lungo il cammino l è per definizione (fig. 26) 
A= lim MF, AS). 
1A8;1+0 
Nel corso di analisi si dimostra che se il campo è continuo, mentre 
il cammino è rettificabile, esiste il limite. Esso si indica con 


(F, dS). 


B. Condizioni perché un campo sia conservativo. 
Teorema. Un campo vettoriale F è conservativo se e solo se il 
suo lavoro su ogni cammino M,M, dipende soltanto dagli estremi 
e non dipende dalla forma del cammino. 
Supponiamo infatti che il lavoro del campo 


Vine F non dipenda dal cammino. Allora si può 
Ì a definire correttamente una funzione del pun- 
© | to M: 
M 


N È 
74 NE 


Fig. 27. Campo non È facile verificare che 
conservativo. dU 


cioè il campo è conservativo ed U è la sua energia potenziale. 
Naturalmente l’energia potenziale è definita con precisione a meno 
di una costante additiva U (M,), che si può scegliere arbitraria- 
mente. 

Inversamente, sia il campo F conservativo e U rappresenti 
l'energia potenziale. Allora è facile verificare che 


M 
| (, d8)= —U(M)+U(Ma), 
Mo 


cioè il lavoro non dipende dalla forma del cammino. 

Problema. Dinostrare che il campo vettoriale F, = 2, 
F, = — z; non è conservativo (fig. 27). 

Problema. È conservativo il campo, dato sul piano, 
con un punto escluso F, = a ,F, = IH ? Dimostrare che 
un campo è conservativo se e solo se è nullo il suo lavoro su 
ogn cammino chiuso. 

C, Campo centrale. 

Definizione. Un campo vettariale sul piano £* sì 
dice centrale con centro in O, se esso è invariante rispetto al grup- 
po dei movimenti del piano !, che lasciano fisso il punto O. 


1 Fra questi anche le riflessioni. 
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Problema. Dimostrare che tutti i vettori di un campo 
centrale giacciono su raggi passanti per O, mentre il modulo del 
vettore del campo in un punto dipende solo. dalla distanza ‘del 
punto dal centro del campo. 

E utile considerare anche campi centrali che non sono defi- 
niti nel punto O. 


Esempio. Il campo newtoniano F=—X-—-; è centrale, 


mentre il campo che appare nei problemi del punto B non lo è. 
Teorema. Ogni campo centrale F è conservativo e la sua energia 
potenziale dipende solo dalla distanza dal centro del campo, U = 
= U (r). 
Dimostrazione. In accordo col problema precedente 
F(r) =®(r)e,, dove r è il raggio vettore rispetto ad O, r la 
sua lunghezza e e, il suo versore. Allora, 


Mz r(M2) 
\ (F.dS) = | © (r) dr, 
Mi r(M1) 


e questo integrale, evidentemente, non dipende dal cammino. 
Problema. Calcolare l’energia potenziale di un campo 
newtoniano. — 
Osservazione. Le definizioni e i teoremi di questo 
paragrafo si trasportano immediatamente al caso di uno spazio 
euclideo £", con un numero qualunque di dimensioni. 


8 7. Il momento della quantità di moto 


Vedremo in seguito che l’invarianza delle equazioni di un 
problema meccanico rispetto a un gruppo di trasformazioni com- 
porta sempre un principio di conservazione. ‘Un campo centrale 
è invariante rispetto al gruppo delle rotazioni. Il corrispondente 
integrale primo porta il nome di momento della quantità di moto 
(o anche momento cinetico). 

A. Definizione Il moto di un punto materiale (di massa 1) 
in un campo centrale sul piano è definito dall’equazione 


r=® (r) er, 


dove r° è il raggio vettore con l'estremo iniziale nel centro O del 
campo, r è la sua lunghezza ed e, il suo versore. Considereremo îl 
nostro piano immerso in uno spazio euclideo tridimensionale 
orientato. 

Definizione. Si chiama momento della quantità di 
moto (0 momento cinetico) di un punto materiale di massa unitaria 
rispetto al punto Q il prodotto vettoriale 


M=|[r, rl. 


Il vettore M è perpendicolare al nostro piano ed è dato da una sola 
espressione M = Mn, dove n=le,, esl è il vettore della normale 
e e; ed e, una base.che orienta la superficie (fig. 28). 
Osservazione. In generale il prodotto vettoriale 
{r, alsi chiama momento del vettore a «applicato nel punto 7» 


Fig. 28, Il momento della quan- Fig. 29. Scomposizione del vettore 
tità di moto. r nella base é,, ég. 


rispetto al punto O. Per esempio, nel corso di statica si è studiato 


il momento di una forza. 
B. Legge di conservazione del momento della quantità di moto. 
Lemma. Siano a e b due vettori variabili nel tempo nello spazio 


euclideo orientato R3. Allora 
L la, b]=[@, 5]+(a, 6]. 


Dimostrazione. L'uguaglianza segue dalla defini- 
zione di derivata. 

Teorema (legge di conservazione della quantità di moto). 
Durante il moto in un campo centrale il momento della quantità 
di moto M rispetto al centro del campo O non varia nel tempo. 

Dimostrazione. Per definizione 


M =[r, r). 
Per il lemma 


M=[7, r]+[r, rl). 
Dall’equazione del moto, dato che il campo è centrale, si deduce 


che i vettori » e r sono collineari. Dunque M = 0, c.v.d. 

C. Legge di Keplero. La legge di conservazione del momento 
della quantità di moto fu scoperta per primo da Keplero con 
l'osservazione del moto di Marte. Keplero formulò questa legge 
in una forma diversa. 

Introduciamo sul nostro piano le coordinate polari r, g con 
polo nel centro del campo O. Consideriamo nel punto x di coordina- 
te |x|=r; © due versori: e,, orientato come il raggio vettore, 
cosicché 

r=re,, 
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e ey perpendicolare al primo e orientato nel senso delle g crescen- 


ti. Scomponiamo il vettore velocità r nella base e,, es (fig. 29). 
Lemma. Vale la relazione 


= + FPCeyg. 
Dimostrazione. È evidente che i vettori e,, ey ruo- 


tano con velocità angolare €, cioè 


e-= Pes, 
e,= — per. 
Derivando l'uguaglianza r = re,, otteniamo 
= re, + re, == re, +r@eg, _ C.v.d. 
Conseguentemerte il momento della quantità di moto è 
M=[r, 7]=[(r, re.[+[r, rge]=re@[r, egl=r29 (er, egl. 


Dunque si conserva la quantità 


M=r29. 


Questa quantità ha un semplice significato geometrico. 

Keplero chiamò velocità areolare C la ve- 
locità di cambiamento dell’area S(t), de- 
scritta dal raggio vettore (fig. 30) 


d$s 
C= 7. 


La legge trovata da Keplero, attraverso 
l'osservazione del moto dei pianeti, dice: 
In tempi uguali il raggio vettore descrive 


aree uguali, in modo tale che la velocità areo- Fig. 30. Velocità areo- 
are. 


lare è costante: de = cost. 


Questa è una delle formulazioni della legge di conservazione 
del momento della quantità di moto. Poiché 


AS=S(t+At)—S(t)=> rp At+o(At), 


consegue che la velocità areolare 


dî __1_,°_ 1 
a -3"0=3M 


è due volte più piccola del momento della quantità di moto del 
nostro punto di massa 1 e dunque costante. 
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Esempio. I satelliti per comunicazioni « Fulmine » han- 
no orbite fortemente schiacciate. In base alla legge di Keplero 
tale satellite trascorre la maggior parte del tempo nella parte 


dell'orbita più lontana e la quantità 9 è piccola. 


$ 8. Analisi del moto in un campo centrale 


La legge di conservazione del momento della quantità di 
moto permette di ridurre il problema del moto in un campo cen- 
trale a un problema con un solo grado di libertà. Grazie a ciò il 
moto in un campo centrale può essere studiato in modo completo. 

A. Riduzione a un problema unidimensionale. Consideriamo 
il moto di un punto (di massa 1) in un campo centrale sul piano: 

da dU 
vr= — Gr U=U (7). 
È naturale passare alle coordinate polari r, g. 

In base alla legge di conservazione del momento della quan- 
tità di moto la quantità M = g (t) r? (t) è costante (non dipen- 
de da t). 

Teorema. Durante il moto di un punto materiale di massa 
unitaria in un campo centrale, la sua distanza dal centro del campo 
varia in modo corrispondente alla variazione di r nel problema unidi- 
mensionale con energia potenziale 


M3 
VIN=UM+ 37. 
Dimostrazione. Derivando Ja relazione data nel $ 5 
pre, +roes troviamo 


r=(r—r@2)e-+(2r9+r9)es. 
Dato che il campo è centrale, 


U_U 
dr dr 


Quindi l'equazione del moto in coordinate polari prende la forma 


er. 


(0) CO QU oe 0 
r_rp?=——, 2rp+rp=0. 
Ma per la legge di conservazione del momento della quantità di 
moto 

M 


PE 
dove M è una costante indipendente da t, definita dalle condizio- 
ni iniziali. Quindi 
da 


0° M2 aV M 
r= —— TA ovvero r=-G, dove V=U+ Orà 
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La quantità V (r) si chiama energia potenziale efficace. 
Osservazione. L'energia totale del problema unidi- 
mensionale così ottenuto 


E=5+V(") 
coincide con l’energia totale del problema da cui si è partiti 


E= 5 +U (7) 
poiché 
7a ri rîg? rà M3 
rta 574t*3w. 
B. Integrazione delle equazioni del moto. L'energia totale 


nel problema unidimensionale ottenuto sopra si conserva. Dunque 
la dipendenza di r da f si determina con una quadratura 


r-V2(E-V(r), |t=; =; 


. ° dq M/r3 
Dato ch = MIr?, allora -- = —__—_______ 
"° CAROZIONAD 
dell’orbita in coordinate polari si trova per quadratura: 
a MI/r? dr 
P j V2(E—-V(r) 


C. Studio dell’orbita. Cominciamo col fissare il valore del 
momento costante M. È facile analizzare la variazione di r nel 


, @ l'equazione 


V 
.x0 Pericentro 
E 
Tmin FPmor ” 
Fig. 31. Grafico dell'energia pe- Fig. 32. Orbita di un punto in un 


tenziale efficace. campo centrale. 


tempo, dopo aver disegnato il grafico dell’energia potenziale 
efficace (fig. 31). 

Sia E il valore dell’energia totale. Ogni orbita corrispondente 
ai dati E ed M giace nella regione V(r)< E. Sul limite 


di questa regione, V = £, cioè r = 0. Tenuto conto di ciò, la 


39 


velocità del punto mobile, in generale, non è uguale a zero, dato 


che #0 per M=+#£0. 
La disuguaglianza V (r) < £ determina sul piano una o più 
regioni a forma di anello: 


O < Fmin FT Tmax £ ©. 


Se 0< rmnin < Fmax < 90, allora il moto è limitato e si svol- 
ge all’interno dell’anello tra le circonferenze con raggi rin @ Fmax- 

La forma dell'orbita è mostrata nella fig. 32. L’angolo varia 
in modo monotono, mentre r oscilla tra rmin € max periodicamen- 
te. I punti dove r = rmin si chiamano pericentri e quelli dove 
r = Fmax @pocentri (se il centro è la Terra, perigei e apogei; se il 
centro è il Sole, perielii e afelii; se è la Luna 
perilunii e apolunii). 

Ognuno dei raggi, che conduce dal cen- 
tro all’apocentro o al pericentro, è asse di 
simmetria dell'orbita. 

Nel caso generale l’orbita non è chiusa: 
l'angolo tra successivi pericentro e apocen- 
tro si ottiene con l'integrale 


"max ) 
Fig. 33. Orbita ovun- D — I M |r® dr 
que densa nell'anello. . V2(E=V(M) (E—=V (r)) 
min 


L’angolo tra due successivi pericentri è due volte maggiore. 
L’orbita è chiusa se l’angolo ® è commensurabile con 2a, 


° . m . P 
cioè se D = 2n rn dove m e n sono due interi. 


— Si può dimostrare che se l’angolo ® è incommensurabile con 

2n allora l'orbita riempie l’anello in modo ovunque denso (fig. 33). 

Se Fmin = max, allora E è il valore di V nel punto di minimo 
e l'anello degenera in una circonferenza, che rappresenta anche 
l'orbita. 

Problema. Per qualia il moto su un'orbita circolare in 
un campo con energia potenziale U = r®, —2 < a < co è stabile 
secondo Ljapunov? 

Risposta. Solo per a = 2. 

Per grandi valori del minimo di YV l’anello di £ sarà 
molto stretto (Fmin & F < Fmax), mentre l'orbita sarà vicina 
a una circonferenza. Nel corrispondente problema unidimensio- 
nale r compirà delle piccole oscillazioni nell'intorno del punto 
di minimo di V. 

Problema. Trovare l’angolo D per un'orbita vicina 
a quella circolare di raggio r. 

Suggerimento. Vediil punto D più in basso. 
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Consideriamo ora il caso rmax = 00. Se lim UV (r)=limV(r)= 


= Ux»< 00, allora è possibile il passaggio all'infinito. Se 
l'energia iniziale E è maggiore di U », allora il punto esce all’infi- 


nito con velocità finita ro = V2 (E — Uxw). Sottolineiamo che 
se U (r) tende al suo limite più lentamente di r-*, allora il poten- 
ziale efficace V all’infinito sarà attrattivo (qui si suppone che il 
potenziale U all'infinito sia attrattivo). 

Se | U (r) | perr-+Q0 non creste più velocemente di M°/2r?, 
allora rmin > 0 e l’orbita non si avvicina al centro. Se U (r) + 
+ M?/2r° + — co per r+ 0, allora è possibile « la caduta nel 
centro del campo ». Che vi sia caduta nel centro del campo è pos- 
sibile anche in un tempo finito (per esempio, nel campo U (r) = 
= —1/r3). 

Problema. Studiare la forma dell’orbita nel caso che 
l'energia totale sia uguale al valore dell’energia efficace V in un 
punto di massimo locale. 

D. Campi centrali in cui tutte le orbite limitate sono chiuse. 
Dalla serie seguente di problemi consegue che tutte le orbite 
limitate in un campo centrale sono chiuse solo in due casi: 


U = arr a 20 e U=— klr,k2=0. 


Problema 1. Dimostrare che l'angolo ® tra pericentro 
e apocentro è uguale al semiperiodo dell’oscillazione nel sistema 
2 
unidimensionale con energia potenziale W (x) = U () +5. 
Suggerimento. La sostituzione x = M/r dà 


“max a 
D =: _@_ 
V2(E-W)" 
“min 


Problema 2. Trovare l'angolo ® per un'orbita, vicina 
quella circolare di raggio r. 
ri M Ci nt NA , 
AVO V 3U'+rU" ° 
Problema 3. Per quali U la quantità ®;; non dipende 
dal raggio r? 
Risposta. U (r)= are (a >—-—2,a-#+0)e U(r)= b logr. 
Per questo ®.;r = n/Va + 2 (il caso logaritmico corri- 
sponde a a = 0). Per esempio, per a = 2 otteniamo Dir = 1/2, 


Risposta. Dx Dir = 


e per a = — 1 abbiamo ®,;; = n. 

Problema 4. Sia U(r) + c0 per r+ co. Trovare 
lim © (£, M). 
E+c00 


Risposta. xn/2. 
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Suggerimento. La sostituzione x = Yrmax trasfor- 
ma © in 


dy - y° 4 M 
= (| ——____ paga LL Uy(M\ 

RIVAILAIORE LIO) Wta (aa) 
min 


Per E + 00 abbiamo rmax +— %, YUmin + 0, e il secondo termi- 
ne nell’espressione W* si può tralasciare. 


Problema s. Sia U(r)= — kr85,0<BL 2. Trovare 
D, = lim D. 

E+-0 

Risposta. Do = 73=" TR . Osserviamo che D non 


dipende da M. 

Problema 6. Trovare tutti i campi centrali, in cui 
esistono orbite limitate ed esse sono tutte chiuse. 

Risposta. U = ar o U = — kirr. 

Soluzione. Se tutte lo orbite limitate sono chiuse, al- 


lora, in particolare, Der = 27 = = cost. In base al problema 3, 
U = ar (a =— 2) ovvero U=bdlnr(a=0). In entrambi i 
casi Pair = VUVa + 2. Sea > 0, allora, in accordo col proble- 
ma 4, lim © (E, M) = r2. Così Dar = n/2,a= 2. Sea<0, 
E-+00 
allora, in accordo col problema 5, lim ® (E, M)= n/(2+ a). 
E--0 
Così n/(2 + a) = n/V2+a,a = — 1. Nelcasoa = 0 troviamo 
Dar = n/V2, che non è commensurabile con 2x. Dunque tutte 
le orbite limitate possono essere chiuse solo nei campi U = ar? 
o U = — kr. Nel campo U = ar?, a > 0, tutte le orbite sono 
chiuse (sono ellissi con centro in O: vedi esempio 1, $ 3). Nel 
campo U = — k/r tutte le orbite limitate sono anche chiuse 


e ellittiche, come dimostreremo ora. 
E. Problema di Keplero. Si tratta del moto in un campo cen- 


trale con potenziale U = — k/r e dunque, V(r)= i+ 
—- (fig. 34). 
Per la formula generale 
= | Mr dr 
V2(E-V(n) * 


Integrando si ottiene 
M k 


TM 
= arccos —_———- 


vega M? | 
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A questa espressione si dovrebbe aggiungere una costante arbitra- 
ria. Noi la considereremo uguale a zero, il che è equivalente 
a misurare l'ampiezza dell'angolo © a partire dal pericentro. 
Introduciamo le seguenti notazioni: 


M?3 2EM3 
pn Vi1+ine 


P 


P_1 


r 


Si ottiene così @ = arccos , Cioè 


p 


= 1 e 608 9 ° 


È questa la cosiddetta equazione focale di una sezione conica. Il 
moto è limitato (fig. 35) per E£<0. Allora e<1, cioè la sezione 


V 


Fig. 34. Potenziale efficace del Fig. 35. Ellisse di Keplero. 
problema di Keplero. 


conica è un'’ellisse. La quantità p si chiama parametro dell’ellis- 
se, mentre e si chiama eccentricità. La prima legge di Keplero, da 
lui scoperta sperimentalmente attraverso l'osservazione del moto 
di Marte, afferma che i pianeti descrivono delle ellissi nei cui 
fuochi si trova il Sole. 

Se si assume che i pianeti si muovono in un campo centrale 
di gravità, allora dalla prima legge di Keplero segue la legge di 
gravitazione di Newton: U = — k/r (vedi il punto D più in 
alto). 

Il parametro e l’eccentricità sono legati ai semiassi dalle 
relazioni 


____P __P__ 2p O 
2a = T= + Tr 19: cioè a=t 
2 2 DI . 
et VE, dove c=ae è la distanza dal centro al fuoco 


a 
(vedi fig. 39). 


Osservazione. Un’ellisse con piccole eccentricità 
è molto simile a una circonferenza 1. Se la distanza del fuoco dal 
centro è un infinitesimo del primo ordine, la differenza tra i se- 


miassi è del secondo ordine: b=aV1—e Ra (1 — c) . Per 


esempio, in un’ellisse con semiasse maggiore di 10 cm e eccentri- 
cità 0,1 la differenza tra i semiassi è pari a 0,5 mm, mentre la 
distanza tra il fuoco e il centro è 1 cm. | 

Le eccentricità delle orbite dei pianeti sono molto piccole. 
Per questo motivo Keplero inizialmente formulò la sua prima leg- 
ge in questo modo: i pianeti si muovono intorno al Sole su delle 
circonferenze, ma il Sole non si trova nel centro. 

II legge di Keplero: la velocità areolare è costante (si veri- 
fica in qualsiasi campo centrale). 

III legge di Keplero: il tempo di rivoluzione su un'orbita 
ellittica dipende solo dalla misura del semiasse maggiore. 

I quadrati dei periodi di rivoluzione di due pianeti che sì 
muovono su diverse orbite ellittiche stanno nello stesso rapporto 
dei cubi dei corrispondenti semiassi maggiori ?. 

Dimostrazione. Indichiamo con 7 il periodo dì 
rivoluzione, con $S l’area, descritta dal raggio vettore nel tempo 7. 
2S = MT, dato che M/2 è la velocità areolare. Ma l’area del- 


2 
l'ellisse è S= mad, da cui 7 = nad E poiché a= LIE = 
M M 
VETTE 
— È = Pd MI Mu 
= 757 (0 e=7ta). 037 = , dunque 


"VIE Y2IZ1 


T=2n77p ma 2|E|=®, e così 7=2ra82k-!2, 


Notiamo che l’energia totale £ dipende, in questo modo, solo 
dal semiasse maggiore dell’orbita a, ed è unica per tutta una 
famiglia di orbite ellittiche, dalla circonferenza di raggio a al 
segmento di lunghezza 2a. 

Problema. Nellancio di un satellite su un’orbita circo- 
lare a 300 km dalla Terra, la direzione della velocità ha deviato 
da quella calcolata di 1° sul lato diretto verso la Terra. Come 
varia il perigeo? 

Risposta. L'altezza del perigeo diminuirà all’incirca di 
110 km. 


1 Lasciate cadere una goccia di tè non lontano dal centro del bicchiere. 
Le onde si raduneranno in un punto simmetrico. La causa di ciò è che, in 
accordo con la definizione focale dell’ellisse le onde che escono da un fuoco 
dell’ellisse, si raccolgono nell'altro. 

2 Per pianeti si intendono qui punti che si trovano in un campo centrale . 
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Suggerimento. La differenza dell'orbita da una cir- 
conferenza è di un infinitesimo del secondo ordine e si può tra- 
scurare. Il raggio ha il valore calcolato, poiché l'energia iniziale 
ha il valore previsto. Dunque l’orbita si ottiene da quella calco- 
lata con una rotazione di un angolo di 1° (fig. 36). 

Problema. Come cambia l'altezza del perigeo, se la 
velocità di lancio è di 1 m/sec minore di quella calcolata? 

Problema. Si chiama prima velocità cosmica la velocità 
di moto su un'orbita circolare, il cui raggio è vicino al raggio del- 
la Terra. Trovare il modulo della prima velocità cosmica v, 


e dimostrare che v, = V2 v, (cfr. $ 3, B). 

Risposta. 8,1 km/sec. 

Problema!. Durante la sua usci- 
ta nello spazio aperto il cosmonauta A. Leo- 
nov lanciò dalla parte della Terra il coper- 
chio della cinepresa. Studiare il moto del 
coperchio rispetto alla navicella spaziale, 
considerando la velocità di lancio pari Fig. 36. Orbita vicina 
a 10 m/sec. a quella circolare. 

Risposta. Il coperchio si muoverà ri-, 
spetto al cosmonauta all’incirca su un'ellisse con asse maggiore 
di circa 32 km e asse minore di circa 16 km. Il centro dell’ellisse 
è situato a 16 km davanti al cosmonauta sull’orbita, mentre il 
periodo di rivoluzione sull’ellisse è uguale al periodo di moto 
sull’orbita. 

Suggerimento. Prendiamo come unità di lunghezza 
il raggio dell'orbita circolare della navicella spaziale, mentre 
l’unità di tempo la scegliamo in modo tale che il periodo di rivo- 
luzione su questa orbita sia uguale a 2. Dobbiamo studiare le 
soluzioni dell'equazione di Newton 


r=— rir3 


vicine alla soluzione circolare rr = 1, @o = f. Cerchiamo queste 
soluzioni nella forma 


r=retrw»n P= Po+ Pn TiK1 Q1KI1. 


Per il teorema sulla differenziabilità della soluzione rispetto 
alle condizioni iniziali, le funzioni rj (t) e gp, (t), a meno di infi- 
nitesimi di ordine superiore al primo sulla deviazione iniziale, 
soddisfano il sistema di equazioni lineari differenziali (equazioni 
alle variazioni). 

Sostituendo le espressioni per r e @ nell’equazione di Newton, 
‘otteniamo dopo alcuni semplici calcoli le equazioni alle variazio- 


1 Questo problema è tratto dall’interessante libro di V. V. Beletskij 
Saggi sul moto dei corpi celesti, « Nauka », Mosca, 1972 (in russo). 


49 


ni nella forma 
{I} i) Ce (_) 
rg=3r1 +29 qpu= —2r: 
Risolvendo queste equazioni per le date condizioni iniziali 


(ri (0) = @; (0) = g, (0) = 0, r;(0) = — 1/800), otteniamo la 
risposta fornita sopra. 

Gli infinitesimi del secondo ordine tralasciati danno un 
effetto dell'ordine di 1/800 rispetto a quanto ottenuto (cioè del- 
l'ordine di una decina di metri per giro). Così, dopo un giro, il 
coperchio, avendo descritto un’ellisse di 30 chilometri in un'ora 
e mezza, torna verso la navicella spaziale dal lato opposto alla 
Terra, e le passa vicino a una distanza di qualche decina di metri. 

Si intende che abbiamo trascurato la differenza dell’orbita 
da quella circolare, l'influenza di forze diverse da quella di gra- 
vità, e così via. 


$ 9. Moto di un punto in uno spazio tridimensionale 


In questo paragrafo si definisce il momento della quantità 
di moto rispetto a un asse e si dimostra che esso si conserva duran- 
te il moto in un campo con simmetria assiale. 

È facile tradurre tutti i risultati, ottenuti per il moto sul 
piano, nel caso di moti nello spazio. 

A. Campo conservativo. Consideriamo il moto in un campo 
conservativo 


r= Sl doveU=U(r), re 2°. 


Vale la legge della conservazione dell'energia 
E o 
2-=0 ( dove E = 37°+U(r)) , 


B. Campo centrale. Legge della conservazione del momento 
della quantità di moto M =|r, r]). Durante il moto in un campo 


be] 


centrale il vettore M è costante: 


Ogni campo centrale è conservativo (si dimostra come nel caso 
bidimensionale), e 


PI lr, r]+1r, r]=0, 
poiché r= —QU/9r, mentre i vettori 9U/0r e r sono collineari 


dato che il campo è centrale. 
Corollario. Durante il moto in un campo centrale ogni orbita 
è piana. 
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Dimostrazione. (M,r)=([x, x], x)=0, conseguen- 
temente x (t) L_M, e poiché M = cost, allora ogni orbita giace 
su un piano, perpendicolare a 4f *!. Così, lo studio delle orbite in 
un campo centrale nello spazio si riduce al problema piano, già 
trattato nel precedente paragrafo. 

Problema. Studiare il moto in un campo centrale in 
uno spazio euclideo n-dimensionale. 

C. Campo con simmetria assiale. Definizione. Un campo vetto- 
riale in E° ha una simmetria assiale, se è invariante rispetto al 
gruppo di rotazioni dello spazio, che lasciano 


al loro posto ogni punto di un qualche asse. e, 
Problema. Diinostrare che se un F 

campo è dotato di simmetria assiale ed è e_N 

conservativo, allora la sua energia potenzia- 0 


le ha la forma U=U (r, 2), dover, g, z sono 
coordinate cilindriche. 

In particolare da ciò segue che il vet- 0' 
tore del campo giace su un piano che passa 
attraverso l’asse z. Fig. 37. Momento del 

Come esempio di un tale campo può ser- vettore F rispetto Qun 
vire il campo di gravità creato da un solido 
di rotazione. 

Sia z un asse orientato dal versore e, nello spazio orientato 
euclideo £*, F un vettore dello spazio lineare euclideo R*, O un 
punto sull'asse z, x = x-QOER' il raggio vettore del punto 
x € E* rispetto ad O (fig. 37). 

Definizione. Si chiama momento M, del vettore F, 
applicato nel punto r, rispetto all’asse 2, la proiezione su questo asse 
del momento del vettore F rispetto a qualsiasi punto dell'asse z: 


po” 


M,= (e,, [r, F)). 


Il valore M, non dipende dalla scelta del punto O sull'asse z. 
In effetti, consideriamo un punto O' sull’asse, allora per una 
proprietà del prodotto misto, M;= (e., [r", F]))= ([e,, '], F)= 
= ([e,, rl, F)=M,. 

Osservazione. M,dipende dalla scelta della direzione 
dell’asse z: se si cambia e, in —e,, allora M, cambia di segno. 

Teorema. Durante il moto in un campo conservativo con simme- 
tria assiale intorno all’asse z, il momento della quantità di moto 
rispetto all'asse z si conserva. 


Dimostrazione. M,=(e,, [r, r)), 


M,;=(e,, [r, r]))+(e,, [r, r]))=0 


caso M = Ossi lascia al lettore. 


47 


poiché »=F, conseguentemente » e » giacciono su un piano pas- 


sante per l’asse z, e dunque [#, +] è perpendicolare a e,. 

Osservazione. La dimostrazione conserva validità 
per ogni campo di forza, il cui vettore di forza F giace sul piano 
individuato da r e e,. 


$ 10. Moto di un sistema di n punti 


In questo paragrafo si dimostrano le leggi della conservazio- 

me dell’energia, dell’impulso.e del momentu della quantità di 
moto per un sistema di punti materiali in £5. 

. Fi; Fi. A. Forze interne ed esterne. Si chiamano 
ie> «<——®/ quazioni di Newton per il moto di un siste- 
mai n punti materiali con masse m; e raggi 


Fig. 38. F 'inte- . «__. 
ig. 38. Forze d'inte vettori 7; € £* le equazioni 


razione. 


miri = F,, i=1,2,..., n. 


Il vettore F; si chiama forza agente sull'i-esimo punto. 

Le forze F; si determinano sperimentalmente. Le osservazio- 
mi mostrano che spesso, in un sistema composto di due punti, 
queste forze sono uguali in intensità, agiscono lungo la retta 
che unisce i punti e sono dirette in senso opposto (fig. 38). 

Forze simili si chiamano forze d'’interazione. (Esempio: le for- 
ze d'attrazione universale.) 

Se tutte le forze, che agiscono sui punti del sistema, sono 
forze d’interazione, allora il sistema si definisce chiuso. Per defi- 
nizione, in un sistema chiuso la forza, che agisce sull’i-esimo 
punto è 


Il vettore F;; si definisce come la forza, con cui il j-esimo punto 
agisce sull’i-esimo. 

Poiché le forze F;; e F;; sono dirette in senso opposto (F;; = 
= — F;;), allora si possono scrivere nella forma F;; = fij€;; 
dove fi; = f;i indica il modulo della forza, mentre e;; è il versore 
della direzione dall’i-esimo punto al j-esimo. 

Se il sistema non è chiuso, allora spesso si possono esprimere 
le forze che agiscono su di esso nella forma 


Fi=)Fi;+ Fi, 


dove F;; sono forze d’interazione e Fi(7;) è la cosiddetta forza 
esterna. 
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E sem pio (fig. 39). Dividiamo un sistema chiuso in due 
parti / e JI. La forza F; applicata all’i-esimo punto del 
sistema /, è determinata dalle forze d’interazione all’interno 
del sistema / e dalle forze agenti sull’i-esimo punto da parte dei 
punti del sistema //, cioè 


F,= 2 Fi; + Fi, 
iFj 


dove F: è una forza esterna nei confronti del sistema /. 
B. Legge di conservazione dell'impulso. 


Fig. 39. Forze interne ed esterne. 


Definizione. Si chiama impulso (o anche quantità 
di moto) di un sistema il vettore 


n 


Teorema. La velocità di cambiamento della quantità di moto di 
un sistema è uguale alla somma di tutte le forze esterne, che agiscono 
sui punti del sistema. 

Dimostrazione. 


n n 
dP 0°. l 
isti i=1 i, j i i 


In effetti, di Fi;=0, poiché per le forze d’interazione F;;= 
i, j 5 


si 
Corollario 1. La quantità di raoto di un sistema isolato sì con- 
serva. 

Corollario 2. Se la somma delle forze esterne, che agiscono 
sul sistema, è perpendicolare all'asse x, allora la proiezione P, della 
quantità di moto sull’asse x si conserva: P, = cost. 

Definizione. Si chiama centro d’inerzia di un sistema 
(o baricentro) il punto così individuato: 


dI Mii 
ra ©—P— 
Di i 
Problema. Dimostrare che il centro d'inerzia è defini- 


to in modo esatto, cioè non dipende dalla scelta dell'origine per 
la misura dei raggi vettori. 
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La quantità di moto di un sistema è uguale a quella di un punto, 
posto nel centro d'inerzia del sistema e di massa pari a \Ì m;. 


° 


È evidente che per come è definito il centro d’inerzia 
(Dim;)r=) (miri), da cui segue (Dm)r = di mir. 
ra possiamo riformulare il teorema della quantità di moto 
come teorema sul moto del centro d’inerzia. 
Teorema. Il centro d'inerzia di un sistema si muove come se 
tutte le masse fossero concentrate in esso e tutte le forze fossero appli- 
cate ad esso. 


Dimostrazione. (S mi)v=P, quindi (5 mi)r= 
= FF: 


1 
Corollario. Se un sistema è chiuso allora il suo centro d'inerzia 
si muove di moto rettilineo uniforme. 
C. Legge di conservazione del momento della quantità di moto. 
Definizione. Il momento della quantità di moto di un 
punto materiale rispetto al punto O è il momento del vettore im pul- 
so rispetto al punto O: 


M=[r, mr]. 


Si chiama momento della quantità di moto di un sistema rispetto 
al punto O la somma dei momenti delle quantità di moto dei punti 
del sistema: 


M=) [r.,, miri]. 
i£1 


Teorema. La velocità di variazione del momento della quantità 
di moto di un sistema è uguale alla somma dei momenti delle forze 
esterne agenti sui punti del sistema. 

Dimostrazione. 


dM 


di — di [ri miri] + S [Pi miri]. 


i=1 i=1i 


Il primo termine è uguale a zero, mentre il secondo, in base alle 
equazioni di Newton, è uguale a 


n n n 
Di [ri Fil=d} Li (5 Fi+Fi)|= di [ri Fil. 
isti cimi i+j i=1 
Effettivamente, la somma dei momenti di due forze d’interazione 
è uguale a zero, poiché 


Fi;=>= —Fji, [ri Fogl+[, Fyl=[(ri-*)), Fa] =0. 
50 


Per questo è uguale a zero la somma dei momenti di tutte le 
forze d’interazione: 

n dM n 

dI Li > F;|=0. Dunque rum > [®;, Fi] c.v.d. 

i=1 i*j i=1 

Corollario 1 (legge di conservazione del momento della quanti- 
tà di moto). 

Se un sistema è chiuso allora M = cost. 

Indichiamo la somma dei momenti delle forze esterne con 
dM , 
di N, 


N = > [r;, Fi]. Allora, per il teorema dimostrato 
i=1i 


da cui consegue 

Corollario 2. Se il momento delle forze esterne rispetto all’asse z 
è nullo, allora M, si conserva. 

D. Legge di conservazione dell’energia. 

Definizione. Si chiama energia cinetica di un punto 
di massa m 


mr* 
T=-. 
Definizione. Sichiama energia cinetica di un sistema 
di punti materiali la somma delle energie cinetiche dei singoli 
punti: 
n 
T= 


1= 


mirî 
2 , 


ft 


dove m; sono le masse dei punti e »,; le loro velocità. 

Teorema. L'incremento dell’energia cinetica di un sistema 
è uguale alla somma dei lavori di tutte le forze, che agiscono sui punti 
del sistema. 

Dimostrazione. 


i=1 i=1 i=l 


Quindi, 


t n t n 
T(1)-T(k)= | dd dit=Y | (ri, Fijdi=Y A; c.v.d. 


to i=1 to ij= 1 


Lo spazio delle configurazioni di un sistema di n punti mate- 
riali in £° è il prodotto diretto di n spazi euclidei: £3°=F3x...x E3. 
Esso stesso ha la struttura di spazio euclideo. Indichiamo con 
r=(,,...,Yn) il raggio vettore di un punto dello spazio delle 
configurazioni, e con F = (F,, ..., F,) il vettore della forza. Il 
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precedente teorema si può scrivere nella forma 
r(t1) LI A 
T(Ui)-T()= | (F,dm)= | (», F) dt. 
r(t0) to 
In altre parole, 

l’incremento dell'energia cinetica è uguale al lavoro della 
« forza » 3n-dimensionale F sul « cammino » r (t) nello spazio delle 
configurazioni. 

Definizione. Unsistemasi dice conservativo (0 poten- 
ziale) se le forze dipendono soltanto dalla posizione dei punti del 
sistema, F = F(x), e il lavoro F su un qualsiasi cammino dipende 
solo dagli estremi del cammino stesso: 

M2 
| (F, dr)=®(M,, Ma). 
Mi 


Teorema. Affinché un sistema sia conservativo è necessario 
e sufficiente che esista l'energia potenziale, cioè una funzione U(r) 
tale che 


Dimostrazione. Vedi $ 4, B. 
Teorema. L'energia totale di un sistema conservativo E=T +U 
si conserva durante il moto: E (t;) = E (to). 
Dimostrazione. Per quanto dimostrato sopra 
r(t1) 
T(t)-T(0)= | (F, de)=U(r (6) -U(r (1), c.v.d. 
r(t0) 
Ammettiamo che tutte le forze, che agiscono sui punti del 
sistema, si dividano in forze d’interazione e forze esterne cosicché 


Fi= è, Fiy+-Fi, 
1) 


dove Fi; = — Fi = fiyPiy 
A f i ermazione. Se tutte le forze d’interazione dipendono 
solo dalla distanza, fix = fi; (1:— 7; |), allora sono conservative. 
Dimostrazione. Se il sistema consiste in tutto di due 
punti i, j è facile verificare che l’energia potenziale dell’interazio- 
ne è data dalla formula 
r 


U,s(r)=— | fis(0) de. 


In effetti, allora 


_QUig(\ri-rj D_ fi, 0|ri-rjl 


ori ori _ fiyeiy» 
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Per questo l'energia potenziale d’interazione di tutti i punti sarà 
U (r)= QU(1ri-r;)), c.v.d 
3 


Se anche le forze esterne sono conservative, cioè Fi = 
= — QU;/0r,, allora il sistema è conservativo e la sua energia 


e 


potenziale totale è 
U (r)= d U:; +2 Ui. 
i>j i 


Per un tale sistema si conserva l’energia meccanica totale 


r3 
E=T+U=)}3-+VU;+ MU. 
i i>j i 
Tuttavia se il sistema non è conservativo, allora l'energia 
meccanica totale in generale non si conserva. 
Definizione. Si chiama incremento dell'energia 
non meccanica E’ una diminuzione dell'energia meccanica, 
E (to) — E (t)), 


E° (t) — E' (6) = Et) — E (1). 


Teorema (legge della conservazione dell'energia). L'energia 
totale H = E + E' si conserva. 

Si capisce che questo teorema è una conseguenza evidente della 
precedente definizione. Il suo significato consiste in ciò, che nei 
sistemi fisici concreti si trovano espressioni per la grandezza del- 
l'energia non meccanica £’ attraverso altre grandezze fisiche 
(temperatura, ecc.) 

E. Esempio. Problema dei due corpi. Due corpi di masse 
m,, m, interagiscano con un potenziale U, cosicché le equazioni 
di moto hanno la forma 


" OU n° OU 
miraz CGno ParaT= Tr, 


U=U(|ri— ra). 


Teorema. La variazione di r = r,— r,; nel problema dei due 


corpi è la stessa di quella del moto di un punto di massa ma 
1 2 


in un campo con potenziale U (| n |). 

Indichiamo con », il raggio vettore del centro d'inerzia 
mit, + moro 
mit my 
In accordo col teorema sulla conservazione della quantità di 

moto il punto », si muove di moto rettilineo e uniforme. 


To= 
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Consideriamo ora il vettore x=#x,— sy: Moltiplicando la 
prima delle equazioni di moto per m,, la seconda per m, e sottraen- 


2 


. °° To, 
do troviamo mym,r =—(m;, + mx) si ’ 


dove U =U (|rr-r.,)=U(|r |. 

In particolare, nel caso di una forza 
d'attrazione newtoniana i punti descrivono 
intorno al comune centro d'inerzia delle 
sezioni coniche con fuoco nel centro d’iner- 
i . zia (fig. 40). 

Fig. 10. Problema dei Problema. Determinare il semiasse 
ue corpi. . il: . . 
maggiore dell’ellisse, che descrive il centro 
della Terra intorno al comune centro 
d'inerzia della Terra e della Luna. Dove si trova questo 
centro d’inerzia: fuori o dentro la Terra? (La massa della Luna 
è 81 volte più piccola di quella della Terra.) 


My 


$ 11. Considerazioni di similitudine 


In alcuni casi si può ottenere un'informazione importante, 
non risolvendo le equazioni di moto, dalla loro forma, impiegan- 
do considerazioni di similitudine e dimensione. La sostanza di 
tali considerazioni consiste nella scelta opportuna di una varia- 
zione delle grandezze (tempo, lunghezza, massa, ecc.), per la 
quale le equazioni di moto conservano la loro forma. 

A. Esempio. Ammettiamo che r (t) sia soluzione dell'equazione 


mr 2 
dt*a © dr 

Poniamo t, = at, m, = a?m. Allora r(t;) soddisfa l’equazione 

2r OU 
mia = Gr: In altre parole, 

1 

se si diminuisce la massa del punto quattro volte, allora esso 
potrà percorrere la stessa orbita nello stesso campo di forze due volte 
più velocemente *. 

B. Problema. Sia l'energia potenziale di un campo centrale 


una funzione omogenea di grado v: 


U (ar) = av U (r) per qualunque a >0. 


Dimostrare che se la curva y è un’orbita del moto, allora anche 
la curva omotetica ay è un’orbita (per le corrispondenti condizioni 
iniziali). Determinare il comportamento dei tempi di rivoluzione 


1 Qui si assume che U non dipende da m. Nel campo di gravitazione U 
è proporzionale a m, e dunque il periodo non dipende dalla massa m del 
punto in moto. 
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su queste orbite. Dedurre da qui l’isocronicità delie oscillazioni del 
pendolo (v = 2) e la terza legge di Keplero (v = —1). 

Problema. Considerando che il raggio di un pianeta 
è a volte minore del raggio della Terra e che la sua massa è f 
volte minore, trovare quante volte l'accelerazione di gravità, la 
prima e la seconda velocità cosmiche sono minori rispetto ai 
valori della Terra. _ 

Risposta. y = Ba, 8è = VB/a. 

Per esempio, per la Luna a 23,7, P ® 81. Conseguentemente 
l'acceleraziore di gravità risulta essere circa 1/6 di quella terre- 
stre (y= 6), mentre le velocità cosmiche sono circa 1/5 di quelle 
terrestri ($ ® 4,7). 

Problema *!. Gli animali di un deserto devono compiere 
grandi distanze tra le diverse sorgenti d’acqua. Come dipende il 
tempo massimo, che può correre un animale, dalle dimensioni 
dell'animale L? 

Risposta. È direttamente proporzionale a L. 

Soluzione. La riserva d’acqua è proporzionale al volu- 
me del corpo, cioè a L?, la trasudazione all’area della 
superficie, cioè a L?. Quindi il tempo massimo di corsa da una 
sorgente d’acqua all'altra è direttamente proporzionale a L. 

Notiamo che la massima distanza che può percorrere un ani- 
male eresce anch'essa proporzionalmente a LZ (vedi il seguente 
problema). 

Problema!. Come dipende la velocita di corsa dell'ani- 
male in un luogo piano e in montagna dalle dimensioni 
dell'animale L? 

Risposta. In un luogo piano, —L°, in montagna, — L*. 

Soluzione. La potenza esercitata da un animale è pro- 
porzionale a L? (il coefficiente d’azione utile dei muscoli è quasi 
costante, circa il 25%, il restante 75% dell'energia chimica va in 
calore; il rendimento termico è proporzionale alla superficie 
del corpo, cioè a L*, quindi anche la potenza utile è proporzio- 
nale a L?). 

La resistenza dell'aria è direttamente proporzionale al qua- 
drato della velocità e all'area della sezione trasversale; la potenza 
spesa per vincerla è dunque proporzionale a v°L°v. Così v°L? — 
= L*, conseguentemente, v — L°. In effetti la velocîità di corsa 
in pianura, per animali non più piccoli della lepre e non più gran- 
di del cavallo, praticamente non dipende dalle dimensioni. 

Per correre in montagna è necessaria una potenza mgv — 
= Lv; poiché la potenza esercitata è — L?, troviamo v - L*. 
Effettivamente il cane sale facilmente di corsa su un colle, men- 
tre il cavallo segna il passo. 


1968 1 J. Smith /dee matematiche in biologia, « Mir », 1970, o Cambridge, 


Problema!. Come dipende dalle dimensioni dell’anima- 
le l'altezza che esso può raggiungere con un salto? 

Risposta. — L°. 

Soluzione. L'energia necessaria per un salto di altezza 
h è proporzionale a L*%, mentre il lavoro compiuto dalla forza. 
muscolare F è proporzionale a FL. La forza F è proporzionale 
a L? (poiché la robustezza delle ossa è proporzionale all'area della 
loro sezione). Dunque L*% — L?L, cioè l'altezza del salto non 
dipende dalle dimensioni dell'animale. Effettivamente il topo 
delle piramidi e il canguro saltano più o meno alla stessa altezza. 


1 J. Smith Idee matematiche in biologia, « Mir », 1970, o Cambridge, 
1968. 
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Seconda parte 
MECCANICA LAGRANGIANA 


La meccanica lagrangiana descrive il moto di un sistema 
meccanico per mezzo dello spazio delle configurazioni. Lo spazio 
delle configurazioni di un sistema meccanico ha una struttura 
di varietà differenziabile. Sulla varietà differenziabile è definito 
il gruppo dei diffeomorfismi. I concetti fondamentali ed i teoremi 
della meccanica lagrangiana (anche se formulati in termini di 
coordinate locali) sono invarianti rispetto a questo gruppo *!. 

‘Un sistema meccanico lagrangiano è definito mediante una 
varietà (« spazio delle configurazioni ») e una funzione sul suo 
fibrato tangente (« lagrangiana »). 

Ogni gruppo a un parametro di diffeomorfismi dello spazio 
delle configurazioni, che lasciano una lagrangiana invariata, 
definisce una legge di conservazione (cioè un integrale primo 
delle equazioni del moto). 

Un sistema newtoniano definito da un potenziale è un caso 
particolare di sistema lagrangiano (in questo caso lo spazio delle 
configurazioni è euclideo e la lagrangiana è la differenza tra 
l'energia cinetica e l’energia potenziale). 

Il punto di vista lagrangiano è utile per lo studio completo 
di una serie di problemi importanti, per esempio nella teoria delle 
piccole oscillazioni e nella dinamica del corpo rigido. 


III. Il principio variazionale 


In questo capitolo dimostriamo che i moti di un sistema new- 
toniano definito da un potenziale sono estremali per un principio 
variazionale, il cosiddetto « principio di minima azione di 
Hamilton ». 

Da questo fatto derivano parecchie conseguenze importanti, 
come ad esempio la possibilità di scrivere rapidamente le equazio- 


1 L’invarianza sussiste anzi anche rispetto ad un gruppo più grande 
di trasformazioni, comprendente anche trasformazioni del tempo. 
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ni del moto in coordinate curvilinee, e anche vari risultati quali- 
tativi, come il teorema sul ritorno vicino ad un punto iniziale. 

In questo capitolo useremo uno spazio munito di coordinate 
n-dimensionale. Un vettore x di questo spazio è un insieme di n 
numeri (7,, .-.., %n). Corrispondentemente 0df/dx significa 
(0fldx,, ..., Ofldz,), (a, db) = adj +... .4 Gnbn 


$ 12. Calcolo delle variazioni 


Nel seguito avremo bisogno di alcuni risultati del calcolo 
delle variazioni. Una trattazione più approfondita potrà essere 
trovata, per esempio, nei testi di M. A. Lavrentjev e L. A. Ljuster- 
nik Corso di calcolo delle variazioni, Mosca-Leningrado, 1938 
o di G. E. Silov Analisi matematica. Corso speciale, Fizmatgiz, 
1961. 

Il calcolo delle variazioni si occupa della ricerca degli estre- 
mi di funzioni il cui dominio di definizione è uno spazio di di- 
mensione infinita: lo spazio delle curve. Tali funzioni sono chia- 
mate funzionali. 

Un esempio di funzionale è la lunghezza di una curva in un 
piano euclideo 


y=ft, 2: s(0)=%; tot), 


ti 
o(m=(Vi+2a. 
to 

In generale, un funzionale è una qualunque applicazione del- 
lo spazio delle curve nell’asse reale. 

Consideriamo una curva y' « vicina » a y, y = {t, z:z= 
= x(t) + (t)}. La indicheremo con y = y + À. Prendiamo in 
esame l'incremento del funzionale ®, ® (y + kh) — D (Y) (fig. 41). 

A. Variazioni. 

Definizione. Il funzionale Dsi dice differenziabile * 
se D(Y+A)— D(y) = + A, dove 7 dipende linearmente 
da h (cioè per un y fissato £ (h, + h,) = F (h1) + F (ho)ef (ch) = 
= cF (h)) mentre AR (kh, y) = 0 (h?), nel senso che da [hf |<e 
e (F| < € consegue | R |< Ce?. F (h), parte lineare dell’incre- 
mento, si chiama differenziale. 

Si può dimostrare che, se il funzionale ® è differenziabile, 
allora il suo differenziale è univocamente determinato. 
Il differenziale di un funzionale si chiama anche variazione, e h 
viene chiamato variazione della curva. 


! Occorrerebbe specificare su quale classe di curve è definito il funzio- 
nale ® e quale è lo spazio lineare descritto da h. Si può, ad esempio, assumere 
che si tratti in entrambi i casi dello spazio delle funzioni infinitamente 
differenziabili. 
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Esempio. Sia vel x: x=t(t) to<t< t} una 
curva nel piano (t, x); r= 2; s L= L(a,b,c)sia una funzione 
differenziabile di tre variabili. Costruiamo il funzionale 

t 


O(M)=|L(2(), 20), de. 


to 


Ad esempio, nel caso particolare L = V1+ b?, otteniamo 
la lunghezza della curva y. 


Tr 


y' 
Ty h 
Zo 
t*d |] #* t*+d 
z, t, + to 4 7 
Fig. 41. Variazione di una curva. Fig. 42, Costruzione della fun- 
zione h 


La 


Teorema. Il funzionale ® (y) = { L (x, z, t) dt è differen- 


to 
ziabile e il suo differenziale è dato dalla formula 


Pa=S [45-49 nar+ (2 a)[t 
to dx 


Di mostrazione. 
131 


® (7+h)—®(y)= | IL(c+h, c+h, t)-L(a, 2, 0) dt= 
to 
ii 
= | [57 h+ 7h ]d+0@)=FM+R, 
to 


t4 
dove F (h) = {5 n + Ch) dt, R=O (h?). Integrando per parti 
to 
otteniamo 
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B. Estremali. 

Definizione. Un estremale di un funzionale differen- 
ziabile © (y) è una curva %, tale che ZF (kh, y) = 0 per ogni È. 

(Esattamente come quando si dice che y è un punto stazio- 
nario per una funzione, se ivi si annulla il differenziale.) 

Teorema. Affinché la curva y: x = x (t) sia estremale per il 


ti 
funzionale © (y) = | L (x, x, t) dt nello spazio delle curve passan- 


lo 
ti per i punti x(to) = zo e x(t) = x, è necessario e sufficiente 
che lungo la curva x(t) valga 


d S0) OL 
ar ( 


UA 
Lemma. Se la funzione continua f(t), tr &t<&t,, è tale che 

Ù 
| f (t) h (t) di = 0 per ogni funzione continua * h (t), per la qua- 


i 
le h(t) =h(t,)=0, allora {(t)=0. 
Dimostrazione del lemma. Sia f(#*)>0, 
to <t* < t;. Per la continuità sarà f (t) =>c in un intorno A del 
punto t*: ti <«t* — d<t<t* +d<t;; sia kh (t)= 0 fuori 
di A, h(t) >O in Aehk(t)=1 in 5 (#* —Fet<t+35) 
i, 


Allora evidentemente AOL. (t) dt2=dc >0 (fig. 42). La 


la 
contraddizione ottenuta mostra che f (t*) = 0 per ognito < 
<i* < ti, c.v.d. 
Dimostrazione del teorema. Per il teorema 
precedente 


ti 
Pn=Î[4 (2) ]ar+ (26 n)[ 


Il secondo termine della somma è uguale a zero, dato che È (ty) = 

= h (t,)= 0. Se y è un estremale, allora F (h) = 0 per ogni f 

per la quale % (to) = % (t,) = 0. Pertanto per ogni È (t) di questa 
t 


classe |fonaa=o0, dove f=G()-%. Per il 
dx 


to 
lemma allora f (t) = 0. Viceversa, se f (t) =" 0 allora, evidente- 
mente, F (kh) = 0, c.v.d. 


1 O anche per qualunque funzione % (t) infinitamente differenziabile. 
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Esempio. Verifichiamo che gli estremali della iunghez- 
za sono le rette. Si ha 


7. L_n 0L_ d z 
L=VA +22, va = 0 a Vila” +74 =0, 
dx 1423 142r2 


=, crmac,x=Cit-cCo. 


IT 


Vasa 


C. Equazione di Eulero — Lagrange. 
Definizione. L'equazione 


d { OL \ OL 
#(=)-x=0 
dx 


si chiama equazione di Eulero — Lagrange per il funzionale 


t 
o= | L(x,x,t)dt. 
lo 


Siano ora x un vettore dello spazio n-dimensionale delle coordi- 
nate R", y= {t,x:r=x(t) to < t<t} una curva nello spa- 
zio n + 1-dimensionale R x R” e ZL: R” x R" x R+ R una 
funzione di 2n + 1 variabili. Analogamente al precedente teorema 
si dimostra 

Teorema. Affinché una curva y sia un estremale del funzionale 


1 


D ()) = | L (x, z, t) dt nello spazio delle curve x (t) che congiun- 


t 
gono due punti fissati (to, co) e (ti, x1), è necessario e sufficiente che 
lungo di essa sia verificata l'equazione di Eulero — Lagrange 


Questo è un sistema di n equazioni del secondo ordine e la 
soluzione dipende da 2n costanti arbitrarie. Per individuarle 
occorrono le 2r condizioni x (ty) = roex(t;) =, 

Problema. Trovare esempi nei quali le curve estremali 
che congiungono due punti dati sono più di una ed esempi dove 
non ne esiste alcuna. 

D. Osservazione importante. La proprietà di curva di essere 
estremale di un funzionale non dipende dal sistema di coordinate. 

Ad esempio, lo stesso funzionale, la lunghezza di una curva, 
è dato, in coordinate cartesiane o polari, da diverse formule 

21 ti 


Oer = | Va4iidi, 0 \ Vir 4 292 di. 


to to 
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Gli estremali sono gli stessi: le rette nel piano. Le equazioni 
della retta in coordinate cartesiane e in coordinate polari sono 
date da funzioni diverse: x, = 2; (0), za=%z2(6); r=r(t), 
@ = @ (t). Ma sia le une che le altre soddisfano le equazioni di 
Eulero — Lagrange 


solo che nel primo caso xcar=%1, 3; Lo=V 23428 e nel 


secondo Tpo1=F, @; Loo= V 12+r292. 
In tal modo possiamo scrivere facilmente le equazioni dif- 
ferenziali per la famiglia di tutte le rette in coordinate qualunque. 
Problema. Scrivere le equazioni differenziali per la 
famiglia di tutte le rette del piano in coordinate polari. 


$ 13. L'equazione di Lagrange 


In questo paragrafo è illustrato un principio variazionale, le 
cui curve estremali sono le soluzioni delle equazioni del moto di 
Newton per un sistema definito da un potenziale. 

Confrontiamo le equazioni della dinamica newtoniana 


d ° OU 
a Miti) ta > 0 (1) 


con le equazioni di Eulero — Lagrange 


A. Principio di minima azione di Hamilton. 
Teorema. YI moti del sistema dinamico (1) coincidono con gli 


t 
estremali del funzionale ®© (y) = | Ldt, dove L=T — U è la 


lo 
differenza tra l'energia cineticà e l'energia potenziale. 


2 
ri 


Dimostrazione. Poiché U=U(r) e T= }}, mi abbia- 
mo OL _9T — mia OL _ OU 
—— =_= Miti, 373773. 
dr; dr; ri ori 


Corollario. : Siano (91, - . 1 Jan) coordinate arbitrarie nello 
spazio delle configurazioni di un sistema di n punti materiali. 
Allora la variazione di q nel tempo verifica le equazioni di Eulero — 
Lagrange 


d (0L oL _ _r_ 
a (a) dove L=T—U. 
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Dimostrazione. Per il teorema precedente la legge 
del moto è un estremale del funzionale | ZL di. Pertanto per ogni 


sistema di coordinate sono verificate le equazioni di Eulero — 
Lagrange, scritte in quelle coordinate, c.v.d. 
Definizione. In meccanica viene utilizzata la seguente 


terminologia: L (9, q, t)=T_—U è la funzione di Lagrange o la- 
grangiana, 9g; sono le coordinate generalizzate, qi le velocità 
generalizzate, di _ Pi gli impulsi generalizzati, dl le forze 


0 
da di 
1 
È ° x . OL OL 
generalizzate, | L (q, q, t) dt è l’azione e La (—)-+ =0 
" \ ggi 0 


to 
è l’equazione di Lagrange. 
L'ultimo teorema si chiama « principio di minima azione nel- 
la forma di Hamilton» in quanto spesso il moto q (t) 
è non solo un estremale, ma è tale da far assumere il valore minimo 


al funzionale dell’azione {L dt. 
to 
B. Esempi semplici. 
Esempio 1. Per un punto materiale libero in £* 


mia 
L=T=3}-; 


in coordinate cartesiane g; = r; abbiamo 
m °o °. ° 
L= (9+93 +98). 


In questo caso le velocità generalizzate sono le componenti 


del vettore velocità, gli impulsi generalizzati p;i = mq; sono le 
componenti del vettore quantità di moto, le equazioni di Lagrange 
coincidono con le equazioni di Newton de = 0. Gli estremali sono 
delle rette. Dal principio di Hamilton segue che le rette non sono 
solo i cammini più brevi (cioè estremali della lunghezza 
ti ti 


\ Va + qì + q dt) , ma anche estremali dell’azione I (9? + 
io ta 
+9 + gi) de. 
Problema. Dimostrare che questo estremo è un minimo. 


Esempio 2. Consideriamo il moto in un campo centrale 
piano, scritto in coordinate polari qg1=r, 93= @. Dalla relazione 
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r= re, + res troviamo l’energia cinetica 7 = = 2 (r2 + 


+r%9?) e la lagrangiana L(9, 9)=T(q, 9)—U (A U -v (91). 
Gli impulsi generalizzati saranno p=-—, cioè 
dq 


P1= mr, pa = mr°o, 


La prima equazione di Lagrange pi=dE assume la forma 


091 
co QU 
mr = mrq? — Gr 


Avevamo già ottenuto questa equazione al $ 8. 
Poiché qg, = non compare esplicitamente in L abbiamo che 


SL _ 0. Pertanto la seconda equazione di Lagrange sarà P. = 


097 - i 
= 0, p, = cost. Questa è la legge di conservazione del momento 
della quantità di moto. 

Nel caso generale, quando il campo non è centrale, U = 


= U (r, @), otteniamo p, = -3. 
Questa equazione può essere riscritta nella forma 
2 (M, e.)=N, doveNnN = ([r, F], e,),F= Di. (La velocità 


di cambiamento del momento della quantità di moto rispetto 
all'asse z è uguale al momento della forza F rispetto all'asse 2.) 


In effetti, si ha che dUu=S7 Gr dr+ Q= —(F, dr)= 


= —(F, e;)dr —r(F, eg) de e * rertanto —Do=r (F, eo)= 


=r([e,, F], e.)=([r, F]), ez). 
L'esempio ora considerato ci induce a generalizzare la legge 
di conservazione del momento della quantità di moto. 
Definizione. La coordinata gq; si chiama ciclica se 


e. . o) 
non compare esplicitamente nella lagrangiana: si = 0 


Teorema. L'impulso generalizzato, corrispondente ad una coor- 
dinata ciclica, si conserva: p; = Cost. 
Dimostrazione. Per l’equazione di Lagrange 


dpi _ OL _ 
di — dg 
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$ 14. La trasformazione di Legendre 


La trasformazione di Legendre è un algoritmo matematico 
ausiliario, che consiste nel passare dalle funzioni definite su 
uno spazio lineare alle funzioni definite sullo spazio duale. La 
trasformazione di Legendre è connessa con la dualità proiettiva 
e le coordinate tangenziali in geometria algebrica, ovvero con la 
costruzione del duale di uno spazio di Banach in analisi. Si incon- 
tra spesso anche in fisica (per esempio, nella definizione delle 
grandezze termodinamiche). 

A. Definizione. Sia y == f (7) una funzione convessa f” (7) >D. 

Si chiama trasformata di Legendre della funzione f una nuova 
funzione £ di una nuova variabile p, costruita nel seguente modo 


y f(z) f J) Ù 
f. 


9(P) 7 2. 


ZIP) T 


Fig. 43. La trasformazio- Fig. 44. La trasformazione ‘di Legendre 
ne di Legendre. porta un angolo in un segmento. 


(fig. 43). Tracciamo sul piano x, y il grafico della funzione f. 
Sia dato il numero p. Consideriamo la retta y = px. Prendiamo 
il punto x = x (p) nel quale la distanza tra la curva e la retta 
lungo la verticale è massima: la funzione px — f (x) = £ (p, 2) 
ha un massimo in z, per p fissato, nel punto x (p); allora g (p) = 
= F(p, x(p)) . l 

Il punto x(p) è individuato dalla condizione di essere un 
estremo: 0F/0x = 0, cioè f' (x) = p. Per la convessità di f il 
punto x (p) è univocamente determinato !. 

B. Esempi. 

Esempio 41. Sia f(x)=z?., Allora F(p, 2x)=pr—x?, 


z(p)=5.g(P)=7P 


Esempio 2. Sia f(2)=— PL. 
B 
Esempio 3. Sia f(=— . Allora g(p)= T- dove L4 


+p=1(a>I, bB>1). 


1 Se esiste. 

Problema. Dimostrare che se la funzione f è definita su tutto 
l’asse x, il dominio di definizione di g può essere un punto, un intervallo 
o una semiretta. Dimostrare che se la funzione f è definita su un intervallo, 
allora g è definita su tutto l’asse p. 
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Esempio 4. Sia f(x) una poligonale convessa. Allora 
anche g(p) è una poligonale convessa ed è tale che ai ver- 
tici di f (7) corrispondono i segmenti di g (p) e ai segmenti di f (2), 
i vertici di g (p). Per esempio, l'angolo illustrato nella fig. 44 
diventa per una trasformazione di Legendre un segmento. 

C. Involutività. Supporremo che la funzione f sia differen- 
ziabile un numero sufficiente di volte e che f” (x) > 0. È facile 
verificare che la trasformazione di Legendre porta funzioni con- 
vesse in funzioni convesse. Pertanto essa può essere applicata 
due volte. 

Teorema. La trasformazione di Legendre è involutiva, cioè il suo 
quadrato è la trasformazione identica: se f va in g sotto la trasforma- 
zione di Legendre, allora trasformando g si otterrà nuovamente f. 

Dimostrazione. Per applicare la trasformazione di 
Legendre alla funzione g della variabile p, dobbiamo, per defini- 
zione, considerare una nuova variabile indipendente (che indi- 
chiamo con z), costruire la funzione 

G (2, P) = IP E (P), 
trovare un punto p (x) nel quale G ha un massimo: 

dG 

dp 
allora la trasformata di Legendre di g (p) sarà la funzione di z, 
pari a G(z, p(2)). 

Dimostriamo che G (x, p (x)) = f (x). A questo scopo osser- 

viamo che G (x, p) = xp — g(p) ha una semplice interpretazione 
geometrica: è l’ordinata del punto di ascis- 
4 sa z sulla retta tangente al grafico di f(z) 
#12) p con inclinazione p (fig. 45). In effetti, per 
un p fissato, G (7, p) è una funzione lineare 
di 7, per la quale 0G;/0z = p, e per r = 
— = x(p) abbiamo G(z, p)= xp—g(p)= 

= f(x), per definizione ‘di g (p). 
Fissiamo ora z = zy e facciamo varia- 
XP To re p. Allora i valori di G(z, p) saranno le 
ordinate dei punti di intersezione della 
retta 7 = 7, con le tangenti al grafico di 
Fig. 45. Involutività /(), con le diverse inclinazioni p. Per la 
della trasformazione convessità del grafico, tutte queste tangenti 

di Legendre. giacciono al di sotto della curva, e quindi il 

massimo di G (x, p), per x (p.) fissato, è 
uguale a f(x) (e si ottiene per p = p(x.) = f (zo), c.v.d. 

Corollario !. Sia data la famiglia di rette y = pr — g(p). 
Allora la curva inviluppo di tale famiglia ha l'equazione y = f (2), 
dove f è la trasformata di Legendre della funzione g. 


=0, cioè g'(p)= z; 


1 E facile rendersi conto che questo corollario non è altro che la teoria 
dell’« equazione di Clairaut ». 
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D. Disuguaglianza di Young. 

Definizione. Due funzioni f, g trasformate di Legen- 
dre l’una dell’altra si dicono duali secondo Young. 

Per la definizione della trasformazione di Legendre, f (7, p)= 
= px — f(x)<g (p) per ogni z, p. Da ciò segue la disuguaglianza 
di Young 


pe<sfi(t)tg (Pp). 


x? 
Esempio I. Se f(2)=+ allora g(p)= e otteniamo 
la nota disuguaglianza pe< +5 per ogni z, p. 


x pè 
Esempio 2. Se j(a)=—, allora g (P)=<, 143=1 


e otteniamo la disuguaglianza di Young 


& B 
pe<T+F7 


per ogni 7>0, p>0, a>1,f>1I, +53! 


E. Caso di più variabili. Sia ora i (2) una funzione convessa 
della variabile vettoriale x = (1, . . ., n) (vale a dire la forma 


quadratica (L de, dr) è definita positiva). Allora si chiama 
trasformata di Legendre una funzione g (p) della variabile vettoria- 
le p= (P,.---.. Pn) definita in modo 

analogo a quanto fatto sopra: g(p)= 

=fF(p, x(p) = max F(p, x), F(p, x) = 


1 
= (p 2) — j (2), p=0L. pa 
Tutti i risultati precedenti, compresa 
la disuguaglianza di Young, si trasportano fr) 
senza alcun cambiamento a questo caso. 
Problema. Sia f:R"+R una pig. 46. La trasforma- 
funzione convessa sullo spazio lineare R”". ta di Legendre di una 
Indichiamo con R”* lo spazio lineare duale. forma quadratica. 
Dimostrare che le formule precedenti defi- 
niscono completamente un'applicazione g: R"* + R (nell’ipotesi 


che la forma linerae df |, descriva tutto lo spazio R®* quando x 
descrive tutto R”). 


Problema. Sia f una forma quadratica: f (x) = J f;;x;z,. 
Dimostrare che la sua trasformata di Legendre è ancora una forma 


quadratica g(p)= Y g;;p;p; tale che i valori delle due forme nei 
punti corrispondenti sono uguali (fig. 46): 


f(x (P)) = (2), g(p(x))= f(x). 


T 
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$ 15. Le equazioni di Hamilton 


Con una trasformazione di Legendre, il sistema di equazioni 
differenziali del secondo ordine di Lagrange si trasforma in un 
sistema di 2n equazioni del primo ordine, dotato di una notevole 
simmetria: il sistema delle equazioni di Hamilton (o delle equazioni 
canoniche). 

A. Equivalenza delle equazieni di Lagrange e di Hamilton. 


Consideriamo il sistema di equazioni di Lagrange p = 0L/0dq, 


dove p = dL/09, definito da una funzione di Lagrange L: R” x 
x R° x R-+-R che supporremo convessa ! rispetto al secondo 


argomento 9g. 
Teorema. /l sistema delle equazioni di Lagrange è equivalente 
ad un sistema di 2n equazioni del primo ordine, le equazioni di 
Hamilton 
OH ° òH 


P= Ta 177 


dove H (p,q, t) = pa — L(9, q, t) è la trasformata di Legendre del- 


la funzione di Lagrange, considerata come funzione delle q. 
Dimo s trazio ne. Per definizione, la trasformata di 


Legendre in q di L (g, q, t) è una funzione H7 (0) = DI — L (g) 
nella quale q è legato a 7 dalla formula p = dLldg e che dipende 
inoltre dai parametri q e t. Questa funzione H si chiama funzione di 


Hamilton. 
Il differenziale totale della funzione di Hamilton 


d’=T-dp+ da +57 


è uguale al differenziale totale di pa-L con cola 
dq 


° OL OL 


Le due espressioni per dH7 devono coincidere. Pertanto 
oH oH OL oH OL 


dp. dg dg ad 
Ricordando le equazioni di Lagrange p = 0L/0q otteniamo le 
equazioni di Hamilton. 

Quindi se q (t) soddisfa alle equazioni di Lagrange, (© (t), 
q (t)) soddisfa alle equazioni di Hamilton. Analogamente si 
dimostra l’inverso. In definitiva i sistemi di Lagrange e di Hamil- 
ton sono equivalenti, c.v.d. 


1 Nelle applicazioni questa funzione convessa sarà generalmente una 
forma quadratica definita positiva. 
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Osservazione. Il teorema dimostrato riguarda tutti 
i problemi variazionali e non solo le equazioni lagrangiane della 
meccanica. 

B. Funzione di Hamilton e energia. 

Esempio. Supponiamo di considerare delle equaz' 
della meccanica, con la funzione di Lagrange della solita forma, 


L=T—-U, dove l’energia cinetica è una forma quadratica in q: 
4 e °* 
T= D &jdidp d;=aj(9,1);U=U(g). 


Teorema. Per queste ipotesi la funzione di Hamilton H è uguale 
all'energia totale H=T + UO. 

La dimostrazione si basa su un lemma sulla trasformata di 
Legendre di una forma quadratica. 

Lemma. Il valore di una forma quadratica f (x) e della sua tra- 
sformata di Legendre g(p) coincidono nei punti corrispondenti: 
f(x) = e (p). 

Esempio. Per la forma f(x) = 2? si tratta di una nota 
proprietà della tangente ad una parabola. Per la forma f(z) = 

ma? . p? max? 
=> abbiamo p = mx e g(p) "5x3 3° = f (2). 

Dimostrazione del lemma. Per il teorema di 

Eulero sulle funzioni omogenee 


Di conseguenza g£(p(x))= rr — f(x) = SL x-f=2f(x)— 
— f(x) = f(x), c.v.d. 

Dimostrazione del teorema. Ripetendo il 
ragionamento del lemma, troviamo 7 = PI —L=2T — 
—(T-U)=T+0U,c.v.d. 


Esempio. Per un moto unidimensionale 
OU 


dq ° 


In questo caso mT=3 q?, U=U (q), p=9, H=Z+U (g), e le 
equazioni di Hamilton assumono la forma 


Q= P, 
o SH 
PT dq . 


Questo esempio è utile per ricordare rapidamente quale delle du 
equazioni di Hamilton ha il segno meno. 

Dal teorema sull’equivalenza tra le equazioni del moto e un 
sistema hamiltoniano seguono alcuni corollari importanti. Per 
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esempio, la legge di conservazione dell'energia prende una forma 
molto semplice. 

Corollario 1. Vale l'uguaglianza dH/dt = d6H/dt e, in parti- 
colare, per sistemi la cui hamiltoniana non dipende esplicitamente 
dal tempo (0H/9dt = 0), vale la legge della conservazione della fun- 
zione di Hamilton: H (p(t), g(t)) = cost. 

Dimostrazione. Calcoliamo la variazione di /#7 lungo una 


traiettoria H (p (i), 9(t), t). Allora per le equazioni di Hamilton 
dH __oH(_6H\, 6H dH , dH __ dH di 
a (Td) ta tara od 

C. Coordinate cicliche. Studiando un campo centrale abbiamo 
osservato che, introducendo coordinate polari, il problema diventa- 
va unidimensionale. Risulta che ogni simmetria del problema, 
permettendo la scelta di un sistema di coordinate q tale che la 
funzione di Hamilton non dipenda da alcune delle coordinate, 
permette di trovare degli integrali primi e trasformare quindi il 
problema in un problema con un minor numero di coordinate. 

Definizione. Se la coordinata q, non compare nella 
funzione di Hamilton / (pi, P» - | |: Pni Iv - | è Ini 1), sicché 
0H:0q, = 0, questa coordinata si chiama ciclica (il termine pro- 
viene dal caso particolare della coordinata angolare gin un campo 
centrale). È evidente che la coordinata g, è ciclica se e solo se non 
compare nella funzione di Lagrange (0L/dg, = 0). Dalla forma 
hamiltoniana delle equazioni del moto segue. 

Corollario 2. Sia q, una coordinata ciclica. Allora p, è un 
integrale primo. Inoltre l'evoluzione delle restanti coordinate è quella 


di un sistema di n — 1 coordinate indipendenti Qg2, ..., In con 
hamiltoniana 

H (Pa... -, Pnr da - In bc), 
dipendente dal parametro c = pi. 

Dimostrazione. Poniamo p = (Py. -. Pn), qd = 
= (ge, - - «. Qn). Allora il sistema di equazioni di Hamilton prende 
la forma 

d_,_ 6H di __ _@H 
di 1 _ dp’ dt 1 Gp 
dpi I d,-0 
a D7 da di Pi=\. 


L'ultima equazione mostra p;, = cost. Pertanto nel sistema di 
equazioni per p', g' la grandezza p; entra solo come un parametro 
nella funzione di Hamilton. Una volta risolto questo sistema di 
2n — 2 equazioni, l'equazione per q, prende la forma 


d 
a 1! = f(t), dove {= ò - H (Pir p (2), q (1), t), 
e si può integrare facilmente. 
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Quasi tutti i problemi risolubili della meccanica si risolvono 
con l'aiuto del corollario 2. 

Corollario 3. Ogni sistema con due gradidi libertà (n = 2), che 
possieda una coordinata ciclica, è integrabile. Infatti in questo caso 
il sistema di equazioni per p’, g' è unidimensionale e si integra 
senz'altro con l’aiuto dell’integrale primo 7 (p’, g)=c. 


& 16. Il teorema di Liouville 


Il flusso nello spazio delle fasi, corrispondente alle equazio- 
ni di Hamilton, conserva il volume in questo spazio. Da ciò 
consegue, ad esempio, che un sistema hamiltoniano stabile non 
può essere asintoticamente statile. 

Consideriamo per semplicità il caso in cui l'hamiltoniana 
non dipende esplicitamente dal tempo: H = Y (p, 9). 

A. Flusso di fase. 

Definizione. Lospazio a 2r dimensioni, di coordinate 
Pi - | +» Pri 9w - - <» In si chiama spazio delle fasi. 

Esempio. Nel cason=1si tratta del piano delle fasi 
del sistema 7 = i, studiato nella prima lezione. 

Come in questo esempio semplicissimo, il secondo membro del- 
le equazioni di Hamilton individua un campo vettoriale: ad ogni 
punto (wp, q) dello spazio delle fasi è applicato un vettore 2n- 
dimensionale (—90H/dq, 9H/9p). Supponiamo che ogni soluzione 
delle equazioni di Hamilton possa essere prolungata su tutto l’asse 
dei tempi !. 

Definizione. Si chiama flusso di fase il gruppo a un 
parametro di trasformazioni dello spazio delle fasi 


g': (p(0), 4(0)) + (P(0), 4(0)). 
dove  (t), q (t) sono una soluzione del sistema delle equazioni di 
Hamilton (fig. 47). 
Problema. Dimostrare che g° è un gruppo. 
B. Teorema di Liouville. 1) /l flusso di fase conserva il vo- 
lume: per ogni regione D si ha (fig. 48) 


volume g'D = volume D. 


Dimostreremo una proposizione un po’ più generale, anch'essa 
dovuta a Liouville. 

Sia dato-un sistema di equazioni differenziali ordinarie 
ax=f(x)) x =(x, ..., z,), la cui soluzione sia prolungabile 
su tutto l’asse dei tempi. Sia g* il corrispondente gruppo di 


1 Ad esempio è sufficiente che gli insiemi di livello della funzione H 
siano compatti. 
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trasformazioni: | 
g'(x)=x+/(x)t+0(t2) (6 +0). (1) 
Sia D (0) una regione nello spazio {x} e v (0) il suo volume: 
v (t) = volume D (t), D(t)=g' D(0). 
2) Se div f= 0, g* conserva il volume: v(t)=v(0). 


g° 
PIC), glé) 
PIO), g(0) 


— > 
Fig. 47. Flusso di fase. Fig. 48. Conservazione del volume. 
C. Dimostrazione. 

Lemma 1. Vale la relazione 


d , 
2_= | div fdr  (dr=dz,,...,dz,). 
D(0) 


Dimostrazione. Per ogni t, per la definizione di 
jacobiano, 


dx. 


oetx 
dx 


v(t)= | det 
D(0) 


Calcolando dg'x/d0x con la formula (1), troviamo, per t +0, 


doge _ df 
SE E+3t+0(t12). 
Applichiamo ora un fatto algebrico noto. 

Lemma 2. Per ogni matrice A = || a;; || vale la relazione 


det |E+A4t|=1+ttr A+0(t*), t-+Q0, 


n 
dove tr A =:Y a è la traccia della matrice A (la somma degli ele- 
ii 


menti diagonali). 

(La dimostrazione del lemma 2 si ottiene sviluppando il 
determinante: si ha 1, poi n termini moltiplicati per t e i restanti 
moltiplicati per £?, t*, ecc.) 

Perciò 


Aglt 
de 1 4ttr 4 0(12). 
x dx 
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0f _ bhi 
Ma tr rr dai = div f. Pertanto 
i=1 
v(1)= | [1-+-t div f+0(t2)] dz, 
D(0) 

il che dimostra anche il lemma 1. 

Dimostrazione del teorema 2). Poiché non 
fa differenza considerare, nel lemma 1,t=t,0t = 0, lo possia- 
mo riscrivere nella forma 


dv (t) __ . 
dr la, | div f dr. 
D(10) 


Allora se div f=0, 2 =0, c.v.d. 


In particolare per un sistema hamiltoniano, abbiamo 


. Ta) OH To) 0H 
div iz -w)ta(w) 3% 
Il teorema di Liouville 1) è così dimostrato. 
Problema. Estendere il teorema di Liouville al caso di 
sistemi non autonomi (7 = H (p, qgt)of=f(x,t 
Problema. Dimostrare la formula di Liouville W = 


=W, el "44t ver il wronskiano di un sistema lineare x = A (t)x 
Il teorema di Liouville ha numerose applicazioni. 
Problema. Dimostrare che per un sistema hamiltoniano 

non è possibile avere posizioni di equilibrio o cicli limite asintoti- 

camente stabili nello spazio delle fasi. 

Il teorema di Liouville ha delle applicazioni particolarmente 
importanti in meccanica statistica. 

Il teorema di Liouville permette di utilizzare per lo studio 
dei problemi meccanici i metodi della cosiddetta teoria ergodica *. 
Riportiamo solo un esempio molto semplice. 

D. Teorema del ritorno di Poincaré. Sia g una trasforma- 
zione continua, biunivoca, che conservi il volume, che porti una 
regione limitata D dello spazio euclideo in sé: gD = D. 

Allora in ogni intorno U di un punto qualsiasi della regione D 
esiste un punto x € U che ritorna in U, cioè g"x E U, per qualche 
n>ÙO. 

Questo teorema si applica, per esempio, al flusso di fase g° 
di un sistema bidimensionale con un potenziale UV (z,, 7») che 
cresce all’infinito; in questo caso un insieme invariante limitato 


! Cfr., per esempio, Halmos Lectures on Ergodic Theory, Chicago, 1956. 
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nello spazio delle fasi è individuato dalla condizione (fig. 49) 
D= {p,q:T + U<&E}. 


Si può rinforzare il teorema di Poincaré, dimostrando che 
quasi ogni punto ritorna molte volte alla sua posizione iniziale. 


U 
Tz 
T 
Fig. 49. Il noto di una pallina in Fig. 50. Le molecole ritornano 
una buca asimmetrica è ignoto; nella prima camera. 


comunque il teorema di Poincaré 
assicura che questa tornerà nelle 
vicinanze del punto -di partenza. 


Questo è uno dei pochi risultati generali sul carattere del moto. 
Già nel caso 
CO) QU 
Cc = — dx dc=(2, Le) 
i dettagli del moto non sono noti. 
Una conseguenza alquanto paradossale dei teoremi di Poin- 
caré e Liouville è la seguente: se apriamo un setto, che divide una 


gr I gr 
g°z 
9° 
Fig. 51. Il teorema del ritorno. Fig. 52. Un insieme ovunque 


denso sulla circonferenza. 


camera piena di gas da una camera vuota, dopo un certo tempo le 
molecole del gas si raccoglieranno nuovamente tutte nella prima 
camera (fig. 50). 
La soluzione del paradosso sta nel fatto che questo « certo 
tempo » è maggiore della vita del sistema solare. 
Dimostrazione del teorema di Poin- 
car é. Consideriamo le immagini dell’intorno U (fig. 51): 


U, g(U), g°(U), .... E" (U),... 
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Tutte hanno lo stesso volume positivo. Se non si intersecassero, il 
volume della regione D sarebbe infinito. Perciò per qualche k >, 
1=>0, k>l 


gUNngU-+#0. 


Quindi gt'UNU=#0. Sia er =y, x EU, yEU. Allora 
zEU, gzgreU(n=k— |, che è quanto si doveva dimostrare. 
E. Applicazioni del teorema di Poincaré. 
Esempio 4. Sia D un cerchio e g la rotazione di un an- 


m ° . . . ». N 
golo a. Sea = 2 7. g" è la trasformazione identica e il teorema è 


° 


banale. Se a non è commensurabile con 27 allora il teorema di 
Poincaré implica 


vée>O0, In:lgz-z2|<8 (fig. 52). 
Da ciò segue facilmente 


Teorema. Se a 4 2 — , allora l’insieme dei punti del tipo 
g'x è ovunque denso* sulla circonferenza 


(l=1,2,..., n). 
Problema. Dimostrare che ogni. 
orbita relativa a un campo centrale con po- 


tenziale U = r* è chiusa ovvero riempie in D, 
modo ovunque denso un anello tra due circon- Fig. 53. Il toro. 
ferenze. 
Esempio 2. Sia D un toro bidimensionale, @, e @, coor- 
dinate angolari su di esso (longitudine e latitudine) (fig. 53). 
Consideriamo il sistema di equazioni differenziali ordinarie 
sul toro 


P1 = Xx Pao de 
E evidente che div f = 0 e il moto corrispondente 


g': (Pr, Pa) + (P1 + it, Pa + 28) 


conserva il volume dp, dg,. Dal teorema di Poincaré segue facil- 
mente il 

Teorema. Se a,/a, è irrazionale l’elica g' (p,, 2) è ovunque 
densa sul toro. 

Problema. Dimostrare che se ® è irrazionale, la figura 
di Lissajou (z = cos t, y = cos wt) è ovunque densa sul quadrato 
|zs1, ly Isf. 


1 L'insieme A è ovunque denso in B se in ogni intorno di ogni punto 
di B c'è un punto di A. 


(h) 


Esempio 83. Sia D un toro n-dimensionale 7", cioè un 
prodotto diretto! di n cerchi: 
D= Stx S1 x...Xx St = T". 


—__T—_——o———- 
n 


nnt 


Un punto del toro n-dimensionale è individuato da nr coordinate 
angolari @ = (@,, - - ., pn). Siaa@g=(a,, ..., an) e sia g' una 
trasformazione che conserva il volume 


g'i:cT+T", pq>+ at. 


Problema. Per qualicondizionisu asono ovunque dense: 
a) la traiettoria gg, b) la traiettoria g* (t ER appartiene al 
gruppo dei numeri reali R, % € Z al gruppo dei numeri interi Z). 

Le trasformazioni negli esempi 1-3 sono strettamente legate 
alla meccanica. Ma poiché il teorema di Poincaré è astratto, esso 
ha anche applicazioni non legate alla meccanica. 

Esempio 4. Consideriamo le prime cifre dei numeri 
2": 1, 2, 4, 8, 1, 3, 6, 1, 2,5, 1,2, 4,... 

Problema. In questa successione compare la cifra 7? 
E quale cifra si incontra più spesso: 7 o 8? E quanto più spesso? 


1 Il prodotto diretto degli insiemi A, B,...è l’insieme delle collezio- 
ni di punti (a, db, ...)), a€ A, bEB,... 
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IV. Meccanica lagrangiana su varietà 


In questo capitolo sono introdotti i concetti di varietà diffe- 
renziabile e di fibrato tangente. Una funzione di Lagrange, asse- 
gnata sul fibrato tangente, definisce sulla varietà un « sistema 
olonomo » lagrangiano. Casi particolari sono dati da sistemi di 
punti materiali sottoposti a vincoli olonomi, per esempio il 
pendolo o il corpo rigido. 


$ 17. Vincoli olonomi 


In questo paragrafo viene definito il concetto di sistema di 
punti materiali, sottoposto a vincoli olonomi. 

A. Esempio. Sia y una curva regolare sul piano. Se nelle 
vicinanze di ) agisce un campo di forze molto intenso, diretto 


U 
U, 
Fd 
Fig. 54. Un vincolo come un cam- Figo 55. L'energia potenziale Uy. 


po di forze infinite. 


verso la curva, un punto mobile si troverà tutto il tempo vicino a 
y. Nel caso limite di un campo di intensità infinita, il punto sarà 
costretto a restare sulla curva y. In questo caso si dice che il 
sistema è sottoposto ad un vincolo (fig. 54). 

Per poter dare una definizione rigorosa, introduciamo un 
sistema di coordinate curvilinee nell'intorno della curva yY: 91, 93; 91 
è un'ascissa lungo la curva e g, è la distanza dalla curva stessa. 

Consideriamo un sistema con energia potenziale 


Un = Na+ Us (9 q2)» 


] 
] 


che dipende dal parametro N (che verrà poi mandato all’infi- 
nito) (fig. 59). 
Consideriamo le condizioni iniziali su %y: 


q1(0)=9%, 9:(0)=9%, g:(0)=0, g9s(0)=0. 


Indichiamo con gq; = @ (t, NN) la funzione che descrive l’evolu- 
zione temporale della coordinata g, con le stesse condizioni ini- 
ziali nel campo definito dal potenziale Uy. 

Teorema. Per N + co esiste il limite 


limg(i, M=v(0). 


La funzione limite q, = p(t) soddisfa l’equazione di Lagrange 


d (sLe )= dLa 


dt A 0q, 


dove L,(91, 1) = T|, ; o 7 Vola=0 (T è l’energia cinetica 
sa 
lungo ‘%). 
Pertanto per N + co il sistema delle equazioni di Lagrange 
per 91, 9, tende all’equazione di Lagrange per 9g, = vw (t). 
Lo stesso risultato si ottiene considerando, al posto del piano, 
lo spazio 3n-dimensionale delle configurazioni di n punti, costi- 


n 
tuenti un sistema meccanico, con la metrica ds = >im,driî(m, 
Ci 


sono le masse dei punti); anziché la curva y, una sottovarietà 
dello spazio 3n-dimensionale; invece di qg,, un qualunque sistema 
di coordinate q, su y e anziché g, un sistema di coordinate gq. 
nella direzione perpendicolare a y. Se l’energia potenziale ha la 
forma 


U=Up(q) + Na: 


allora per N + co il moto su y definisce un sistema di equazioni 
di Lagrange, con lagrangiana 


L, — T| q,=d,=0 — Ud qa=0- 

B. Definizione di sistema vincolato. Non dimostreremo il 
teorema precedente! né ne faremo uso. Esso ci serve solo a giusti- 
ficare la seguente 

Definizione. Sia y una superficie m-dimensionale 
nello spazio 3n-dimensionale delle configurazioni dei punti r,, . . 


1 La dimostrazione si basa sul fatto che, per la conservazione dell’ener- 
gia, un punto mobile non può allontanarsi da y di una distanza maggiore di 
cN 1/3, distanza che tende a zero per N + co. 
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- «è +3 Ya di masse m,, ...,m,. Siag= (9, - - -, Im) un qualun- 
que sistema di coordinate su y: r; = ®; (g). Il sistema descritto 
dalle equazioni 

d {6L dL 1 ‘s 

a) L= DM, mr}+U (q) 

si chiama sistema di n punti materiali, soggetto a 3n — m vincoli 
olonomi ideali. La superficie y si chiama spazio delle configurazioni 
del sistema vincolato. 

Se la superficie y è individuata da % = 3n — m equazioni 
funzionalmente indipendenti f, (r) = 0, ..., fa (r) = 0, si dice 
che il sistema è soggetto ai vincoli ff = 0, ..., fa =0. 

Un vincolo olonomo potrebbe essere anche definito come caso 
limite di un sistema con grande energia potenziale. L'interesse 
di questi vincoli nella meccanica sta nel fatto che, come mostra 
l'esperienza, molti sistemi meccanici appartengono con maggiore 
o minore approssimazione a questa classe. 

Per brevità chiameremo nel seguito semplicemente vincoli i 
vincoli olonomi ideali. In questo libro non saranno considerati 
altri tipi di vincolo. 


$ 18. Varietà differenziabili 


Lo spazio delle configurazioni di un sistema vincolato è una 
varietà differenziabile. In questo paragrafo vengono fornite le 
nozioni più semplici sulle varietà differenziabili. 

A. Definizione di varietà differenziabile. Sull’insieme M 
è data una struttura di varietà differenziabile, se M è fornito di 


Fig. 56. Carte compatibili. 


una collezione finita o numerabile di carte, tale che ogni punto 
sia rappresentabile almeno su una carta. 

Per carta si intende un dominio aperto VU dello spazio euclideo 
munito delle coordinate q = (91, - - -, 9Qn), insieme ad una tra- 
sformazione @, univocamente invertibile, da U su un sottoinsieme 
di M, gp: U+@(U)c M. 

Se un punto di M è rappresentabile su due carte U e VU”, 
allora ciò deve accadere anche per degli intorni V e V’ di questo 
punto nelle rispettive carte (fig. 56). In tal modo si ottiene una 
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trasformazione g'-!p: V + V’ di una parte di una carta VC U 
su una parte di un'altra carta VC U'. 

Questa è una trasformazione di una regione V dello spazio 
euclideo delle coordinate q, nella regione V” dello spazio euclideo 
delle coordinate gq', e pertanto è individuata da n funzioni di n 
variabili qg' = g (9), (dA = 9 (q’)). Le carte U e U' si dicono 
compatibili se queste funzioni sono differenziabili!. 

Per atlante si intende l'insieme di queste carte, compatibili 
l’una con l’altra. Due atlanti sono equivalenti se la loro unione 
è ancora un atlante. 

Una varietà differenziabile è una classe di equivalenza di 
atlanti. Considereremo solo varietà connesse 2. In questo caso il 
numero n è lo stesso per tutte le carte e si chiama dimensione 
della varietà. 

L’intorno di un punto di una varietà è l’immagine sotto la 
trasformazione gp: U + M di un intorno del suo punto rappre- 
sentativo nella carta UV. Supporremo che ogni coppia di punti 
distinti possieda intorni disgiunti. 

B. Esempi. 

Esempio 1. Lospazio euclideo R" è una varietà, con un 
atlante composto da una sola carta. 

Esempio 2. Lasfera S? = {(x,y, 2): x +y +22 = 1} 
possiede una struttura di varietà, un atlante della quale è com- 


DO 


Fig. 57. Un atlante della sfera. Fig. 58. Pendolo piano, pendolo 
sferico e pendolo doppio piano. 


posto, per esempio, da due carte (U;, g;, i = 1, 2) ottenute per 
proiezione stereografica (fig. 57). Un'analoga costruzione è pos- 
sibile per la sfera n-dimensionale 


S"={(z,, veg Inti): DI z3=4i} 


Esempio 3. Consideriamo il pendolo piano. Il suo spazio 
delle configurazioni, il cerchio S!, è una varietà. Comunemente si 
usa l’atlante formato con la coordinata angolare gp: R' + S!, 
U,=(—x, n), U,= (0, 2a) (fig. 98). 


1 Per differenziabilità intendiamo qui l'essere differenziabile con con- 
tinuità r volte; il valore preciso di r (1 < r < co) non è essenziale (per esem- 
pio si può supporre r = 00). 

2 Una varietà è connessa se non è possibile suddividerla in due parti 
disgiunte che risultino a loro volta delle varietà. 


80 


Esempio 4. Lo spazio delle configurazioni del pendolo 
matematico « sferico » è la sfera bidimensionale S? (fig. 58). 

Esempio ». Lo spazio delle configurazioni del « pendolo 
doppio piano » è il prodotto diretto di due cerchi, cioè il toro 
bidimensionale 7? = S1 x S! (fig. 58). 

Esempio 6. Lo spazio delle configurazioni di un pendolo 
sferico doppio è il prodotto diretto di due sfere, S? x S?. 

Esempio 7. Un segmento rigido sul piano gi, 9, ha come 
spazio delle configurazioni, la varietà R? x S! con coordinate 
Qu I Is (fig. 09). 

Questa varietà è ricopribile con due carte. 

Esempio 8. Un triangolo rettangolo rigido V0AB che 
ruota attorno al vertice O. La posizione del triangolo è individuata 


97 , A 
Li; 
Ù 0 
Fig. 59. Lo spazio delle configura- Fig. 60. Lo spazio delle configu- 
zioni di un segmento rigido nel razioni di un triangolo. 
piano. 


° 


da tre numeri. Infatti la direzione VA € S? è individuata da due 
numeri e, fissato OA, si può ancora ruotare OB € S! attorno 
all’asse OA (fig. 60). 

Alla posizione del triangolo VA B si può associare un sistema 
di riferimento ortonormale, orientato positivamente e,= 


= e _ _0B_ es = [e,, es}. Questa corrispondenza è 
|OA| 2 |OB|" 3 1» 2 


biunivoca e pertanto la posizione del triangolo è individuata da 
una matrice ortogonale del terzo ordine, con determinante 1. 

L’insieme di tutte le matrici del terzo ordine è lo spazio a 
nove dimensioni R°. Le sei condizioni di ortogonalità seleziona- 
no due varietà connesse tridimensionali, di matrici con determi- 
nante +4 o —1. Le rotazioni dello spazio a tre dimensioni (deter- 
minante pari a +1), formano un gruppo, che si indica con SO (3). 

Pertanto lo spazio delle configurazioni del triangolo VAR è il 
gruppo SO (3). 

Problema. Dimostrare che la varietà SO (3) è omeomorfa 
allo spazio proiettivo reale tridimensionale. 

Definizione. La dimensione dello spazio delle confi- 
gurazioni si chiama numero di gradi di libertà. 

Esempio 9. Consideriamo un sistema di X barre incer- 
nierate a- formare una catena chiusa. 

Problema. Quanti gradi di libertà ha questo sistema? 
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Esempio 10. Varietà immersa. Si dice che MM è una sotto- 
varietà di dimensione % immersa nello spazio euclideo E" 
(fig. 61), se in un intorno U di ogni punto x € M sono definite 
n_—k funzioni f: U+-R, ..., fnh-1x: U+R, tali che l’in- 
tersezione di U con .M è individuata dalle equazioni fj = 0, . . 

, Ina = 6 e i vettori grad f,, ..., grad f,_x in x sono line- 
armente indipendenti. 

È facile introdurre una struttura di varietà su M, cioè intro- 
durre delle coordinate nell’intorno di e (come?). 

Si può dimostrare che è possibile immergere ogni varietà in 
uno spazio euclideo. 

Nell'esempio 8, SO (3) è un sottoinsieme di R°. 


TMs 
M 
E” 
Fig. 61. Sottovarietà immersa. Fig. 62. Spazio tangente. 


Problema. Dimostrare che SO (3) è immerso in R° e 
nello stesso tempo verificare che SO (3) è una varietà. 

C. Spazio tangente. Se M è una varietà %-dimensionale,. 
immersa in £", in ogni suo punto x possiede uno spazio k-dimen- 
sionale tangente, 7.1/,. In effetti TM, è il complemento ortogo- 
nale allo spazio generato da {grad f,, ..., grad f,.x} (fig. 62). 
I vettori dello spazio tangente 7 M. con origine in x si chiamano 
vettori tangenti ad 1/ in x. Questi vettori possono anche essere 
definiti direttamente come i vettori velocità delle curve su 4/7: 


elim FUCLO, dove p(0)= x, g(0)€M. 


t-1() 


La definizione di vettore tangente può anche essere data in- 
trinsecamente, senza ricorrere all’immersione di M in E". 
Diciamo che due curve x = @(t), € = p (t) sulla varietà 


sono equivalenti se @(0) = (0) =x e lim COETOO = 0 


in una qualunque carta. In questo caso questa relazione di tan- 
genza è vera in qualunque altra carta (dimostrarlo!). 

Definizione. La classe di equivalenza delle curve 
@ (t), @ (0) = a si dice vettore tangente alla varietà M nel punto x. 

E facile definire le operazioni di moltiplicazione di un vettore 
tangente per un numero e di somma di due vettori tangenti. L’in- 
sieme dei vettori tangenti ad M in x forma lo spazio lineare TM,. 
Questo spazio si chiama anche spazio tangente ad M in x. 
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Per varietà immerse questa definizione coincide con la pre- 
cedente. Il suo vantaggio sta però nel fatto che essa è utilizzabile 
anche per varietà astratte M non immerse. 

Definizione. Sia U una carta di un atlante di M con 
coordinate gq1, . . ., Qn. Le componenti del vettore tangente alla 
curva q = @ (t) sono i numeri È,, ..., Èn, dove È = Dil 0° 

D. Fibrato tangente. L'unione degli spazi tangenti alla 


varietà M nei suoi punti U TM» possiede una struttura natu- 


xr€M 
rale di varietà differenziabile, la cui dimensione è doppia della 
dimensione di M. 

Questa varietà si chiama fibrato tangente della varietà M e si 
indica con 7.M. Un punto di 7.M è un vettore È tangente ad M in 
un qualche punto x. Delle coordinate locali per 7M si costruiscono 
nel seguente modo. Siano gi, - . ., gn delle coordinate locali sulla 
varietà M e È,, ..., Èn, le componenti del vettore tangente in 
questo sistema di coordinate. Allora i 2n numeri (91, - - .} Im» 
È, - - «+ Èn) danno un sistema di coordinate locali su TM. 

L'applicazione p: TM + M che ad ogni vettore tangente $ 
associa il punto x € U nel quale il vettore è tangente ad M (È € 
E TM), si chiama proiezione naturale. 
La controimmagine del punto xa EM 
secondo la proiezione naturale p-! (x) è 
lo spazio tangente 7M,. Questo spazio 
si chiama fibra corrispondente al punto x 
nel fibrato. 

E. Varietà riemanniana. Se M è im- 
mersa in uno spazio euclideo, la metrica 
euclidea permette di misurare su M la 
lunghezza delle curve, gli angoli tra 
vettori, i volumi, ecc. 

Tutte queste grandezze possono essere espresse per mezzo della 
funghezza dei vettori tangenti, cioè attraverso una forma quadra- 


tica definita positiva, assegnata in ogni spazio tangente TM. 
(fig, 63): 


Fig. 63. Metrica rieman- 
niana. 


TMa>R; 5-(5, 5). 
Per esempio, la lunghezza di una curva ’ su una varietà si 
esprime in questo modo come ! (y) = { V (dx, dx) ovvero, se la 
curva è espressa con equazioni parametriche, 


y: [lo, ti) +-M, t+-x(1)€M, 


ti 
allora 2(y)= ( Va, sat. 
to 


Definizione. Una varietà differenziabile M con una for- 
ma-quadratica definita positiva fissata (È, È) in ogni spazio tangente 
TM, si chiama varietà riemanniana. Questa forma quadratica si 
chiama metrica riemanniana. 

Osservazione. Sia UV una carta dell’atlante di M con 
coordinate gq,, . - -, Qn- Allora una metrica riemanniana è data 


dalla formula 


dst=. di ai; (9) dqdqa;, di;= ji, 


dove le dg; sono le coordinate di un vettore tangente. 

Si intende che le funzioni a;; (9) sono supposte differenzia- 
bili fino all'ordine necessario. 

F. Derivata di un'applicazione. Sia f: M -+N un’applica- 
zione della varietà nella varietà N. L'applicazione f si dice 
differenziabile, se espressa in co- 
M N ordinate locali di M e di N dà 
luogo a funzioni differenziabili. 


Definizione. La de- 
ura8 rivata di un’applicazione diffe- 


TE renziabile f: M + N nel punto 
x E M è l’applicazione lineare 
tra spazi tangenti 
Fig. 64. Derivata di un'applica- 
i zione. PP fra: TMx > TNta, 


definita come segue (fig. 64). 
Sia v E TM,. Consideriamo la curva gp: R+- M, p(0)=x 


con vettore velocità Lie io = ® Allora fs,v è il vettore velocità 


della curva fog:R->N, 
feso= i |_ 1 (900). 


Problema. Dimostrare che il vettore fa,v non dipende 
dalla curva @, ma solo dal vettore v. 

Problema. Dimostrare che l'applicazione fa.: TM, + 
-» TN;.») è lineare. 

Problema. Siano x = (z,, .. ., Tm) Coordinate in un 
intorno del punto r EM e y = (Y1, - - -: Yn) coordinate in un 
intorno del punto y € N. Sia È l'insieme delle coordinate del 
vettore v e n l’insieme delle coordinate del vettore fazv. Dimo- 


strare che 


dY cs dYt 
n= 5 ciò n=} dr] di 
j 
Riunendo le applicazioni fs, corrispondenti a tutti gli x 
otteniamo un'unica applicazione di tutto il fibrato tangente 


f.: TM > TN, f,v=fssv per veTM.. 
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Problema. Dimostrare che f, è un'applicazione diffe- 
renziabile. 

Problema. Sia ff; M->-N,gseN->-K,h=gof:M-+ 
-» K. Dimostrare che h, = 2, ° fx 


$ 19. Sistemi dinamici lagrangiani 


In questo paragrafo viene definito un sistema dinamico la- 
grangiano su una varietà. Come caso particolare si avranno i siste- 
mi con vincoli olonomi. 

A. Definizione di sistema lagrangiano. Sia M una varietà 
differenziabile e 7M il suo fibrato tangente. Sia L: TM+-R 
una funzione differenziabile. L'applicazione yi: R+ M si dice 
essere il moto in un sistema lagrangiano con varietà delle configura- 
zioni M e funzione di Lagrange L, se y è unestremale del funzio- 
nale 


ti 
O(M=|LMd, 
to 


dove y è il vettore velocità, y (t) E TM, 6 

E se mpio. Sia M una regione dello spazio delle coordi- 
nate, con coordinate q = (91, . - ., Qn). La funzione di Lagrange 
L: TM -»R assume l'aspetto di una funzione di 2n coordinate 


L (q, q). Come è stato dimostrato nel $ 12, l'evoluzione nel tempo 
delle coordinate di un punto mobile soddisfa le equazione di 
Lagrange. 
Corollario. L'evoluzione delle coordinate locali q = (qQ,, . . - 
- «1 In) del punto y (t) per il moto in un sistema lagrangiano su 
una varietà M soddisfa le equazioni di Lagrange 


_d BL __ dL 
dt da dq * 


dove L (q, q) è l’espressione della funzione L: TM + Rin coordi- 


nateqeqsu TM. 

Molto spesso si incontra il seguente caso particolare. 

B. Sistemi naturali. Sia M una varietà riemanniana. Si 
chiama energia cinetica una forma quadratica definita su tutti 
gli spazi tangenti 


T=3, v), veTM.. 
Si chiama energia potenziale una funzione differenziabile U? 
Mia R. 


Definizione. Un sistema lagrangiano su una varietà 
riemanniana si dice naturale se la funzione di Lagrange è uguale 
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alla differenza tra un'energia cinetica e un’energia potenziale, 
L=T-U. 

Esempio: Consideriamo due punti di massa m, e ma, 
uniti da un segmento di lunghezza l nel piano x, y. Allora lo spa- 
zio delle configurazioni è una varietà tridimensionale 


M= R3 x S!tCR? x R3 


e si ottiene dallo spazio delle configurazioni quadridimensionale 
R? x R? di due punti liberi (x,, Y1), (x., Y2) con la condizione 


V (x. — Za)? + (Yi — Y2)° = L (fig. 65). 


Y Nello spazio tangente allo spazio quadri- 
dimensionale (z,, Ts: Y1, Ys) è definita una 
me SL forma quadratica 


2 o o o A 
my(z21+y) +ma(z3+71)). 


Fig. 65. Il segmen- La nostra varietà tridimensionale, essendo 

to nel piano. immersa nello spazio a quattro dimensioni, è 

fornita di una metrica riemanniana. Il sistema 

olonomo ottenuto si chiama, in meccanica, segmento di lunghezza 
costante sul piano x, y. L’energia cinetica è data dalla formula 


‘2 °° “a (_] 
T=m, SUL +m, Ara i 


C. Sistemi con vincoli olonomi. Nel $ 17 abbiamo definito 
un sistema di punti materiali soggetti a vincoli olonomi. Dimo- 
striamo che questo è un sistema naturale. 

Consideriamo infatti la varietà delle configurazioni M del 
sistema vincolato immersa nello spazio 3n-dimensionale delle con- 
figurazioni di un sistema di punti liberi. La metrica nello spa- 


n 
zio 3n-dimensionale è assegnata dalla forma quadratica >} m,rî. 
ii 


Allora il sistema naturale corrispondente alla varietà rieman- 
niana immersa /M e all’energia potenziale U coincide con il 
sistema definito nel $ 17 o col caso limite del sistema con poten- 
ziale U + Nqì, N + co, rapidamente crescente fuori M. 

D. Metodo per risolvere problemi con vincoli. 1. Trovare 
la varietà delle configurazioni e scegliere su di essa delle coordi- 
nate gi, - - -, gr (l’intorno di ciascun punto avrà, in generale, 
le proprie coordinate). 


2. Esprimere l’energia cinetica 7 = DI mr come forma 
quadratica rispetto alle velocità generalizzate 


= X 4j(9 119; 
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3. Costruire la lagrangiana L= T — U(q) e risolvere le 
equazioni di Lagrange. 

Esempio. Consideriamo il moto di un punto di massa 
‘unitaria su una superficie di rotazione nello spazio tridimensio- 
nale. Si può dimostrare che le orbite saranno le geodetiche della 
superficie. In coordinate cilindriche r, ©, z la superficie è de- 
‘scritta (localmente) con le equazioni r = r (2) 0z= 2 (r). L’ener- 
gia cinetica avrà rispettivamente la forma (fig. 66) 


T=3(2+9+2)=[(1+r)2+r2(2) 98) 
nelle coordinate @, 2; 
= I(1+27)r2-+r292] 


nelle coordinate r, Q. 


(E stata utilizzata l’identità 22 + y = r? + rîq?.) 
La funzione di Lagrange è L = 7. In entrambi i sistemi 
di coordinate @ è una coordinata ciclica. L'’impulso corrispondente 


si conserva; py = re non è altro che la componente lungo l’asse 
z del momento della quantità di moto. Poiché il sistema ha due 
gradi di libertà, la conoscenza della coordinata ciclica © è suffi- 
cinto per integrare completamente il problema (cfr. corollario 3, 
$ 15, p. 71). 

E più facile ottenere un'espressione esplicita per le orbite, 
ragionando in maniera leggermente differente. Indichiamo con a 


l'angolo tra l’orbita e il meridiano. Abbiamo rp = | v | sen a, 
dove | v | è il modulo del vettore velocità (fig. 66). 

Ma per la legge di conservazione dell’energia HA = L= Tsi 
conserva. Pertanto | v | = cost. Quindi la legge di conservazione 
di py assume la forma 


rsena = cost 


(« teorema di Clairaut »). 

Questa relazione mostra che il moto si svolge nella regione 
| sen a |< 1, cioè r=r, sen av. Inoltre l’angolo tra l’orbita e il 
meridiano cresce al diminuire del raggio r. Raggiunto il minimo 
valore possibile r = r, sen ay, l'orbita si inverte e torna nella 
regione con r grande (fig. 67). 

Problema. Dimostrare che tutte le geodetiche della 
superficie di rotazione nel disegno si dividono in tre classi: meri- 
diani, curve chiuse e geodetiche ovunque dense nell’anello r=c. 

Problema. Studiare le proprietà delle geodetiche sulla 
superficie del toro ((r — RR)? + 2° = p’). 
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E. Sistemi non autonomi. Un sistema lagrangiano non auto- 
nomo differisce da un sistema autonomo, quali quelli studiati 


Fig. 66. Una superficie di rota- Fig. 67. Geodetiche su una super- 
zione. ficie di rotazione. 


fin qui, per la dipendenza esplicita dal tempo della funzione dì 
Lagrange: 


L:TMxR+R, L=L(g, 9, t). 


In particolare in un sistema naturale non autonomo sia l’energia 
cinetica che l'energia potenziale possono dipendere dal tempo: 


T:TMxR+R, U: MxR+R, T=T(g,9,t), U=U(q,1t). 


Un sistema di n punti materiali, sottoposti a vincoli olonomi, 
dipendenti dal tempo si definisce con l’aiuto di una sottovarietà, 
variabile nel tempo, dello spazio delle confi- 
gurazioni di un sistema libero. Una tale varie- 
tà è assegnata con un'applicazione 


ii MxR+- E”, i(q,t)=x, 


che ad ogni t€R fissato definisce un’immer- 
sione .M + E?". Il metodo indicato al punto D 
rimane valido per sistemi non autonomi. 
Esempio. Il moto di una pallina su 
una circonferenza verticale di raggio r (fig. 68), 
Fig. 68. Una palli- Che ruota con velocità angolare w intorno ad 
na su una circonfe- un asse verticale passante per il centro O della 
renza ruotante. circonferenza. La varietà M è data dalla cir- 
conferenza. Indichiamo con q la coordinata 
angolare sulla circonferenza, misurata a partire dal punto più alto. 
Siano , y, 2 coordinate cartesiane in E? con origine O e 
asse verticale z. Sia @ l'angolo formato dal piano della circonfe- 
renza e il piano x0z. Per ipotesi p = ot. L'applicazione i: 
M x R+ E? è data dalla formula 


i (g, t) = (rsenqgcos ot, rsengsen ot, r cos gq). 
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Da questa formula (o più semplicemente analizzando un 
« triangolo rettangolo infinitamente piccolo +) ricaviamo 


T= 3 (0272 sen? q + r29?) , U=mgrcosq. 


Per nostra fortuna la lagrangiana L= 7T — U è risultata indi- 
pendente dal tempo, benché il vincolo dipenda dal tempo. Inoltre 


Fig. 69. Energia potenziale effettiva e piano delle fasi della pallina. 


la lagrangiana si è rivelata identica a quella di un sistema unidi- 
mensionale con energia cinetica 


To = = ge, M = mr? 
e con energia potenziale 
V= Acosgq— Bsen?q, A=mgr, B=- 0. 


La forma delle traiettorie nello spazio delle fasi dipende dalla 
relazione tra A e B. Per 2B< A (cioè per una rotazione della 
circonferenza così lenta da aversi 0°r < g) la posizione più bassa 
della pallina (q == x) è stabile e il carattere del moto è complessi- 
vamente analogo a quello del pendolo matematico (@ = 0). 

Per 2B > A, cioè per una velocità di rotazione della circon- 
ferenza sufficientemente alta, la posizione più bassa della pallina 
diventa instabile, mentre compaiono due posizioni di equilibrio 
stabili per la pallina sulla circonferenza, per cos q = — 1= 
= -i. Le proprietà del moto della pallina per tutte le possi- 
bili condizioni iniziali risultano chiare dalla forma delle curve: 


di fase nel piano g, q (fig. 69). 
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$ 20, Il teorema di E. Noether 


Le diverse leggi di conservazione (della quantità di moto, del 
momento della quantità di moto, ecc.) sono casì particolari di un 
teorema generale: ad ogni gruppo ad un parametro di diffeomor- 
fismi della varietà delle configurazioni di un sistema lagrangiano 
che conservino la funzione di Lagrange, corrisponde un integrale 
primo delle equazioni del moto. 

A. Formulazione del teorema. Sia M una varietà regolare, 
L: TM+R una funzione regolare a valori reali sul suo fibrato 
tangente TM. Sia h: M +- M un'applicazione regolare. 

Definizione. L'applicazione h è ammissibile per il 
sistema lagrangiano (M, L) se per ogni vettore tangente vw € TM 

L(h,v) = L(v). 


Esempio. Sia M = {(z,, zx, 23)}, L=5 (+2 + 23)— 


— U (x, xs). Le traslazioni lungo l’asse 2,, h: (z1) Za, Ta) + 
— (x, + s, xx, T3) sono ammissibili per il sistema mentre, in gene- 
rale, non lo sono quelle lungo l’asse z,. 

Teorema di Noether. Se il sistema "M, L) ammette il _ gruppo 


di diffeomorfismi ad un parametro ht: M+-M, s€R = E, 
le equazioni di Lagrange corrispondenti 
git) ad L hanno un integrale primo I: 
TM + R. 
j g(5,t)= In coordinate locali qsu M l'inte- 
<h5/gtt) grale I assume la forma 
9 Fd) L(a, = SL d'a) 
9) (a, 2) dd lo 

Fig. 70. Per il teorema di B. Dimostrazione. Supponiamo 
Noether. per cominciare che M = R”, sia lo 


spazio delle coordinate. Sia p: R-M, 
q= @ (t)una soluzione delle equazioni di Lagrange. Poiché kh, 
conserva L, la traslata h® o g: R-+- M, per s arbitrario, soddisfa 
ancora le equazioni di Lagrange *. Consideriamo l'applicazione 
d: RxR+R",q= d (s, 1) = h' (9 (1) (fig. 70). 

Indicheremo la derivazione rispetto a # con un punto e la 
derivazione rispetto ad s con un apice. Per ipotesi 


dL (®, ®) 


va ds 


=-10+T09, (4) 
dq dq 

dove le derivate parziali di L sono calcolate nel punto q = © (s, #) 

q= D (s, 1). 


1 Gli autori di alcuni testi affermano erroneamente che vale anche l’inver- 
so, cioè che se h* applica soluzioni in soluzioni, allora 48 conserva L 
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Come abbiamo osservato sopra, per ogni valore fissato di s 
l'applicazione ® |,--cost: R + R” soddisfa le equazioni di La- 
grange 


al (06 t), D(s, n= 06 i), D(s, 1). 


Introduciamo la notazione F' (s, :)=-<L (0 (s, t), O (s, t)) e 
dq 


1° 0F . OL 
sostituiamo —— al posto di da nella (1). 


Scrivendo q' nella forma di Lg’, troviamo 


0=(#-47) +5 (ara) c.v.d. 


Osservazione. L'integrale primo / = dL q' è stato 
dq 
definito sopra a mezzo di coordinate locali q. Si può dimostrare 
che la grandezza I (v) non dipende dalla scelta del sistema di coor- 
dinate q. 
In effetti, / è la velocità con cui L (v) varia, quando il vet- 


tore v € TM. varia in 7M, con velocità Ft Pertanto 


. s= 
I (v) è una funzione ben definita del vettore tangente vw € TM,. 
Il teorema di Noether, con questo ragionamento, è dimostrato 
anche nel caso in cui M sia una varietà. 
C. Esempi. 
Esempio 1. Consideriamo un sistema di punti materiali 
di masse m;: 


x3 
L= di m; =--U (x), Xi= Lia €1 + Tig€24 Zis@3, 


sottoposto ai vincoli f; (rx) = 0. Supponiamo che le traslazioni 
lungo l’asse e,, 


h*': x: +x,+ se, per ogni i, 


siano ammissibili per il sistema. 

In altre parole i vincoli permettono lo spostamento del siste- 
ma tutto intero lungo l’asse e, e, così facendo, non cambia l’ener- 
gia potenziale. 

Dal teorema di Noether possiamo concludere: 

Se il sistema ammette le traslazioni lungo l’asse ey allora la 
proiezione del suo baricentro sull'asse ey si muove di moto rettilineo 
e uniforme. 
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In effetti, L | o h'x = e;. Per l'osservazione fatta alla fine 
del punto B, si conserva la grandezza 


OL 
I=YS = = MyZ41, 
dx 


cioè la prima componente P, del vettore quantità di moto. Questo 
fatto era già stato dimostrato in precedenza, per un sistema non 
vincolato. 

Esempio 2. Se il sistema ammette le rotazioni attorno 
all’asse e,, allora si conserva il momento della quantità di moto 
rispetto a quell’asse 


Mi= D ([2%x:,, maxi], €1). 


In effetti è facile verificare che se 4’ rappresenta una rota- 


zione di angolo s attorno all’asse e;, allora S| ph = 
a 


=[e,, x;] da cui I=) 22 le, x;]= di (mis: (ei, x;})= 
i dci 4 


= di ([ac:, midi], €1). 

i 

Problema 41. Supponiamo che una particella si muova 
sulla elica omogenea x = cos gp, y = sen p, z = cg. Trovare la 
legge di conservazione che corrisponde a questa simmetria elicoi- 
dale. 

Risposta. In ogni sistema che ammette moti elicoidali che si 
svolgano sulla nostra linea elicoidale, si conserva la grandezza 
I=cPys+ My. 

Problema 2. Supponiamo che un corpo rigido si muova 
per inerzia. Dimostrare che il suo centro d'inerzia si muove di 
moto rettilineo uniforme. Se il centro d'inerzia è in quiete, allora 
si conserva il momento della quantità di moto rispetto ad esso. 

Problema 3. Quali grandezze si conservano nel moto di 
un corpo rigido pesante, fissato in un punto O? E, in particolare, 
se il corpo è simmetrico rispetto ad un asse passante per O? 

Problema 4. Generalizzare il teorema di Noether ai 
sistemi lagrangiani non autonomi. 

Suggerimento. Sia M=MXR la varietà delle 
configurazioni generalizzata (prodotto diretto della varietà delle 
configurazioni M con l’asse dei tempi R). 

Definiamo la funzione Lj: TM; + R come L dt/dr, cioè in 
coordinate locali g, t su M, 


Li(9,t dq 2-)=L(9, dq | dt t) dt 


* di * di di | dv’ |] dv ° 
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Applichiamo il teorema di Noether al sistema lagrangiano 
(My, Li). 

‘Se L, ammette la trasformazione h': M, + M,, troviamo 
l'integrale primo /x: TM,+ R. Poiché | Ldt = | Li dt, que- 


sto ci porta ad un integrale primo Z: TM x R-+ R del sistema 
di partenza. Se, in coordinate locali (g, #) su M,, abbiamo /, = 
= I (q. 0, F) allora / (9, g, t)= I1(g, t, q, 1). 

In particolare se L non dipende esplicitamente dal tempo, 
allora L, ammette le traslazioni lungo il tempo %' (g, t) = (4, 
% + s). Il corrispondente integrale primo è l'integrale dell'energia. 


$ 241. Il principio di D'Alembert 


Viene data una nuova definizione di sistema di punti mate- 
riali soggetto a vincoli olonomi e se ne mostra l'equivalenza alla 
definizione data al $ 17. 

A. Esempio. Consideriamo un siste- R 
ma olonomo (M, L), dove M è una su- 2(8) 
perficie nello spazio tridimensionale {x}: 


L= ma?—U (x). M 


In termini meccanici, « il punto materia- Fig. 71. Reazione vin- 
lex di massa m è vincolato a restare colare. 
sulla superficie regolare M ». 

Consideriamo il moto del punto x« (t). Se fosse soddisfatta 


l'equazione di Newton mx + 2 = 0, in assenza di forze esterne 


(U = 0) la traiettoria sarebbe una retta e non potrebbe restare 
sulla superficie M. | 

Dal punto di vista newtoniano questa è un’indicazione della 
presenza di una nuova forza che « costringe il punto a rimanere 
sulla superficie ». 

Definizione. La grandezza 


R=mx +4 


si chiama reazione vincolare (fig. 71). 
Tenendo conto della reazione vincolare R (t), le equazioni di 
Newton sono evidentemente soddisfatte: 


CI) oU 
mIo = —Go TL. 


Il significato fisico della reazione vincolare È diventa chiaro 
se consideriamo il nostro sistema vincolato come il limite di un 
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sistema con energia potenziale U 4 NU,, N-+ co, U;(x)= 


= p° (e, M). Per grandi N l'energia potenziale del vincolo NU, 
dà luogo ad una forza F = —N 201 che varia molto rapidamente; 
passando al limite (N + co) resta il valor medio R della forza F 
sulle oscillazioni di x attorno ad M. La forza F è perpendicolare 
alla superficie M. Pertanto la reazione vincolare R è perpendico- 
lare ad M: (R, è) = O per ogni vettore tangente È. 

B. Formulazione del principio di D’Alembert — Lagrange. 
In meccanica i vettori tangenti alla varietà delle configurazioni 
sono chiamati spostamenti virtuali. Il principio di D'Alembert — 
Lagrange afferma: 


per ogni spostamento virtuale È, o in altre parole, il lavoro delle 
reazioni vincolari pet ogni spostamento virtuale è nullo. 


Per sistemi di punti materiali x, di masse m; le reazioni 
. . . e vi OU . ‘e 
vincolari /R, si definiscono come Ri= mita; , eil princi 


pio di D'Alembert assume la forma È (R,, &)=0 ovvero 
> ((mx +) v t, ) =0, cioè 


Xi 

la somma dei lavori compiuti dalle reazioni vincolari per un 
qualunque spostamento virtuale {&:}} € TM, è zero. 

I vincoli che hanno questa proprietà si dicono ideali. 

Se si definisce un sistema con vincoli olonomi come limite 
per N + co, il principio di D’Alembert — Lagrange diventa un 
teorema; la dimostrazione è stata accennata sopra per il caso più 
semplice. 

Tuttavia si può definire un vincolo olonomo ideale per mezzo. 
del principio di D'Alembert — Lagrange. 

Abbiamo così tre definizioni di sistema olonomo vincolato: 

1) Limite di un sistema con energia potenziale U + NUÙU,, 
N + co. 

2) Sistema olonomo (M, L), dove M è una sottovarietà rego- 
lare dello spazio delle configurazioni di un sistema senza vincoli 
e L è una lagrangiana. 

3) Sistema che soddisfa al principio di D'Alembert — La- 
grange. 

Tutte queste tre definizioni sono matematicamente equiva- 
lenti. 

Le dimostrazioni delle implicazioni 1) = 2) e 1) + 3) sono 
state accennate in precedenza e non ci soffermeremo ulteriormente 
su di esse. Dimostriamo che 2) <> 3). 
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C. Equivalenza tra il principio di D’Alembert — Lagrange 
e il principio variazionale. Sia M una sottovarietà dello spazio 
euclideo M — RN e x: R+ M una curva; x (to) = Lo, £ (t1) = 
= Li... 

D efinizione. La curvaa si chiama estremale condizio- 
nato del funzionale d’azione 


ti A 

® 22 

0 
se il differenziale èb = 0 alla condizione che per il confronto ci si 
limiti a curve vicine! tra x, 0 x, su M. 


Scriveremo 
6, = 0. (1) 


Evidentemente l'equazione (1) è equivalente alle equazioni di 
Lagrange 


d @L AL x? 
dg dI L= _U(x), x=x(9), 


in ogni sistema di coordinate locali q su MV. 

Teorema. Perché la curva x: R+- MC RNsia un estremale 
condizionato per l’azione (cioè perché soddisfi l'equazione (1)), è 
necessario e sufficiente che soddisfi l'equazione di D° Alembert 


(+ 8)=0, VEerTu.. (2) 


Lemma. Sia f: {t: tti<t<t}} > RN un campo vettoriale 
continuo. Se per ogni campo vettoriale continuo è tangente ad M 
lungo x (& (1) ETM x, È (0) si annul- 
la per t = to, t1), vale 

ti 


\f(18(t)de=0, 


to 


allora il campo f (t) è perpendicolare 
alla superficie M in ogni punto x(t) cv. | 
(cioè (f(t), h) = 0 per ogni vettore Fig. 72. Lemma del CAMPO 
hETM.») (fig. 72). 

La dimostrazione del lemma ripete i ragionamenti, con i 
quali sono state introdotte le equazioni di Eulero — Lagrange 
nel $ 12. 

Dimostrazione del teorema. Confrontiamo il 
valore di © su due curve x (t) ex (t) + È (6), E (6) = E(4)=0. 


® A rigore, per definire la variazione di $@, occorre definire una strut- 
tura di spazio lineare sull'insieme delle curve su M vicine ad a. Questo si 
può fare a mezzo di coordinate su M; la proprietà di essere un estremale 
condizionato non dipende dalla scelta del sistema di coordinate. 
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Abbiamo, integrando per parti, 
50 = ((si22. )di= -| (+ Fd 
to 


Da questa formula è evidente *che l'equazione (1) 6yP=0 è 
equivalente all’insieme delle equazioni 


ta 
| (#4+22)ra 0 0 
to 
per tutti i campi vettoriali tangenti 5 (0) € TM, È (to) = 
= È (t)=0. Per il lemma ( ponendo f=x +9) l'insieme 


delle equazioni (3) è equivalente all'equazione di D’Alembert — 
Lagrange (2), c.v.d. 

D. Osservazioni. 

Osservazione 1. Possiamo dedurre dal teorema ora 
dimostrato il principio di D’'Alembert — Lagrange per sistemi di n 
punti x, € R°,i=1,..., ncon masse m,, con vincoli olonomi. 


In coordinate xc= {x = Vmi xi} l'energia cinetica assume 
la forma T=-> > D mae=La2. 

Per il eorema dimostrato gli estremali del principio di minima 
azione soddisfano la condizione 


{principio di D'Alembert — Lagrange per i punti di R?": la rea- 
zione vincolare 3n-dimensionale è ortogonale alla varietà M nella 
metrica 7). Tornando alle coordinate x; abbiamo 


0=(Vmx+ rom -, Vm&)= D, (mint B). 


cioè il principio di D'Alembert — Lagrange nella forma indicata 
prima: la somma dei lavori delle reazioni vincolari per sposta- 
menti virtuali è nulla. 

Osservazione 2. Il principio di D'Alembert — La- 
grange può esser messo in una forma un po' diversa, rifacendosi 
alla statica. Si chiama posizione di equilibrio un punto x, tale che 
coincida con un'orbita del moto: « (t) = xv. 

Supponiamo che un punto materiale si muova su una super- 
ficie regolare M sotto l’azione di una forza f = —0U/0x. 


1 La distanza del punto x(t) + È (t) da M è uninfinitesimo del secondo 
ordine rispetto a È (t). 
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Teorema. Perché il punto x, della superficie M sia una posi- 
zione di equilibrio è necessario e sufficiente che la forza sia perpen- 
dicolare alla superficie: (f (xo), &) = 0 per ogni È € TMa 

Si tratta di una conseguenza delle equazioni di D' Alémbert — 
Lagrange, se si pone x = 0. 


Definizione. — mxsichiama forza di inerzia. Adesso il 
principio di D'’Alembert — Lagrange assume la forma seguente: 

Teorema. Se alla forza effettiva aggiungiamo la forza di iner- 
zia, x diventa una posizione di equilibrio. 

Infatti l'equazione di D’Alembert 


(-—mx+f,&)=0 


esprime, in base al teorema precedente, il fatto che x è una posi- 


zione di equilibrio del sistema con le forze —mx +- f. 
Affermazioni del tutto analoghe valgono anche per un sistema 
di punti: 
Sex = {x:} è una posizione di equilibrio, la somma dei lavori 
delle forze effettive per spostamenti virtuali è 


nulla 

Se aggiungiamo alle forze effettive le forze Z 
di inerzia —m;x: (t), x (t) diventa una posi- VA 
zione di equilibrio. 

Pertanto il problema del moto è ricon- 
dotto al problema di trovare il punto di 7 
equilibrio di un altro sistema di forze. 0 


Osservazione 3. Finora non ci 
siamo occupati del caso in cui i vincoli di- Fig. 73. Un anel- 
pendono dal tempo. Tutto quanto detto fin lino su una, sbarra 
qui si trasporta a questo caso senza cambia- 
menti. 

Esempio. Consideriamo un anellino che si muove lungo 
una sbarra, inclinata di un angolo a rispetto ad un asse verticale e 
in rotazione uniforme, con velocità angolare ©, attorno a questo 
asse (trascuriamo la forza peso). Prendiamo come coordinata gq la 
distanza dal punto O (fig. 73). L'energia cinetica e la lagrangiana 
sono date da 


r=gqsena. 


L’equazione di Lagrange è mq = mq sen? a. 

La reazione vincolare è perpendicolare agli spostamenti vir- 
tuali (cioè alla direzione della sbarra) ad ogni istante, ma non è 
affatto ortogonale alla traiettoria effettiva. 

Osservazione 4. È facile ricavare le leggi di conser- 
vazione dalle equazioni di D'Alembert — Lagrange. Per esempio, 
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se tra gli spostamenti virtuali vi è la traslazione lungo l'asse x, 
Bi = €1 


la somma dei lavori compiuti dalle reazioni vincolari per questo 
spostamento è nulla: 


di (R,, e)= (> Ri, €1) =0. 
Consideriamo ora le reazioni vincolari come forze esterne. Osser- 
viamo allora che la somma delle prime componenti delle forze 
esterne è nulla. Ciò significa che si conserva la 
prima componente P, del vettore della quantità 
di moto. 

Lo stesso risultato era stato ricavato in 
precedenza con il teorema di Noether. 

Osservazione 5. Sottolineiamo anco- 
ra una volta che l’olonomia di questo o quel 
Fig. 74. La rea- Vincolo fisico (con un maggiore o minore grado 
zione vincolare di precisione) è un problema sperimentale. Dal 

del tavolo. punto di vista matematico l’olonomia dei vin- 

coli è un postulato con motivazioni fisiche; è un 

postulato che può essere introdotto in diverse forme, per esempio 

come principio di minima azione (1) o come principio di D'Alem- 

bert — Lagrange (2), ma in ogni caso nell’introdurre i vincoli ci 

si riferisce sempre a fatti sperimentali nuovi rispetto al quadro 
delle equazioni di Newton. 

Osservazione 6. La nostra terminologia differisce 
alquanto da quella in uso nei trattati di meccanica, dove il prin- 
cipio di D'Alembert — Lagrange è esteso ad una classe di sistemi 
più vasta (« sistemi anolonomi con vincoli ideali »). In questo 
libro non considereremo sistemi anolonomi. Osserviamo solo che un 
esempio di sistema anolonomo è dato da una sfera che rotola su 
una superficie senza strisciare. Nello spazio tangente alla varietà 
delle configurazioni di un sistema anolonomo, in ogni punto è 
fissato un sottospazio al quale deve appartenere il vettore velo- 
cità. 

Osservazione 7. Se il sistema è composto di punti 
materiali, uniti da sbarre, cerniere, ecc. può sorgere la tentazione 
di parlare della reazione vincolare di un vincolo determinato, tra 
quelli introdotti. 

Noi abbiamo introdotto la «reazione vincolare totale di 
tutti i vincoli » RR, per ogni punto materiale m,. Non si può defi- 
nire il concetto di reazione vincolare di un singolo vincolo, come 
si può vedere già dal semplice esempio della trave con tre appoggi. 
Se cerchiamo di definire le reazioni vincolari di ciascun appoggio 
R,, R., Ri con un passaggio aljlimite (considerando ogni appoggio 
come dovuto ad una molla molto rigida) vediamo che il risultato 
dipende dalla distribuzione della rigidità. 
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I problemi dei manuali sono scelti in modo da non incontrare 
questa difficoltà. 

Problema. Una sbarra di peso P, inclinata sulla super- 
ficie di un tavolo con un angolo di 60°, comincia a cadere con 
velocità iniziale nulla (fig. 74). Trovare la reazione vincolare del 
tavolo all’istante iniziale, supponendo il tavolo: a) perfetta- 
mente liscio, b) perfettamente ruvido. (Nel primo caso il vincolo 
olonomo mantiene l'estremità della sbarra sulla superficie del 
tavolo, mentre nel secondo la mantiene nel punto dato.) 


V. Oscillazioni 


Poiché è facile studiare e risolvere le equazioni lineari, la 
teoria delle oscillazioni lineari è una delle parti della meccanica 
più sviluppata. In molti problemi non lineari la linearizzazione 
fornisce delle soluzioni approssimate soddisfacenti. Nei casi in 
cui ciò non è vero, lo studio del problema linearizzato è spesso un 
primo passo nello studio del moto del sistema non lineare. 


$ 22. Linearizzazione 


In questo paragrafo sono definite le piccole oscillazioni. 

A. Posizioni di equilibrio. 

Definizione. Il punto x, è chiamato posizione di equi- 
librio del sistema 


= f(x), xe ER" (1) 


se x (t) = x, è una soluzione di questo sistema. In altre parole si 
può dire che f (x) = 0, cioè che il campo vettoriale f (x) si annul- 
la nel punto xo. 

Esempio. Consideriamo il sistema dinamico elementare 


definito da una lagrangiana L (9, g)=T —U, T=4Y a;;(9) X 


x 9g;>0, U=U (q) 


d OL OL 


di dg dd q=(d1, --., In). 


Le equazioni di Lagrange possono essere scritte come un 
sistema di 2r equazioni del primo ordine dello stesso tipo di (1). 
Cerchiamo di trovare le posizioni di equilibrio. 


Teorema. Il punto q = do d = do è una posizione di equili- 
brio del sistema (2) se e solo se qg = 0, ed il punto q, è un punto 
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critico dell'energia potenziale, cioè 


OU 
09 cao 0. (9) 


Dimostrazione. Scriviamole equazioni di Lagrange 


di 99 0q dq 
Dalla (2) è evidente che se q=0 allora 20, dI = 0. 
dq 


Quindi g=%, è una soluzione se e solo se la (3) è verifi- 
cata, c.v.d. 

B. Stabilità delle posizioni di equilibrio. In questa sezione 
ci occupiamo di studiare il moto di un sistema quando le condi- 
zioni iniziali sono vicine alla posizio- 
ne di equilibrio. U 


Teorema. Se il punto q, è un 
punto di minimo assoluto locale dell’e- ,.5 \ TN 
nergia potenziale U, allora la posizione h 


di equilibrio q= %, è stabile nel senso ri 
di Ljapunov. 

‘Dimostrazione. Sia 7 LShee 
U (qo) = h. Sia dato e >Q0 abba- 7 
stanza piccolo. Allora la componente 
connessa dell’insieme {g: U (g)<h% + 
+ e} sarà un intorno piccolo a pia- Fig. 75. Posizione di equi- 
cere del punto gqy (fig. 75). La regione librio stabile. 
dello spazio delle fasi {p, g:£ (P, 9) < 


<h + e}(p = dI è l'impulso, E = T + U è l'energia totale ) 
dg 

che corrisponde a questa componente connessa sarà un intorno 

abbastanza piccolo del punto p= 0, gq = gQo- 

Ma la regione {p, qg: E<=h + e} è invariante rispetto al 
flusso di fase in virtù del principio di conservazione dell'energia. 
Questo implica che, se le condizioni iniziali (0), q (0) sono ab- 
bastanza vicine a (0, go), tutta la traiettoria di fase p (t), q (t) è 
vicina a (0, go), c.v.d. 

Problema. La posizione di equilibrio g = 90, p = 0 può 
essere asintoticamente stabile? 

Problema. Dimostrare che in un sistema analitico con un 
grado di libertà la posizione di equilibrio go, che non è un punto 
di minimo assoluto locale dell'energia potenziale, non è stabile 
nel senso di Ljapunov. Fare un esempio di sistema infinitamente 
differenziabile in cui ciò non è vero. 

Osservazione. Sembra verosimile che, in un sistema 
ad n gradi di libertà ed analitico, una posizione di equilibrio che 
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non è un punto di minimo non sia stabile, ma questa affermazione 
non è stata dimostrata. 

C. Linearizzazione di un’equazione differenziale. Riconside- 
riamo adesso il sistema generale (1). Per studiare le soluzioni del 
sistema (1), che sono vicine alla posizione di equilibrio x, spesso 
si introduce la linearizzazione. Supponiamo che x, = 0 (il caso 
senerale si può riportare a questo facendo una traslazione delle 
coordinate). Allora il primo termine dello sviluppo di Taylor di f 
è lineare: 

f (xr)= Ax + R.(x), A=I |, R,=0 (x), 
dove l'operatore lineare A è definito dalla matrice a;;, quando si 
usano le coordinate z,, . .., Zn: 


d 
(Ax);= si aijZji ay= 3 . 
; È 


Definizione. Il passaggio dal sistema (1) al sistema 
=Ay (ER, yETR6) (4) 


si chiama linearizzazione del sistema (41). 

Problema. Dimostrare che la linearizzazione è un'opera- 
zione correttamente definita, cioè che l'operatore A non dipende 
dal sistema di coordinate. 

Il vantaggio del sistema linearizzato consiste nel fatto che è 
lineare e quindi si risolve immediatamente: 


y (t)=-e4ty (0), dove e4!t=£E+ At 4 & 


La conoscenza delle soluzioni del sistema linearizzato (4) permette 
di dire qualcosa sulle soluzioni del sistema di partenza (1). Per x 
sufficientemente piccoli la differenza fra le soluzioni del sistema 
linearizzato e quello di partenza A, (x) è piccola rispetto a x. 
Perciò durante un intervallo di tempo lungo, le soluzioni y (t), 
x (t) di entrambi i sistemi con condizioni iniziali y (0) = x (0) = 
= Xo rimangono vicine. Più esattamente, è facile dimostrare il 
seguente 

Teorema. Per ogni T =>0 e per ogni e >O si può trovare un 
6 >Q0 tale che, se |x (0) | <è, allora | x (t) Pai (1) |<eò per 
ogni t che appartenga all'intervallo 0<t<T , 

D. Linearizzazione di un sistema lagrangiano. Ritorniamo di 
nuovo al sistema lagrangiano (2) e cerchiamo di linearizzarlo 
nell'intorno di una posizione di equilibrio q = go. Per semplifi- 
care le formule scegliamo un sistema di coordinate tale che q, = 0. 

Teorema. Per linearizzare il sistema lagrangiano (2) nell’in- 
forno di una posizione di equilibrio q = 0, è sufficiente sostituire 
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l'energia cinetica T = I da: (9) q:9; con il suo vawore perq= 0, 


4 o ©. 
Tg=+- s a1;did;, dij" dij (0), 


e sostituire la sua energia potenziale U (q) con la sua parte quadra- 
tica 

1 0°U 
Un=- > bi j919j» di = Gardar q=0" 


Dimostrazione. Riportiamo il sistema di Lagrange 
alla forma (1), utilizzando le variabili canoniche p, gq: 


° oH ° OH 
PT 17dp! H(p, g)=T+U. 


Essendo p =gq= 0 una posizione di equilibrio, allora lo sviluppo 
dei membri a destra, in serie di Taylor nell'intorno dello zero, 
comincia con dei termini lineari in 7 e g. Essendo i membri a 
destra delle derivate parziali, questi termini lineari sono definiti 
dai termini quadratici H, dello sviluppo di H (p, g). Ma H, è 
esattamente l’hamiltoniana del sistema con lagrangiana Ly = 
= T, — U., dato che, evidentemente, H, = 7.(p) + U, (9). 
Quindi le equazioni linearizzate del moto sono le equazioni del 
moto per il sistema descritto nel teorema con L, = 7, — Ua, 
c.v.d. 

Esempio. Consideriamo un sistema con un grado di li- 
bertà 


T=a(99, U=U(g). 


Sia 4= 90 una posizione stabile di equilibrio: di = 0 
TU d la=90 
a la >Q0 (fig. 76). 


Dal diagramma di fase possiamo vedere che, per condizioni 
iniziali vicine a q = 90, p = 0, la[soluzione è periodica con perio- 
do t che dipende, in generale, dalle condizioni iniziali. Dai due 
teoremi precedenti segue il 

Corollario. Il periodo © delle oscillazioni vicino alla posizione 
di equilibrio q, tende, al tendere a zero delle oscillazioni massime, 


al limite t, = 2n , dove wi è , 
O a 


1 02U 


b= 7 E q=90 ” a=a (00). 


Infatti, supponendo go=0, si ha che T,=- ag, U,= 4 bg? 
per il sistema linearizzato. Le soluzioni dell’equazione di La- 
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grange q= — ©} ghanno il periodo n=: 
0 
q=c, cos @f+c, sen ft 


per qualsiasi ampiezza iniziale. 

E. Piccole oscillazioni. 

Definizione. Il moto nel sistema linearizzato (L, = 
== T, — U.) si chiama piccolaoscillazione! intorno alla posizione 


ui -U 
p Y i nm 
mq 
O: To T 


Fig. 76. Linearizzazione. Fig. 77. Pallina su una guida. 


di equilibrio q = go. Nei problemi unidimensionali i numeri to, 
o, sono chiamati periodo delle piccole oscillazioni e frequenza delle 
piccole oscillazioni. 

Esempio. Trovare il periodo delle piccole oscillazioni di 
una pallina di massa 1 su di una guida y = U (x), e sotto l’azione 
del campo gravitazionale con g = 4, intorno alla posizione di 
equilibrio x = x (fig. 77). 

Soluzione. Abbiamo 


ÙU=mgy=U (2), 
T=>m2=3|1 +( da V] 


Sia x, una posizione di equilibrio stabile: E x = 0; cn | 
0 1) 
> 0. Allora la frequenza delle piccole oscillazioni è è definita 


tramite la formula 


0xr* xo” 
poiché per il sistema linearizzato 7, =}? U, =} 0% (g= 


= x — Io). 

Problema. Dimostrare che non solo le piccole oscilla- 
zioni, ma anche tutto il moto della pallina è equivalente in modo 
esatto al moto in un qualche sistema unidimensionale con lagran- 


1 Nel caso in cui la posizione di equilibrio non è stabile diremo che si 
tratta di « piccole oscillazioni non stabili » anche se in questo caso il moto 
non ha carattere oscillatorio. 
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giana: 


Suggerimento. Prendere come gq la lunghezza lungo 
la guida. 


$ 23. Piccole oscillazioni 


In questo paragrafo viene dimostrato che un sistema lagran- 
giano, che compie delle piccole oscillazioni, è dato dal prodotto 
diretto di sistemi a un grado di libertà. 

A. Problema della coppia di forme. Consideriamo più in 
dettaglio il problema delle piccole oscillazioni. Consideriamo cioè 
un sistema le cui energie cinetice e potenziale sono delle forme 
quadratiche 


T=4 (Ad, a), U=(Bq, a), a€R", ER", (1) 
dove l’energia cinetica è una forma definita positiva. 
Cerchiamo il sistema di coordinate più opportuno, affinché si 
possano integrare le equazioni di Lagrange. 
È noto dall’algebra lineare che si può diagonalizzare con una 
sola trasformazione lineare di coordinate una coppia di forme quadra- 
tiche, (Aq, q), (Bq, q) la prima delle quali sia definita positiva: 


Q=cg, Q=(0d..., di) 


Queste coordinate si possono scegliere in modo tale che la forma 
(Aq, q) diventa una somma di quadrati (Q, @). Sia @ un tale 


sistema di coordinate; poiché Q = Cq, abbiamo che 


2 


1 i; 1 ‘ 
T-+ Yo, U=4Yh0t 2) 

i=1 i=1 
I numeri A; si chiamano autovalori della forma B rispetto alla 


forma A. 
Problema. Dimostrate che gli autovalori di B rispetto 
ad A soddisfano l’equazione caratteristica 


det |B- 4 |=0, (3) 
le cui radici sono tutte reali essendo le matrici A e B simmetriche, 
A >. 


1 Volendo si può introdurre una struttura euclidea considerando la 
rima forma come un quadrato scalare e quindi diagonalizzare la seconda 
orma mediante una trasformazione ortogonale rispetto a questa struttura 
euclidea. 
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B. Oscillazioni proprie. Nel sistema di coordinate @ le equa- 
zioni di Lagrange si riducono ad n equazioni indipendenti 


QO,= — MQ: (4) 


In questo modo è stato dimostrato il 
Teorema. Un sistema che compie delle piccole oscillazioni è il 
prodotto diretto di n sistemi ad un gradodi libertà che compiono a loro 
volta delle piccole oscillazioni. 
q Per ognuno di questi sistemi unidimen - 
2 sionali si possono verificare tre situazioni 
2, diverse: 
Caso 1. XA = 0° >; la soluzione 
g, è data da Q = Ci cos wt + C, sen wt 
(oscillazioni). 
Caso 2.4 =0; la soluzione è date 
Fig. 78. Oscillazioni da Q = C, + Cot (equilibrio indifferente). 


Q 


proprie. Caso 3. X= —k° <0; la soluzione 
) data da Q= Ci ch kt + Cs sh kt 
(instabilità). 


Corollario. Sia dato il caso in cui uno degli autovalori della (3) 
sia positivo: ) = ? >Q0. Allora il sistema (1) può compiere un'0- 
scillazione periodica del tipo 


q (t) = (C; cos wt + C. sen wt) È, (9) 


dove È è l’autovettore che corrisponde a . (fig. 78): 
BE = XAÎ. 


° 


Questa oscillazione è il prodotto del moto unidimensionale 
Qi = Ci cos w;t + C, sen w;t e di moti triviali 0Q;,=0 (j# è). 

Definizione. Il moto periodico (5) si chiama oscilla- 
zione propria del sistema (1), il numero w si chiama frequenza 
propria. 

Osservazione. Le oscillazioni proprie e le frequenze 
proprie sono anche dette principali o normali *. Inoltre anche ad 
un À non positivo corrisponde un autovettore; il moto corrispon- 
dente sarà chiamato ugualmente, per brevità, « oscillazione pro- 
pria » anche se non è periodico; le corrispondenti « frequenze 
proprie » saranno immaginarie. 

Problema. Dimostrare che ìl numero di oscillazioni 
proprie (reali) linearmente indipendenti è uguale all’indice positi- 


vo d'inerzia dell’energia potenziale, 3 (Ba, q). 


Adesso il risultato precedente può essere formulato in questo 
modo: 


1 Useremo anche il termine « frequenza caratteristica » (N.d.T.). 
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Teorema. Il sistema (1) ha n oscillazioni proprie aventi dire- 
zioni a due a due ortogonali rispetto al prodotto scalare individuato 
dall’energia cinetica’ A. 

In effetti il sistema di coordinate @, in virtù della (2), è 
ortogonale rispetto al quadrato scalare (4g, 9). 

C. Decomposizione in oscillazioni proprie. Dal teorema di- 
mostrato segue il 

Corollario. Ogni piccola oscillazione è una somma di oscilla- 
zioni proprie. 

In generale, la somma di oscillazioni proprie non è periodica 
(ricordarsi delle figure di Lissajoul). 

Per decomporre un moto nella somma di oscillazioni proprie è 


sufficiente proiettare le condizioni iniziali g, g sulle direzioni 
proprie È; e risolvere i corrispondenti problemi unidimensionali (4). 

Perciò le equazioni di Lagrange per il sistema (1) possono 
essere risolte nel seguente modo. Cerchiamo inizialmente le oscil- 
lazioni proprie nella forma q = e'@'È. Sostituendo nelle equazioni 
di Lagrange 


d ° 
otteniamo 
(B — d°4) È =0. 


Dall’equazione caratteristica (3) otteniamo r autovalori dx = fe 
Ad ognuno di questi corrisponde un autovettore È,, ogni autovet- 
tore essendo ortogonale a tutti gli altri. La soluzione generale, nel 
caso À £ 0, avrà la forma 


q (t)= Re DI Che'n'E,, 
kR=1 


Osservazione. Questo risultato è vero anche quando 
uno degli autovalori è degenere. 

In tal modo otteniamo che, in un sistema lagrangiano, diver- 
samente dal caso generale delle equazioni differenziali lineari, non 
si ottengono termini risonanti del tipo t sen vt, ecc., anche nel caso 
di autovalori degeneri. 

D. Esempi. 

Esempio 1. Consideriamo un sistema costituito di due 
pendoli matematici uguali con lunghezza /, = 2, = 1, massa 
m, = my = 1 nel campo di gravità con g = 1. Supponiamo che 
i due pendoli siano uniti da una molla senza peso, la cui lunghezza 
sia uguale alla distanza fra i punti di sospensione (fig. 79). Indi- 
chiamo con qi e gs gli angoli fra i pendoli e la verticale. Allora 


avremo che, per piccole oscillazioni, 7 =(%+%) U = 


° 


=3(++@ (9 — 4:)°), dove a/2 (9, — ga)? è l'energia po- 
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tenziale elastica della molla. Poniamo 
0,= +92 Q0,= LI 


allora 


ed entrambe le forme vengono diagonalizzate: 
1 ,; o 1 
T=-(01+03), U=-+ (0i01+ 0703), 


dove è, = 1, 0g = V1+ 2a (fig. 80). In questo modo si hanno 
due oscillazioni proprie (fig. 81): 


Fig. 79. Pendoli uguali accoppiati. Fig. 80. Spazio delle configurazio- 
ni dei pendoli accoppiati. 


1) Q,= 0, cioè g, = gx: entrambi i pendoli oscillano in fase 
con la prima frequenza, che è uguale ad 1, la molla non lavora; 


— — — — 
Fig. 81. Oscillazioni proprie dei pendoli accoppiati. 


2) Q,= 0, cioè qg, = —gQg: i pendoli si muovono in opposi- 
zione di fase, la loro frequenza ©, 1, cresce a causa dell’azione 
della molla. 

Supponiamo adesso che la molla sia molto debole: a « 1. 
Allora compare un effetto interessante detto trasferimento d'energia. 

Esempio 2. Supponiamo che all'istante iniziale i pendoli 


siano in quiete e che ad uno di questi sia data una velocità Qi = 
= v. Dimostrare che dopo qualche tempo T il primo pendolo è 
quasi immobile e tutta l'energia passa al secondo. 
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Dalle condizioni iniziali segue che Q, (0) = Q. (0) = 0. Quin- 
diQ, = c, sent, Q, = csenoto=V1+2axrR1+a(a<1) 
( = ( = —L_ i = L_ — —È 
Ma (07 (0) = Qi (0) VI . Perciò Ci Vai s Ca VI , © la 
nostra soluzione ha la forma , 


= (sent + sen ot) , d:=3 (sen t-sen 0) 


o, trascurando i termini v(1 1) sen wt, dello stesso ordine 
di grandezza di a 


qua 3 (sen t 4+- sen Wt)=vcoset sen W'7, 


qa > (sen t — sen Wt)= —vcos w't sen et, 


O—1 LI 


2 2° 
La variabile e 3è dello stesso ordine di grandezza di & e quindi 
9, fa delle oscillazioni con frequenza 


Ò = 


e= 


’ 041 _ 
5 1. 


©" = 1 e con ampiezza che varia len- Y 
tamente v cos et (fig. 82). 
Dopo un tempo 7= ni 


oscillerà praticamente solo il secondo 
pendolo, dopo 27 di nuovo solamente 
il primo e così via (« battimenti ») 7 
(fig. 83). 

Esempio 3. Studiare le oscil- 
lazioni proprie di due pendoli diversi 
(m.7# ma, h# li, g= 1), uniti da 


una molla di energia potenziale Fig. 82. Battimenti: traiet- 


toria nello spazio delle fasi. 


5 a (9, — 92)? (fig. 84). Come variano 
le frequenze proprie quando a +0 e quando a + co? 


9, Y, 
t t 
Fig. 83. Battimenti. 
Abbiamo che 
=+ (m,l39 + mol 1) 


U = mil L + mala <> I D) — (Qi — qo)”. 
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Quindi (fig. 85) 
=| mylì 0 mjl+a —a | 
{0 ml —a maylyj+a 
e l'equazione caratteristica ha la forma 
mi, +aT—Am;l? — a 
— mel, +a—-Amyl3 


=0 


det |B—A|=det 


oppure 

ai?— (bh + bia) A 4 (co+c1a)=0, 
dove 

a = mymylil3, 
bo = milmal, (1 + la), bo =ml + mb, 
Co = mmylla, cr = mal, + mil, 
Questa equazione è un’iperbole nel piano a, A (fig. 86). Per 

a +0 (molla debole) le frequenze tendono alle frequenze dei 


7 


Y 


Fig. 84. Pendoli accoppiati. Fig. 85. Energia potenziale di pen- 
doli fortemente accoppiati. 


pendoli liberi (wi, = Zjla); per a + co (molla molto forte) una 
delle due frequenze tende all’infinito, mentre l’altra tende alla 


Ma 
A=0? 
My 


2 42 2 


Fig. 86. Dipendenza delle frequen- Fig. 87. Caso limite di pendoli 
ze proprie dalla rigidità della accoppiati mediante una molla 
moll infinitamente rigida. 


frequenza propria ©» del pendolo con due masse su una sola asta 
(fig. 87): 

2 mil, + mol, 

o mylît+ moli 
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Problema. Studiare le oscillazioni proprie di un pendolo 
piano doppio (fig. 88). 

Problema. Trovare la forma delle traiettorie delle picco- 
le oscillazioni di un punto materiale posto su di un piano, al 


4, 


ly 
mM. 
la 
Ma 
Fig. 88. Pendolo doppio. Fig. 89. Sistema con un insieme 


infinito di oscillazioni proprie. 


centro di un triangolo equilatero ed unito ai vertici (fig. 89) me- 
diante delle molle uguali. 

Soluzione. Il sistema si trasforma in sé per una rota- 
zione di 120°. Quindi tutte le direzioni sono proprie e entrambe le 


frequenze proprie coincidono: U = + 0° (23 + y°). Questo signi- 
fica che le traiettorie sono ellissi (vedi la fig. 20). 


$ 24. Sul comportamento delle frequenze proprie 


In questo paragrafo è dimostrato il teorema di Rayleigh — 
Courant — Fisher sul comportamento delle frequenze proprie 
quando aumenta la rigidità e sono applicate altre forze vincolari. 

Comportamento delle frequenze proprie per variazione 
della rigidità. Consideriamo un sistema che compie delle piccole 
oscillazioni con energia cinetica e potenziale 


T= (4g, 9)>0, U=-(Ba, a)>0 per ogni g, g#0. 


Definizione. Sia dato un sistema avente la stessa 
energia cinetica del precedente ed energia potenziale VU”. Un tale 
sistema si chiama più rigido se 


, 1 . 
U = (B a, 9)>- (Ba, a)=U per ogni q. 


Noi vogliamo studiare come cambiano le frequenze proprie quan- 
do aumenta la rigidità del sistema. 
Problema. Considerare il caso unidimensionale. 
Teorema 1. Quando aumenta la rigidità tutte le frequenze 
proprie aumentano, cioè, se Wi < Wa S ... < @n sono le fre- 
quenze proprie del sistema meno rigido e ®j < 0, <<... < ®n 
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sono quelle del sistema più rigido, allora ®, < ©jj 0, < 03; ... 
<0;: On On 

Questo teorema ha un significato geometrico semplice. Pos- 
siamo supporre, senza perdita di generalità, che A = £, cioè- 
che noi consideriamo una struttura euclidea definita dall'energia 


cinetica 7 = 3 (9, q). Ad ogni sistema associamo un ellissoide: 
E: (Bg, q)= 1, E’: (B’9g, q) = 1. È evidente il 


(Bg,9)=1 


Fig. 90. I semiassi dell’ellissoide Fig. 91. Vincolo lineare. 
interno sono più piccoli. 


Lemma 1. Se il sistema U' è più rigido del sistema U, allora 
l’ellissoide corrispondente E' giace dentro E. 

È ugualmente evidente il 

Lemma 2. La lunghezza dei semiassi principali è uguale all’in- 
verso delle frequenze proprie i: 


= 
aTo aj 
Quindi il teorema 1 è equivalente alla seguente proposizione 
geometrica (fig. 90). 
Teorema 2. Se l’ellissoide E con semiassi a, > a, > ... 
. >AQr contiene l'ellissoide E' con semiassi a, > a, > ...>an 
e con lo stesso centro, allora i semiassi dell’ellissoide interno sono 
minori: 
a, > dj, Qd9g> 4, ..., An > Un. 


Esempio. Aumentando la rigidità a della molla che con- 
giunge i pendoli dell’esempio 3 del $ 23, l'energia potenziale au- 
menta e, a causa del teorema 1, le frequenze proprie aumentano: 


Consideriamo ora il caso, quando la rigidità della molla tende 
all'infinito: a + co. Allora, al limite, i pendoli sono rigidamente 
accoppiati e si ottiene un sistema con un grado di libertà; la 
frequenza limite propria soddisfa ©%, < Wx < 6%. 

B. Comportamento delle frequenze proprie per applicazione 
di un vincolo. Ritorniamo al caso generale di un sistema con 
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n gradi di libertà e siano 7 = 3g, q), U=5(Bq, q), qgER" 


l'energia cinetica e potenziale del sistema quando compie delle 
piccole oscillazioni. | 

Sia R"-1 7 R" un sottospazio n — 1-dimensionale di R” 
(fig. 91). Consideriamo il sistema con n — 1 gradi di libertà 
(g € R"-), che ha energia cinetica ed energia potenziale uguali 
alla restrizione di 7 ed U a R**. In questo caso si dice che il 


[> 
ue > 


dy 7 nf 


Fig. 92. Separazione delle frequen- Fig. 93. I semiassi della sezione 
ze. separano i semiassi dell’ellissoide. 


° 


sistema così definito è stato ottenuto dal precedente mediante 
applicazione di un vincolo lineare. 

Supponiamo che il sistema di partenza avesse n frequenze 
proprie ©, < 0, < ... < ®n, ed il sistema con vincolo abbia 
n — 1 frequenze proprie 


O VE=<4 0 19E=<PE << VAT 


Teorema 3. Le frequenze proprie del sistema con vincolo sepa- 
rano le frequenze. proprie del sistema di partenza (fig. 92): 


Oi < 0j S 0a < 07 < «00 <£ Onu < On-1 < One 


Come nel caso del lemma 2 questo teorema è equivalente alla 
seguente affermazione geometrica. 

Teorema 4. Consideriamo l'intersezione dell’ellissoide n-dimen- 
sionale E = {q: (Bq, q)= 1} « semiassi a > 0, > ....> Gn 
con l’ipersuperficie R"-!. Allora i semiassi dell’ellissoide n — 1-di- 
mensionale ottenuto come sezione, E', separano i semiassi dell’ellis- 


soide E (fig. 93): 
ay>a, 20,20, >... 2An-120n-120n. 


C. Proprietà estremali degli autovalori. 

Teorema 5. Per ogni sezione dell’ellissoide E a semiassi 
a, > 4, = ...2 an con un sottospazio k-dimensionale RÈ, il 
semiasse minore è minore od uguale ad ay: 


ag= max min ||x|] 
{R*} ceR*NE 
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(l'estremo superiore va fatto nel sottospazio individuato dai semiassi 
a\2>a,> + 00. => Gr). 

Dimostrazione!. Consideriamo il sottospazio R*-*4? 
individuato dai semiassi % > Gx+, > .-.. 2 Q@n. La sua dimen- 
sione è uguale a n — % + 1. Quindi interseca R*. Sia x un punto 
di intersezione che giace sull’ellissoide E. Allora ||x || < ax, 
in quanto x € R*-**!. Essendo || || non più piccolo della lun 
ghezza del semiasse minore dell’ellissoide E () R*, quest'ultimo 
non è più grande di a,, c.v.d. 

Dimostrazione del teorema 2. Il più pic- 
colo semiasse di ogni sezione 4-dimensionale dell’ellissoide inter- 
no R* () E’ non è più grande del più piccolo semiasse di R* () E. 
Per il teorema 5 


a, = max min |[|x]|[<max min |[[2x]||=ax, c.v.d. 
{RR} seRFNE' {R}} «eRANE 


Dimostrazione del teorema 4. La disugua- 
glianza ak < ax segue dalteorema 5, dato che per calcolare ax i 
massimo viene fatto su di un insieme più grande. Per dimostrare la 
disuguaglianza az > 0x+,, intersechiamo R"- con un sottospa- 
zio £ + 1-dimensionale, R**!. L’intersezione ha una dimensione 
non più piccola di X. Il semiasse minore dell’ellissoide E' 7 R*+1 
è non minore del semiasse minore di E () R**!. Per il teorema 5 


Qk = Max min ||x]|= max min ||x||= 
(r'cr?-) eeR*NE' {RR*1CR"} ceRA** NE: 
=> max min ||2||=@%+, C.v.d. 


{r**1cR"} cerà+! nE 


I teoremi 1 e 3 seguono immediatamente da quelli dimostrati. 

Problema. Dimostrare che, se si aumenta l'energia 
cinetica, senza cambiare l’energia potenziale del sistema, allora 
ogni frequenza propria diminuisce. 

‘ Problema. Dimostrate che, se si proietta ortogonalmente 
un ellissoide, che appartiene ad un sottospazio dello spazio 
euclideo, in un altro sottospazio, tutti i suoi semiassi diminui- 
scono. 

Problema. Supponiamo che la forma quadratica A (€) 
nello spazio euclideo R” dipenda in maniera continua differen- 
ziabile dal parametro e. Dimostrare che ogni autovalore è diffe- 
renziabile rispetto ad € e trovare la sua derivata. 

Risposta. Siano %,, ..., Àx autovalori di A (0). Ad ogni 
autovalore A; con molteplicità v; corrisponde un sottospazio 
Ri. Le derivate degli autovalori di A (e) in 0 sono uguali agli 
autovalori della restrizione della forma B = si leo in RL. 


1 È utile considerare il caso n = 3, kK = 2. 
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In particolare, se tutti gli autovalori di A (0) sono semplici, 
allora le loro derivate sono uguali agli elementi diagonali della 
matrice B definita nella base degli autovettori di A (0). 

Dall’affermazione di questo problema segue che, aumentando 
la forma, i suoi autovalori crescono. In tal modo otteniamo una 
nuova dimostrazione dei teoremi 41 e 2. 

Problema. Come cambia l’ampiezza del suono di una 
campana quando compare una frattura? 


$ 25. Risonanza parametrica 


Se i parametri di un sistema cambiano periodicamente nel 
tempo, allora la posizione di equilibrio può diventare. instabile 
anche nel caso in cui è stabile per ogni valore 
fissato del parametro. A causa di questa insta- 
bilità si può dondolare sull’altalena. 

A. Sistemi dinamici nei quali i parametri L 
cambiano periodicamente nel tempo. 

Esempio 1. Un’altalena, in cui la lun- f 
ghezza del pendolo matematico equivalente / (t) 
cambia col tempo in maniera periodica: 

I(6+ 7)= l(t) (fig. 94). Fig. 94. Alta- 

Esempio 2. Un pendolo in un campo lena. 

(in cui la forza di gravità varia periodicamente 
per esempio la Luna) è «descritto dall’equazione di Hille 


g=—-@*(i)g, @0(+7=o0(0). (1) 


Esempio 3. Un pendolo, il cui punto di sospensione oscilla 
verticalmente, è descritto anch'esso da un’equazione della forma (1). 

Le equazioni del moto di un sistema i cui parametri variano 
periodicamente nel tempo sono tali che le loro parti destre sono 
delle funzioni periodiche del tempo. Le equazioni del moto pos- 
sono essere scritte sotto forma di un sistema di equazioni diffe- 
renziali ordinarie del primo ordine 


x=f(2, 1), f(xr,t+T)=f(c,t), «€ER* (2) 


in cui i membri a destra sono periodici. L'equazione (1) può 
essere scritta, per esempio, sotto forma del sistema 


i = Lo, o(t+7)=o(t). (3) 


La = — 022, 


B. Applicazione per un periodo. Ricordiamo le proprietà 
generali del sistema (2). Indichiamo con g': R" + R" l’applica- 
zione, che associa al punto x € R” il valore al tempo, g'r=@ (t), 
della 
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soluzione @ del sistema (2) con condizione iniziale @ (0) = x 
(fig. 95). 
Le applicazioni g' non formano un gruppo: in generale infatti 
g'** DA g'e' L e'g'. 
Problema. Dimostrate che {g'} è un gruppo, se e solo 
se la parte destra di f non dipende da a di 
Problema. Dimostrate che, se 7 è il periodo di f, allora 


gT+° = g*. g° e, in particolare, g"T = (g*)", in modo tale che 
le applicazioni g"Tformano un gruppo (n intero). 


n m 
R Ta 2, 
ted 7 AT 
x mà 
0 T t Ty 


Fig. 95. Applicazione per Fig. 96. Rotazione e rotazione iperbolica. 
un periodo. 


L'applicazione g7 : R" + R”" avrà in seguito un ruolo molto 
importante; noi la chiamiamo applicazione per un periodo e la 
indichiamo con 


A:R°+-R", Ax(0)=x(7). 


Esempio. Per i sistemi 


ferre fiore 
To= — IL Tag= — Ta, 


che possono essere considerati periodici con qualunque periodo 7, 
l'applicazione A è rispettivamente la rotazione e la rotazione 
iperbolica (fig. 96). 

Teorema. 1) ZI punto x, è un punto fisso dell’applicazione 
A (Ax, = xo), se e solo se la soluzione con condizioni iniziali 
x (0) = x è periodica con periodo T. 

2) La soluzione periodica x (t) è stabile nel senso di Ljapunov 
(asintoticamente stabile), se e solo se il punto fisso x, dell'applicazio- 
ne A è stabile nel senso di Ljapunov (asintoticamente stabile)! . 


1 Il punto fisso x dell’applicazione A è stabile nel senso di Ljapunov 
(corrispondentemente asintoticamente stabile) se Ye > 0, 36 > 0 tale che da 


x — Col <6 segue | Ax — ANL0| < € per tutti gli 0 < n < co (cor- 
rispondentemente Aa — A%x° + 0 per n-+ co). 
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3) Se il sistema (2) è lineare, cioè f(x, t)}=J(t)x è una fun- 
zione lineare di x, allora l'applicazione A è lineare. 

4) Se il sistema (2) è hamiltoniano, allora l'applicazione A 
conserva il volume: det A = 1. 

Dimostrazione. Le affermazioni 1) e 2) seguono dalla 
relazione g7+** = g'A. L'affermazione 3) segue dal fatto che la 
somma di soluzioni di un sistema lineare è di nuovo una soluzio- 
ne. L'affermazione 4) segue dal teorema di Liouville. 

Applichiamo il teorema ora dimostrato all'applicazione A 
del piano delle fasi {(71, 7.)} Su se stesso, corrisponderite all'equa- 
zione (1) e al sistema, (3). Dato che il sistema (3) è lineare ed 
hamiltoniano {( H = 53+ o ) otteniamo il 

Corollario. L'applicazione A è lineare e conserva l’area 
(det A = 1). Condizione necessaria e sufficiente per la stabilità 
della soluzione nulla dell'equazione (1) è la stabilità dell’applica- 
zione A. 

Problema. Dimostrare che la rotazione del piano è 
un'applicazione stabile e che la rotazione iperbolica è un’appli- 
cazione instabile. 

À C. Applicazioni lineari del piano su se stesso che conservano 
‘area. 

Teorema. Sia A una matrice che individua un'applicazione del 
piano su se stesso, lineare e che conserva l’area (det A = 1). Allora 
l'applicazione A è stabile se |tr A |<2, instabile se |tr A|3>2 
(tr A_= a11 + 429). 

Dimostrazione. Siano À,, À, gli autovalori di A. 
Essi soddisfano l'equazione caratteristica A? — tr AA +1= 0a 
coefficienti reali A, + 4, = tr A, \3-:4$a = det A = 1. 

Le radici ),, À, di questa equazione quadratica a coefficienti 
reali sono reali se | tr A| >2ecomplesseconiugate se | tr 4 |]<2. 

Nel primo caso uno degli autovalori è maggiore di uno in 
modulo, mentre l’altro è minore di uno in modulo; in questo caso 
i applicazione A è la rotazione iperbolica e quindi non è stabile 
(fig. 97). 

N ce, secondo caso gli autovalori giacciono sul cerchio unitario 
(fig. 97): 


1= A ds = My da = | da |. 


L'applicazione A è equivalente alla rotazione di un angolo a 
(dove A,, ,= e*'), si riduce cioè ad una rotazione mediante la 
scelta adeguata. del sistema di coordinate nel piano. Per questo 
motivo è stabile, c.v.d. 

In tal modo tutte le questioni riguardanti la stabilità della 
soluzione nulla dell'equazione del tipo (1) si riconducono al cal- 
colo della traccia della matrice A. Purtroppo il calcolo di tale 
traccia può essere fatto esplicitamente solo in casi speciali. Questa 
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può essere sempre trovata approssimativamente, integrando nu- 
mericamente l'equazione nell'intervallo 0 < t < 7. Nel caso 
importante in cui @ (#) è quasi costante, possono essere utilizzati 
dei semplici argomenti di carattere generale. 

D. Stabilità forte. 

Definizione. La soluzione nulla di un sistema hamil- 
toniano lineare è fortemente stabile se essa è stabile, e anche la 


Fig. 97. Autovalori dell'applica- Fig. 98. Frequenza istantanea co- 

zione A. me funzione del tempo. 
soluzione nulla di ogni sistema hamiltoniano lineare abbastanza 
vicino è stabile!. 

Dai due teoremi precedenti segue il 

Corollario. Se | tr A ]<2, allora la soluzione nulla è forte- 
mente stabile. 

Infatti, se |tr A|<2e se A’ è una trasformazione, che 
corrisponde ad un sistema sufficientemente vicino, anche per 
essa è soddisfatta la condizione 
tr A"|<2, c.v.d. 

Applichiamo questo risultato 
ad un sistema a coefficienti quasi 
costanti (che variano di poco). 
Consideriamo, per esempio, l'equa- 


4 4, 
EVDEIO 
ZA \ \ 

YA 

PAN . zione 


Fig. 99. Zone di risonanza para- = 0° (1+e0(1)z, e<1, 
metrica. (4) 


E«I 


dove a (t + 2x) = a (t), per esempio a (t) = cos t (fig. 98). (Caso 
di un pendolo la cui frequenza oscilla intorno a © con piccola 
ampiezza e con periodo 2x.)? 

Ogni sistema (4) sarà rappresentato mediante un punto sul 
piano dei parametri e, w >Q0. È evidente che i sistemi stabili 
con |tr A|<2 formano sul piano (@, €) un insieme aperto, 
come anche i sistemi stabili con | tr A | >2 (fig. 99). 


1 La distanza fra due sistemi lineari a coefficienti periodici z= B; (i)z, 


z= B4 (t)z, è definita come il massimo della distanza fra gli operatori 
Bi (0), B, (Ò) rispetto a tf. 
2 Nel caso in cui a (t) = cos (t) l'equazione (4) è detta equazione di 


Mathieu. 
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La frontiera di stabilità è individuata dall’equazione 
{trA|=2. 

Teorema. Tutti i punti dell'asse ©, esclusi gli interi ed i semiin- 
teri © = È ,k= 0,1, 2, ..., corrispondono a sistemi fortemente 
stabili (4). 

Di conseguenza, l'insieme dei sistemi instabili può toccare 
l’asse © solo nei punti w = X/2. In altri termini, si può far oscil- 
lare l’altalena, con una piccola variazione periodica della sua 
lunghezza, solamente quando il periodo di tale variazione è 
vicino ad un numero intero di semiperiodi delle oscillazioni pro- 
prie, risultato che è ben noto dagli esperimenti. 

La dimostrazione del teorema enunciato è basata sul fatto 
che, per e = 0, l'equazione (4) ha coefficienti costanti e quindi si 
risolve esplicitamente. 

Problema. Calcolare per il sistema (4), con &e=0, la 


matrice della trasformazione A per un periodo T = 21 nella base x, z. 
Soluzione. La soluzione generale è 
Xx = Ci COS Wi + c, Sen wi. 
La soluzione particolare che corrisponde alle condizioni iniziali 
x=1,x=0 è data da 
T = COS Qi, z= — @ sen vl. 


La soluzione particolare con condizioni iniziali 7 = 0, r =1 è 
data da 


4 ° 
x=7 seno, = C0S VI. 
Risposta. 


cos 2110 
4= $ (CO) ° 


— o sen 210 cosmo 
‘3° k 
Quindi [tr A|=|2c05 201 |<2se@#-+,k=0, 1, ..., 


ed il teorema segue dal corollario precedente. 
Un'analisi più approfondita? fa vedere che, in generale, (e per 


a (t) = cos i) nell'intorno dei punti ® = La ,k=1,2..., la 


regione d’instabilità (regione ombreggiata nella fig. 99) in effetti 
si avvicina all’asse delle ©. 


In tal modo, per @ = La = 1,2..., la posizione di equi- 


librio più bassa dell’altalena, idealizzata (4) non è stabile ed essa 
oscilla per qualunque piccolo cambiamento periodico della lun- 


1 Confrontare, per esempio, il problema presentato più avanti. 
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ghezza. Questo fenomeno è detto risonanza parametrica. La parti- 
colare caratteristica della risonanza parametrica consiste nel fatto 
che si manifesta in modo molto più forte quando la frequenza di 
variazione dei parametri v (nel caso dell’ equazione (4) v= 1)è 
di due volte più grande della frequenza propria @. 

Osservazione. Teoricamente le risonanze parametri- 

che si osservano per infiniti valori di v, che soddisfano la rela- 
zione w/v = k/2, k= 14, 2, ... Pratica-. 
G mente si possono osservare solo nei casi in 
cui % non è grande (k = 1, 2, e più rara- 

mente 3). Il fatto è che 
a) Per grandi È, la regione d’instabi- 
vw lità si avvicina all’asse © con una striscia 
molto stretta e si ottengono dei confini 
molto precisi per le frequenze di risonanza 
® (-e* per il caso di funzioni regolari a (t) 

Fig. 100. Effetto nella (4)). 

dell'attrito sulla riso- b) L'instabilità stessa diventa poco pro- 
nanza parametrica. —nunciata per grandi £, dato che |tr 4 |— 2 
nonègrandeegli autovalori si avvicinano a 1. 

c) Un comunque piccolo effetto di attrito fa sì che, per otte- 
nere una risonanza parametrica, esista un valore minimo dell'am- 
piezza €, (per valori minori di e le oscillazioni si smorzano). 
Quando X cresce, e, cresce velocemente (fig. 100). 

Osserviamo inoltre che per l’equazione (4) la variabile x 
cresce in modo illimitato, nel caso d'instabilità. 

Nei sistemi concreti le oscillazioni possono avere solo delle 
ampiezze finite, dato che per grandi valori di x la stessa equazione 
linearizzata (4) perde significato e bisogna tener conto degli effetti 
non lineari. 

Problema. Zrovare la forma della regione di stabilità 
nel piano e, è per il sistema definito dall'equazione 


o+e, O<it<n, 
10=10 o—e, n<t<2n, 
-f(t+2n)=f(t). 


Soluzione. Dalla soluzione del problema precedente 
segue che A = A,A,, dove 


t=—f2(t)z, <A. 


4 = 
cx ls Ch = COS Mk, 
Ag = k , Sph= SON Nk, 
— GdkSk Ck Wyoge=O®t£. 


Quindi la frontiera della zona di stabilità è definita dall’equazione 


[tr A|=|[2esca— (SL + DO ) sis/=2. (5) 
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Dato che e < 1, abbiamo = ori 231. Introduciamo la 
2 


notazione 
49 _2(1+A). 
Oi 


Oy 


Si ha che A=% +0 (24) «1, come è facile verificare. Utiliz- 


zando le relazioni 2c,c,=c08 284 cos 20, 25:59= cos 2ne — 
— cos2nw, riscriviamo l’equazione (5) nella forma 


— A cos 2re + (2+ A) cos 2n0 = +2, 


oppure 
__2+4 cos 2ne » 

COS 2r0= TR —» (6,) 

—2+4A cos 2ne (6 ) 

2 


COS 2r0=— 577 — 


Nel primo caso cos 2x0 ® 1. Quindi poniamo 
o=k+a, |a|< 1; cos 2x0 = cos 2ra= 1 — 2n°a? +0 (a'). 
Riscriviamo l’equazione (6,) nella forma 


A 
cos 2r0=1 — ZIA (1 — cos 2rne) 


ovvero 2r?a° + O (a*) = An?e? + O (8°). 


2 
Sostituendo il valore A=-$ 4 0(e4), otteniamo 


e? . x e? 
a=t7+0(e2), cioè o=kt7+0(2°). 


In modo analogo si può risolvere l'equazione (62); otteniamo come 


risultato 
E 
n | kt 3) 


Quindi la regione cercata ha la forma disegnata nella fig. 101. 

E. Stabilità del pendolo rivoltato, il cui punto di sospensione 
oscilla verticalmente. 

Problema. £ possibile che la posizione di equilibrio 
superiore di un pendolo, che di solito è instabile, sia stabile quando 
il punto di sospensione oscilla verticalmente? (fig. 102). 

Sia la lunghezza del pendolo, a « Zl’ampiezza di oscillazio- 
ne del punto di sospensione, 27 il periodo di tale oscillazione, 
inoltre supponiamo che durante ogni semiperiodo l'accelerazione 


del punto di sospensione sia costante ed uguale a + c (per cui 


o=k+53 + +o(e). 
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c= 2). Si ha che, per oscillazioni sufficientemente rapide del 


punto dì sospensione (t « 1), la posizione superiore di equilibrio 
diventa stabile. 

Soluzione. Le equazioni del moto possono essere scritte 
nella forma x = (0° + d?*) x (il segno cambia dopo ogni inter- 
vallo di tempo t), dove w° = g/2, d? -= c/l. Se le oscillazioni del 


mg 
Za] 
parabola 
2r__t 
Fig. 101. Zone di risonanza para- Fig. 102. Pendolo rivoltato, il cui 
metrica per f= ® + €. punto di sospensione oscilla. 


punto di sospensione sono sufficientemente rapide allora d° > 
> (& = n 
Analogamente al problema precedente A = A,A;, dove 


1 1 
A,= ch 41 7% sh kt A; = cos QT 7 sen QI 
kshkt chkt — Q sen 27 cost 
k°=d2+ 2, O = d°— 02. 


La condizione di stabilità |tr A | < 2 ha quindi la forma 
k 0 . - 
[2chktcosot+(+—F) sh krsenot|<2. (7) 
Dimostriamo che questa condizione è soddisfatta per oscilla- 
zioni sufficientemente rapide del punto di sospensione, cioè quan- 


do c > g. Introduciamo le variabili adimensionali e, p: 


all = e° & 1, gle = u? 1. 


Allora 
ke=2V28V1+p?, oe 2V22yi# 
k 1+ i—-u? 
-T= VAR n; ES all = 22 + O(pt). 
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Perciò per piccoli valori di e, p sono corretti gli sviluppi, con un 
errore 0 (e* + p*), 


chkt=1+-4e?(1 +p)+$e+..., cos Qt = 


=1-48(1-p)+3#+..., 


5-1) sh kt sen Q1= 16e2u2 +. 


E quindi la condizione di stabilità (7) prende la forma 
2 (116.447 et+8e%u2 +...) +16e%2<2, 
cioè, trascurando gli infinitesimi di ordine superiore, 5A6e*> 
= 32u?e° ovvero 1 <= = 0 ancora gle <a/3l. Questa condizione 


può essere riscritta nella forma 
N>YV Pol =0,301 ( 0,31), 


dove N = > è il numero di oscillazioni del punto di sospensione 


nell'intervallo di tempo unitario. Per esempio, quando la lun- 
ghezza del pendolo è /=20 cm e l'ampiezza di oscillazione del 
punto di enne è a =1 cm, allora 


N =>0,31 9 (00 ® 43 (numero di oscillazioni al secondo). 


Per esempio, Ta posizione di equilibrio superiore è stabile se il 
numero di oscillazioni al secondo del punto di sospensione è 
maggiore di 050. 


VI. Corpi rigidi 


In questo capitolo sono analizzati in dettaglio alcuni pro- 
blemi meccanici estremamente particolari. Questi problemi ven- 
gono inclusi nei corsi di meccanica classica per tradizione, data 
dal fatto che essi sono stati risolti da Eulero e da Lagrange, come 
pure dal fatto che noi viviamo nello spazio euclideo tridimensio- 
nale e che la maggior parte dei sistemi meccanici con un numero 
. finito di gradi di libertà, che ci capita di incontrare, è costituita 


da corpi rigidi. 


$ 26. Moto in un sistema mobile di coordinate 

In questo paragrafo è definita la velocità angolare. 

A. Sistema mobile di coordinate. Consideriamo un sistema 
lagrangiano definito, nel sistema di coordinate gq, t, dalla lagran- 
giana L (9g, gq, t). Spesso è utile passare ad un sistema mobile di 


coordinate Q = Q (g, 2). 
Affinché si possano scrivere le equazioni del moto nel sistema 


mobile, è sufficiente scrivere la lagrangiana mediante le nuove 


coordinate. 
Teorema. Se la traiettoria y: q= @(t) delle equazioni di 


Lagrange da =F? è scritta nelle coordinate locali Q, t(Q = 


= Q (q, t)), nella forma y: Q= © (2), allora la funzione © (t) 
soddisfa le equazioni di Lagrange $ om do , doveL'(Q0,Q,1)= 
sa 92 


= L(q, q, i). 
Dimostrazione. La traiettoria y è un estremale: 
6|L (dg, q, t) dt = 0. Di conseguenza sir (Q, Q, t)dt=0e 
Y Y i 
© (?) soddisfa le equazioni di Lagrange, c.v.d. 


B. Moti, rotazioni, moti traslatori. Consideriamo in particola- 
re il caso importante in cui q è il raggio vettore cartesiano di un 
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punto rispetto a un sistema inerziale di coordinate % (che noi 
chiameremo fisso) e @ il raggio vettore cartesiano dello stesso 
punto rispetto ad un sistema di coordinate mobile K. 
Definizione. Sianok, K due spazilineari euclidei orien- 
tati. 
Il moto di K rispetto a % è un'applicazione che dipende in 
modo regolare da t 


D;: K — k 
e che conserva la metrica e l’orientazione (fig. 103). 


5:9(t) 


Fig. 103. Il moto D; si scompone Fig. 104. Il raggio vettore di un 

ne ‘prodotto di una rotazione 2, e punto rispetto ad un sistema di 

di una traslazione C,. coordinate fissa Ma, ed a un sistema 
mobile (2). 


Definizione. Il moto Dj; si chiama rotazione se esso 
applica l'origine delle coordinate di X nell’origine delle coordinate 
di k, cioè se D, è un operatore lineare. 

Teorema. Ogni moto D; si scompone in maniera univoca nel 
prodotto di una rotazione Bj: K-»k e di una traslazione C;: 
k-—- k: 


D, = CB4, 
dove Cig=q+ r (1), (ga, rEk). 

Dimostrazione. Poniamo r (t)=D;0, B, = C71D,. 
Allora BO = O, c.v.d. 

Definizione. Il moto D, si chiama traslatorio, se la 
corrispondente applicazione B,: K + k non dipende da t: B, = 
= B, = B, DO =BQ+ r (1). 

Noi chiameremo È sistema di coordinate fisso, K sistema mobile, 
q (t) E k raggio vettore del punto mobile rispetto al sistema fisso; 
Q (t) è detto raggio vettore del punto rispetto al sistema mobile, 
se (fig. 104) 


q(t1=D:Q0(t)=B:0 (1) + r (2). (1) 


Avvertimento. Il vettore B,Q (t) EK non deve essere 
confuso con @ (t) € K: essi giacciono in spazi diversi! 
C. Scomposizione delle velocità. Adesso esprimiamo la « velo- 


cità assoluta » q mediante il moto relativo @ (t) ed il moto del 


125 


sistema di coordinate D;. Dalla formula (1) troviamo, differen- 
ziando rispetto a t, la formula di scomposizionè delle velocità 


qa=BQ+BQ+7. (2) 


Per poter spiegare il significato dei tre termini che compaiono 
nella (2), consideriamo inizialmente dei casi particolari. 


Caso del moto traslatorio (B = 0). In questo caso l'equazione 


(2) diventa qg = BQ + r. In altri termini è dimostrato il 

Teorema. Se il sistema mobile K si muove di moto traslatorio 
rispetto a k, allora la velocità assoluta è uguale alla somma della 
velocità relativa e della velocità di moto del sistema K: 


v=v + vo, (3) 
dove 


v_ = q E k è la velocità assoluta, 
v =BQ€Ekè la velocità relativa (non confondere con Q € KI), 


vo= rEkè la velocità di moto del sistema mobile di coordinate. 

D. Velocità angolare. Nel caso in cui il sistema X ruota, la 
relazione fra la velocità relativa e la velocità assoluta non è più 
così facile. Consideriamo. prima il caso in cui 

o, il punto in considerazione è in quiete rispetto a 


K (cioè @ = 0), ed il sistema di coordinate X 
ruota (cioè x =0). In questo caso il moto del 
punto q (t) è detto rotazione di trascinamento. 

E sem pio. Rotazione con velocità angolare 
costante ®@ E k. Sia U (t): k-+Kk la rotazione 
dello spazio X intorno all’asse © di un angolo 
Fig. 105. Velo- |@|t. Allora B(t)= U(t) B(0) si chiama 

cità angolare. rotazione uniforme dello spazio K con velocità 
angolare ®. 

È evidente che in questo caso la velocità di trascinamento del 
punto q è data dalla formula (fig. 105) 


q=l0, 9]. 
Ritorniamo, ora, al caso generale di una rotazione qualun- 


que di X(r=0, Q=0). 
Teorema. In ogni istante t si può trovare un vettore @ (t) E k, 
mediante il quale si può esprimere la velocità di trascinamento con la 


formula 


Il vettore @ è detto velocità angolare istantanea; è evidente che è 
definito dalla formula (4) in modo univoco. 
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Corollario. Supponiamo che il corpo rigido K ruoti intorno 
ad un punto fisso O dello spazio k. Allora in ogni istante esiste un 
asse istantaneo di rotazione, cioè una retta del corpo, passante per O, 
tale che ogni suo punto in quell’istante ha velocità nulla. La velocità. 
degli altri punti è perpendicolare a questa retta e proporzionale alla 
distanza da essa. 

L’asse istantaneo di rotazione nello spazio % è individuato da 
un suo vettore ©; in X il corrispondente vettore è indicato da 
f = Blow E K; 2 è detto vettore velocità angolare del corpo. 

Esempio. La velocità angolare della Terra è diretta dal 


ò 271 -la .40-5 -1 
centro al polo nord ed è uguale a ETTI ai 7,3-1075 sec. 


Dimostrazione del teorema. În accordo con 
la (2) abbiamo 


q=BQ. 


Quindi se noi esprimiamo @ mediante q, otteniamo q = BB-1q = 


= Aq, dove A = BB": k-+ k è un operatore lineare da k a K. 
Lemma 41. L'operatore A è antisimmetrico: A' +A=0. 
Dimostrazione. Dato che l'operatore 2: K + k è 

un operatore ortogonale, che fa passare da uno spazio euclideo ad 

un altro, il suo aggiunto coincide con l'inverso, B' = B: k+ 

— K. Differenziando rispetto a t la relazione BB' = £, otteniamo 


BB' +- BB'=0, BB-4+(BB-!)'=0, c.v.d. 


Lemma 2. Ogni operatore antisimmetrico A nello spazio eucli- 
deo tridimensionale orientato è un operatore di prodotto vettoriale 
per un vettore fissato: 


Aq = ©, ql] per ogni qE R3. 


Dimostrazione. Tutti gli operatori antisimmetrici 
R?-+ R? formano uno spazio lineare. La sua dimensione è 3, 
dato che una matrice antisimmetrica 3 x 3 è definita dai tre 
elementi che si trovano da una parte della diagonale. 

L'operatore di prodotto vettoriale per © è lineare e antisim- 
metrico. Gli operatori del tipo prodotto vettoriale per un qua- 
lunque vettore dello spazio tridimensionale © formano un sotto- 
spazio lineare di tutti gli operatori antisimmetrici. 

La dimensione di questo sottospazio è uguale a 3. Quindi il 
sottospazio, formato dagli operatori prodotto vettoriale, coincide 
con lo spazio di tutti gli operatori antisimmetrici, c.v.d. 

Fine della dimostrazione del teorema. 
In accordo con i lemmi 1 e 2 


q=4q=[@, 9], c.v.d. 
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In coordinate cartesiane l'operatore A è definito da una ma- 
trice antisimmetrica; indichiamo i suoi elementi con +0@;,4,3: 


0 — 03 Wo 
A= ds 0 —@ 
— do (ORI , 0 


Con questa designazione degli elementi, avremo che il vettore 
© , © = @©:€) + 03€, + 0363 sarà autovettore 
v ® con autovalore 0. Applicando A al vet- 
tore q = 91€: + 2,€. + 93€3, otteniamo 
immediatamente l’espressione 
i) 


9 Aq= 0, ql. 


Fig. 106. Scomposizio- E. Velocità di trascinamento. Caso del 


ne delle velocità. solo moto rotatorio. Supponiamo ora che il 
sistema X ruoti (x = 0), e che il punto nel 


sistema X si muova (Q + 0). Dalla formula (2) troviamo che 
(fig. 106) 
q=BQ+B@Q=[0, 9]+v". 


In altre parole, possiamo dire che abbiamo dimostrato il 
Teorema. Se il sistema mobile K ruota rispetto a O € K, allora 
la velocità assoluta è uguale alla somma della velocità relativa e della 
velocità angolare di trascinamento: 
v=v'+v 

dove 

v=QCk è la velocità assoluta, 

v'= BQ E k è la velocità relativa, (5) 


v=BQ=[0, a]Ek è la velocità angolare di trasci- 
namento. 


Finalmente il caso generale si può riportare ai due prece- 
denti, considerando un sistema mobile ausiliare K,, che si muove 
di moto traslatorio rispetto a % e rispetto al quale il sistema X 
si muove ruotando intorno ad O € K,. Si può vedere quindi dalla 
formula (2) che 

v=v+v+% 
dove 


v= q Ck è la velocità assoluto, 


v' —= BQ Ck è la velocità relativa, 
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v=BQ =[0, d—-r]€EX è la velocità angolare di trascina- 
mento, 


vo=r Ck è la velocità del sistema mobile di coordinate. 


Problema. Dimostrate che la velocità angolare di un 
corpo rigido non dipende dalla scelta dell’origine delle coordinate 
del sistema mobile KX nel corpo rigido. 

Problema. Mostrate che lo spostamento più generale di 
un corpo rigido è dato dallo spostamento elicoidale, cioè il pro- 
dotto di una rotazione di un angolo @ intorno ad un qualche asse 
e di una traslazione è lungo quest’asse. 

Problema. Un orologio giace su un tavolo. Trovare la 
velocità angolare della lancetta contaore: a) rispetto alla Terra, 
b) rispetto ad un sistema inerziale di coordinate. 

Suggerimento. Se sono dati tre sistemi di coordinate 
k, K,, K,, allora la velocità angolare di X, rispetto a X è uguale 
alla somma delle velocità angolari di X, rispetto a X% e di XK, ri- 
spetto a X,, poiché 


(E+At+..J(E+A+...=E+(A4+A)t+... 


$ 27. Forze d'inerzia. Forza di Coriolis 


Le equazioni del moto, in un sistema non inerziale di coor- 
dinate, differiscono dalle equazioni del moto in un sistema iner- 
ziale per dei termini complementari dovuti alle forze d'inerzia. 
Questo fatto permette di osservare sperimentalmente la non iner- 
zialità (per esempio, la rotazione della Terra intorno al suo asse). 

A. Sistema di coordinate che si muove di moto traslatorio. 

Teorema. Nel sistema di coordinate K, che si muove di moto 
traslatorio rispetto ad un sistema inerziale k, il moto dei sistemi 
meccanici avviene come se il sistema di coordinate K fosse inerziale, 
solo che su ogni punto di massa m agisce una forza 


complementare, « forza d'inerzia », F =_ mr, a 
dove r è l'accelerazione del sistema K. 
Dimostrazione. Se Q=Q—-r(t), m(g-P) 


allora mQ =mq—mr. L'effetto del moto tra- 

slatorio del sistema di coordinate consiste nell’ap- /T1\\ 
parizione di un campo omogeneo di forza in yy 
più, —mW, dove W è l’accelerazione dell’ori- 


gine delle coordinate, c.v.d. Fig. 107. Au- 
Esempio 41. Ilrazzo alla partenza ha mento di gra- 


un’accelerazione diretta verso l’alto (fig. 107). 

Di conseguenza il sistema di coordinate K, solidale con il razzo, 
non è inerziale e quindi un osservatore che si trovasse all’interno 
del razzo potrebbe osservare gli effetti del campo di forza —m IV, e 
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misurare la forza d'inerzia usando, per esempio, un dinamometro. 
In questo caso la forza d’inerzia si chiama aumento di gravità. 
Esempio 2. Saltando da una torre un tuffatore ha un’ac- 
celerazione g, diretta verso il basso. Di conseguenza la somma del- 
la forza d'inerzia e del peso è uguale a zero; misure con dinamome- 
tro mostrano che il peso di ogni oggetto è uguale a zero; tale stato 
viene perciò chiamato imponderabilità. E esattamente lo stesso 
fenomeno che si osserva nei voli balistici liberi degli sputnik in 
cui la forza d'inerzia è opposta alla forza di attrazione della Terra. 
Esempio 83. Se il punto di sospensione di un pendolo si 
muove con accelerazione W (t), allora il pendolo si muove come 
se l'accelerazione di gravità g fosse variabile ed uguale a g — W'"(t). 
B. Sistema di coordinate ruotante. Sia B,: XK + una rota- 
zione del sistema di coordinate X rispetto ad un sistema fisso di 
coordinate %. Indicheremo con @ (t) € K il raggio vettore del 
punto che si muove nel sistema mobile di coordinate, e con q (t) = 
= B.@ (t) Ek il raggio vettore nel sistema fisso. Il vettore velo- 
cità angolare nel sistema mobile di coordinate sarà indicato, come 
nel paragrafo 26, con £. 
Supponiamo che nel sistema di coordinate % il moto del punto 


q sia soluzione dell’equazione di Newton mq = f (9, 9). 

Teorema. In un sistema di coordinate ruotante il moto avviene 
come se in ogni punto mobile @ di massa m agissero tre « forze d’iner- 
zia » complementari: 


forza inerziale di rotazione m (2, Ql, 


forza di Coriolis 2m [®, QÌ, 
forza centrifuga m [Q, [Q, Q]l. 
E quindi | 


m@=F —mIù, Q]—2m[9, d1—m[9, (9, Q1I, 
dove 
BF (Q, 2)=f(BQ, (BQ)). 

La prima di queste tre forze d'inerzia si osserva solo nel caso 
di una rotazione non uniforme; la seconda e la terza sussistono 
anche per rotazioni uniformi. 

La forza centrifuga (fig. 108) è volta 
sempre nella direzione che si allontana 
| dall’asse istantaneo di rotazione £, ed è 
-[2[2,9] uguale in modulo a | |?r, dove r è la 
distanza da quest’asse. Questa forza non 
dipende dalla velocità del moto relativo ed 


o [2,9] 


Ta) agisce anche sui corpi che sono in quiete 
Fig. 108. Forza d'iner- lispetto al sistema XK. 
8 zia centrifuga. La forza di Coriolis dipende dalla velo- 


cità Q. Nell'emisfero settentrionale spinge 
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verso destra qualunque corpo. che si muova sulla Terra, e verso 
oriente ‘ogni corpo che cade sulla Terra. 
Dimostrazione del teorema. Osserviamo che, 


per ogni vettore .X € X, abbiamo che BX= B [9, X]. Infatti, in 


accordo con il $ 26, BX = [®, x] = [BQ, BX]. Quest'ultima 
espressione è uguale a B [9, X], dato che l'operatore B conserva 
la metrica e l'orientamento e quindi anche il prodotto vettoriale. 


Da g=B@ otteniamo che q=BQ+BQ= B(Q+19, Q)). 
Differenziando ancora una volta troviamo 


q=B(Q+[92, Q))+B(0+[9, Q1+[2, Q))= 
= B([2,(2+[2, 2)1+Q+(9, Q)+[9, Q)= 
= B(Q+2/92, Q1+[9, [9, Q1))+[8, Q)), c.v.d. 


(Qui abbiamo utilizzato ancora una volta la relazione BX = 


= BIQ, X]; ma in questo caso X = Q+ 9, 
Consideriamo più in dettaglio l’effetto della rotazione della 
Terra sugli esperimenti di laboratorio. Dato che la Terra ruota 


praticamente uniformemente, si può supporre che Q2=0. La 


forza centrifuga assume il massimo valore all’equatore, dove vale 
-s? 
LP pg a EI 2 > 0 del peso. Ma essa varia di poco 


E 
nei limiti di laboratorio e quindi per osservarla si devono fare dei 
grandi percorsi. 

In accordo con quanto detto, si ha che in laboratorio la rota- 
zione della Terra si fa sentire solamente attraverso la forza di 


Coriolis: nel sistema di coordinate @, solidale con la Terra si 
ottiene con grande precisione 


— m@ =mg +2m[Ò, 9) 


(la forza centrifuga è contenuta in g). 

Esempio 1. Un sasso è gettato (senza velocità iniziale) 
in una miniera profonda 250 m alla latitudine di Leningrado 
(A = 60°). Di quanto si allontana dalla verticale? 

Risolviamo l’equazione 


per approssimazioni successive, tenendo conto che £ « 1. Ponia- 
mo (fig. 109) 


O0=Q,+ 022, dove, Q:(0)=9:(0)= 0 e Q=2:(0)+- 


Per Q, otteniamo allora 


Q,=2[gt, 2)+0 (922), Q= 5 19, dan, O), n= 
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Da questo è evidente che il sasso devia verso oriente appros- 
simativamente di 


5 |h]|Q|cosk = .250.7.10-5.3 ma 4 cm 


Problema. Qualè l’effetto deviante della forza di Corio- 
lis sulla traiettoria di ricaduta di un proiettile, che è stato sparato 
all'altezza di 1 km alla latitudine di Leningrado? 

Esempio 2. Pendolo di Foucault. 

Consideriamo le piccole oscillazioni di un pendolo matemati- 
co tenendo conto della forza di Coriolis. Sia dato un sistema di 


Q,(0) Q , 
N 
E 
I 
@,(t) 
Fig. 109. Deviazione di un sasso Fig. 110. Sistema di coordinate per 
che cade, dovuta alla forza di lo studio del moto del pendolo di 
Coriolis. Foucault. 


coordinate, individuato dagli assi e,, ey, e,, solidale con la Terra, 
e supponiamo che l’asse e, sia diretto verticalmente e che Cx) Cy 
giacciano sul piano orizzontale (fig. 110). Nell’ approssimazione 


delle piccole oscillazioni si ha che z=0 (in confronto a z, y), di 
conseguenza la componente orizzontale della forza di Coriolis 


sarà 2myQ,e, — 2mx%,ey. Da questo possiamo ricavare le equazio- 
ni del moto 


"e . 
fi ©°7+242»  (9,=|Q|senAg, dove A, è la latitudine). 
y= — @?y— 2202, 
Se poniamo x + iy = w allora si ha vw = r+ iy, w=tr + 
+ iy, e le due equazioni precedenti si possono scrivere come una 
sola equazione complessa 
w+ iBew +0w=0. 


Risolviamola: w=eM, A2+2i2,1+02=0, A= —iQ, + 
+iVQ+02. Ma 22 < @2. Quindi VOFa +02=©+0 (2), da cui, 
trascurando £?, abbiamo 

ir iQ, + io 
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ovvero, nello stesso grado di approssimazione, otteniamo 


- 195 (g,giot - {ot 
w=e “3? (cet +cge- 10), 


Per £, = 0 si ottengono le consuete oscillazioni armoniche 
del pendolo sferico. Noi vediamo quindi che l’effetto della forza 
di Coriolis consiste in una rotazione di tutto il sistema con una 
velocità angolare pari a —,, dove | 2, |= | £ | sen As. 

In particolare, se le condizioni iniziali corrispondono ad un 


moto piano (y (0) = y(0) = 0), allora il piano di oscillazione 
ruoterà con velocità angolare —,, rispetto al sistema di coordi- 
nate solidale con la Terra (fig. 111). 

Ai poli il piano di oscillazione compie una rotazione ogni 24 
ore (ed è fisso rispetto ad un sistema di coordinate che non ruota 
insieme alla Terra). Alla latitudine di Mosca (56°) il piano di 
oscillazione compie in una giornata lo 0,83 di rotazione completa, 
cioè ruota ogni ora di un angolo pari a 12,5°. 

Problema. Un fiume scorre con una velocità di 3 km/h. 
Per quale raggio di curvatura di un'ansa del fiume la forza di 
Coriolis, dovuta alla rotazione della Terra, è più forte della forza 
centrifuga, dovuta alla svolta compiuta dal fiume? 

Risposta. Il raggio di curvatura deve essere non più piccolo di 
una decina .di km per fiumi che si trovano a latitudini medie. 

La soluzione di questo problema spiega perché i grossi fiumi 
dell'emisfero settentrionale (come per esempio, il Volga nel suo 
tratto di mezzo) erodono principalmente la riva destra, e contem- 
poraneamente spiega perché fiumi come la Moscova, con le loro 
anse di piccolo raggio di curvatura, erodono alternativamente sia 
la riva destra che quella sinistra (cioè le rive esterne rispetto 
all’ansa). 


$ 28. Corpi rigidi 


In questo paragrafo si definiscono il corpo rigido, il tensore 
d’inerzia, l’ellissoide d'inerzia, i momenti d'inerzia e gli assi 
d’inerzia di un corpo rigido. 

A. Varietà delle configurazioni di un corpo rigido. 

Definizione. Per corpo rigido s'intende un sistema di 
punti materiali, sottoposti ad un vincolo olonomo che si può 
definire mediante la condizione che la distanza fra due qualsiasi 
punti del sistema è costante: 


|x; — x;|=r;;= cost. (1) 


Teorema. La varietà delle configurazioni di un corpo rigido è 
una varietà a sei dimensioni, e cioè R* x SO(3) (prodotto diretto 
fra lo spazio tridimensionale R* ed il gruppo SO(3) delle rotazioni di 
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tale spazio) se nel corpo rigido in questione ci sono almeno tre punti 
non allineati. 

Dimostrazione. Siano 2,, « © «3 tre punti del 
corpo che non giacciono sulla stessa retta. Sia data una tèrna 
destrogira di riferimento ortogonale tale che il suo primo vettore 
sia diretto come x3 — 21, e il secondo dalla parte dove si trova xs 
nel piano x1, xx, xs (fig. 112). 

Dalle condizioni |a. — e;|=r;j(i= 1,2, 3) segue che la 
posizione di tutti i punti del corpo è definita in maniera univoca 
dalle posizioni di x,, x, x, le quali individuano la posizione 


Fig. 111. Traiettoria del pendolo Fig. 112. Varietà delle configura- 
di Foucault. zioni di un corpo rigido. 


della terna di riferimento. La conclusione segue dal fatto che lo 
spazio di tutte le terne di riferimento in R° è R? x S0O(3), dato 
che ogni terna di riferimento si può ottenere da una data terna 
mediante una rotazione e una traslazione!. 

Problema. Trovare lo spazio delle configurazioni di un 
corpo rigido tale che tutti i suoi punti giacciano su di una retta. 

Risposta. R® x S?. i 

Definizione. Un corpo rigido con un punto fisso O è un 
sistema di punti materiali soggetti al vincolo x1=0, oltre a 
quello dato dalla (1). 

E evidente che la varietà delle configurazioni corrispondente 
a tale corpo rigido è il gruppo delle rotazioni SO(3). 

B. Leggi di conservazione. Consideriamo il problema di in- 
dividuare il moto di un corpo rigido libero che si muove per iner- 
zia, in assenza di campi di forze. Un esempio approssimativo è 
fornito dal moto delle navicelle spaziali. 

Il sistema è invariante rispetto a ogni possibile traslazione: 
la funzione di Lagrange è infatti invariante rispetto a tutte le 
traslazioni. Per il teorema di Noether abbiamo che esistono tre 
integrali primi: le tre componenti della quantità totale di moto. 
In altri termini abbiamo dimostrato il 

Teorema. /l centro d'inerzia di un corpo rigido, che si muove di 
moto libero, compie un moto rettilineo ed uniforme. 


1 Per l’esattezza, lo spazio delle configurazioni di un corpo rigido 
è R* x 0(3), e R3 x SO(3) è solo una delle due componenti connesse di 
questa varietà, corrispondente all’orientamento scelto per il corpo. 
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Dal teorema segue che noi possiamo considerare un sistema 
di coordinate inerziale, in cui il centro d’inerzia è fisso. In tal 
modo otteniamo il 

Corollario. Un corpo rigido libero ruota intorno al sup centro 
d'inerzia come se questi fosse vincolato ad un punto fisso O. 

Il problema è stato ricondotto al problema a tre gradi di li- 
bertà del moto di un corpo rigido intorno ad un punto fisso O. 
Studiamo accuratamente questo problema, senza fare necessaria- 
mente l’ipotesi che O sia il centro d’inerzia del corpo. 

La lagrangiana è invariante rispetto a tutte le rotazioni intor- 
no al punto O. Per il teorema di Noether esistono in corrisponden- 
za tre integrali primi: le tre componenti del vettore del momento 
della quantità di moto. Analogamente si conserva l'energia totale 
del sistema £ = 7 (in questo caso essa è puramente cinetica). 
Perciò è stato dimostrato il 

Teorema. Nel problema del moto di un corpo rigido intorno ad 
un punto fisso O, in assenza di forze esterne, si hanno quattro inte- 
grali primi: M,.,, M,, M., E. 

E possibile dedurre delle conclusioni qualitative sul moto del 
sistema, utilizzando questo teorema e senza nessun calcolo espli- 
cito. 

La posizione e la velocità del corpo sono definiti da un punto 
della varietà 7 SO(3) a sei dimensioni, definita come il fibrato 
tangente alla varietà delle configurazioni SO(3). Gli integrali 
primi M,, M,, M., E sono quattro funzioni definite sulla varietà 
T SO(3) di dimensione 6. Si può verificare che, nel caso generale 
(se il corpo non soddisfa a particolari proprietà di simmetria) 
queste quattro funzioni sono indipendenti. Quindi le quattro 
equazioni 


M.,= Cw M,= Ca M, = Css E=C,>0 


definiscono una sottovarietà V. bidimensionale della varietà a 
sei dimensioni 7 S0(3). 

Questa varietà è invariante: se le condizioni iniziali del moto 
corrispondono ad un punto che si trova sulla varietà V,, allora 
per tutta la durata del moto il punto di 7 SO(3), che individua la 
posizione e la velocità del corpo, rimarrà su V.. 

Quindi la varietà V, ammette un campo vettoriale tangente 
(per l'esattezza il campo delle velocità del moto su 7 SO(3)); per 
Ci, > 0 questo campo non può ammettere punti singolari. Inoltre 
è facile verificare che V, è compatta (utilizzando E) e orientabile 
(dato che 7 SO(3) è orientabile) !. 


1 E facile dimostrare le seguenti affermazioni. 

1. Siano fi, -.., fg: M + R delle funzioni su di una varietà orienta- 
bile .M. Consideriamo l'insieme V individuato dalle equazioni fi = ci, ... 
- « «s fn = cp. Supponiamo che i gradienti di f;,, ..., fx iL ogni punto di V 
siano linearmente indipendenti. Allora V è orientabile. 
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In topologia si dimostra che tutte le varietà connesse bidi- 
mensionali compatte ed orientabili sono delle sfere con n manici, 
n>0 (fig. 113). 

Di queste soltanto il toro (n = 1) ammette un campo vetto- 
riale tangente senza punti singolari. 

Di conseguenza la varietà invariante V, è un toro bidimen- 
sionale (ovvero l'unione di alcuni tori). 

Mostreremo nel seguito che si possono scegliere su questo toro 
delle coordinate angolari @,, «, (mod 2x), tali che il moto del 


A POE Ge 


Fig. 113. Varietà bidimensionali connesse compatte ed orientabili. 


punto immagine su V, è individuato dalle equazioni g, = ©; (c), 


Pr = 7 (c). 

In altri termini, la rotazione di un corpo rigido si presenta 
come la sovrapposizione di due moti periodici, con diversi periodi 
in generale: se le frequenze ©, e @, sono 
incommensurabili tra di loro, il corpo non 
torna mai in uno stato di moto passato. Le 
quantità ©, e ©, dipendono dalle condizioni 
iniziali del moto c. 

C. Operatore d’inerzia. Passiamo ora alla 
teoria quantitativa ed introduciamo le seguen- 
ti notazioni. Sia k un sistema di coordinate 
fisso e K un sistema ruotante insieme al corpo 
Fig. 114. Raggio intorno ad un punto O: in tale sistema il 
vettore, vettore corpo è in quiete. Ogni vettore nello spazio K 
Mi 6 velocità viene trasformato in un vettore nello spazio £ 
to della quantità Mediante un operatore B. I vettori corrispon- 
di moto di un pun- denti negli spazi X e X saranno indicati con le 
to del corpo nello stesse lettere: sarà usata la maiuscola per i 

Spazio. vettori di X, la minuscola per i vettori di %. 

Così, per esempio (fig. 114), 
q€E{k è il raggio vettore di un punto nello spazio, 
Q € K è il raggio vettore dello stesso punto nel sistema 


solidale con il corpo, q = B9Q, 


2. Il prodotto diretto di variétà orientabili è orientabile. 

3. Il fibrato tangente 7 SO(3) è il prodotto diretto R? x S0(3). 

Le varietà tali che il loro fibrato tangente è un prodotto diretto si 
chiamano parallelizzabili. Il gruppo SO(3) (come ogni gruppo di Lie) è para]- 
lelizzabile. 

4. Le varietà parallelizzabili sono orientabili. 

Da 1-4 segue l’orientabilità di SO(3), 7 S0O(3) e V.. 
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v=qEkè il vettore velocità di un punto nello spazio, 
V € K è il vettore velocità nel corpo, v = BV, 

® € k è la velocità angolare nello spazio, 

Q € K è la velocità angolare nel corpo, © = B®, 

m € k è il momento della quantità di moto nello spazio, 


M € K è il momento della quantità di moto nel corpo, 
m = BM. 

Dato che l’operatore B: XK + X conserva la metrica e l’orien- 
tamento, allora conserva anche il prodotto scalare e quello vet- 
toriale. 

Per definizione di velocità angolare ($ 26), 


v=[0, 9g]. 


Per definizione di momento della quantità di moto di un 
punto di massa m rispetto ad O, 


m = Î[q, mv) = m lq, lo, qll. 


E quindi 
M =mIQ, 0, Qll. 


Da questa relazione segue l'introduzione di un operatore lineare 
che trasforma £ in M: 


A:K- K, AQ = M. 


Questo operatore dipende anche dal punto del corpo (@) e dalla 
sua massa (m). 
Lemma. L'operatore A è simmetrico. 
Dimostrazione. Per ogni X EX, YEKa causa 
della relazione (fa, b], c) = ({c, a], è) abbiamo 


(AX, Y)=m([Q, [X, Ql], Y) = m((Y, QI, X, Q)), 


DI 


e l’ultima espressione è simmetrica rispetto a _X e Y, c.v.d. 
Sostituendo al posto di X e Y il vettore velocità angolare 
Q ed osservando che [Q, Q]?= V? = +?, otteniamo il 
Corollario. L'energia cineticg di un punto del corpo è una 
forma quadratica nel vettore velocità angolare ©, e precisamente 
è data da 


= (49, 9=3(M,9) 


L’operatore simmetrico A si chiama operatore (ovvero tenso- 
re) d'inerzia del punto Q. 

Se il corpo è costituito da molti punti @; con massa m,, 
allora, sommando, otteniamo il 

Teorema. Il momento della quantità di moto M di un corpo 
rigido rispetto ad un punto fisso O dipende linearmente dalla velocità 
angolare £, esiste cioè un operatore lineare A: K + K, AQ = M. 
L'operatore A è simmetrico. 
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L'energia cinetica del corpo è una forma quadratica nella 
velocità angolare ®, 


1 1 


Dimostrazione. Per definizione, il momento della 
quantità di moto del corpo è uguale alla somma dei momenti dei 
suoi punti: 

M=\ M=Y 4,29=A9, dove A==\ A, 
i i i 
Dato che, per il lemma precedente, l’operatore d'inerzia 


di ogni punto A; è simmetrico, anche l’operatore A è simmetrico. 
Otteniamo così per l’energia cinetica, per definizione, 


T=ST.=Y3(Mun 9=3(M, 29)=3 (49, 2), c.v.d. 


i I 


D. Assi d’inerzia. L'operatore A ammette, come ogni opera- 
tore simmetrico, tre autovettori ortogonali a due a due. Siano 
€©1, €2, @3€ K i versori di questi autovettori, /,, /,, /3s gli auto- 
valori. Nella base e; l'operatore d'inerzia e l’energia cinetica 
hanno una forma particolarmente semplice 


Mi=1IG, 
= 1 (1,02+ 1,22 +1,92). 


Gli assi e, si chiamano assi d'inerzia del corpo nel punto O. 

Naturalmente se i numeri /,, 7.,, 7/3 non sono tutti diversi, 
gli assi d’inerzia sono definiti in modo non univoco. Chiariamo 
in maniera più dettagliata il significato degli autovalori 
I,, In, Is. 

Teorema. L'energia cinetica di un corpo rigido, vincolato ad 
un punto O, che ruota con velocità angolare Q = Le (= |L |) 
intorno all'asse e è pari a 


T=319, dove Io= miri 
i 


e r; indica la distanza dell’i-esimo punto dall'asse e (fig. 115). 
Dimostrazione. Per definizione si ha che mr=3 di muovì, 


ma |w|=r,, quindi 7 =} ( dI murì ) 022, c.v.d. 


Il numero /, dipende dalla direzione e dell’asse di rotazione 
£ nel corpo. 
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Definizione. /, si chiama momento d'inerzia del corpo 
rispetto all’asse e: 


I,= Di mir. 


Confrontando le due espressioni ottenute per 7, si ottiene 
il 

Corollario. Gli autovalori I, dell'operatore d'inerzia A sono 
i momenti d'inerzia del corpo rispetto agli assi d’inerzia e.. 


= e 
/ ELLiSSOLUC 
d'inerzia 
Fig. 115. Energia cinetica di un Fig. 116. Ellissoide d'inerzia. 


corpo che ruota intorno ad un asse. 


E. Ellissoide d'inerzia. Per studiare la dipendenza del mo- 
mento d’inerzia /, dalla direzione dell’asse e nel corpo, conside- 


riamo i vettori e/V T,, dove il versore e varia nella sfera unitaria. 
Teorema. / vettori e/V I. formano un ellissoide in K. 
Dimostrazione. Se 2= e/V/., allora la forma 


quadratica 7 = 3 (A, 2) è uguale ad 1/2. Quindi {L} è l'insie- 


me di livello di una forma quadratica definita positiva, cioè è 
un ellissoide, c.v.d. Si può dire che questo ellissoide è costituito 
dai vettori velocità angolare ®, per i quali l’energia cinetica 
è uguale ad 1/2. 

Definizione. L'ellissoide {2: (AQ, 2) = 1} si chiama 
ellissoide d'inerzia del corpo nel.punto O (fig. 116). 

Usando gli assi d’inerzia e,, l'equazione dell’ellissoide ha la 
seguente forma: 


1, + 10 + 1,98=1. 


Quindi, si ha che gli assi principali dell’ellissoide d’inerzia sono 
diretti lungo gli assi d'inerzia e la loro lunghezza è inversamente 
proporzionale a VI;. 

Osservazione. Se il corpo è schiacciato lungo un 
qualsiasi asse allora il momento d’inerzia rispetto a quest’asse 
sarà piccolo, e quindi, anche l’ellissoide d’inerzia sarà schiacciato 
lungo quest’asse, cosicché l’ellissoide d'inerzia possiede alcune 
caratteristiche del corpo. 
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Se il corpo possiede un asse di simmetria passante attraverso 
O di ordine È (tale cioè che il corpo si sovrappone a se stesso dopo 
una rotazione intorno a tale asse di un angolo pari a 2/k), allora 
l’ellissoide possiede lo stesso tipo di simmetria rispetto ad un tale 
asse. Ma un ellissoide con tre assi non possiede un asse di sim- 
metria di ordine £ > 2. Per questo motivo ogni asse di simmetria 
del corpo, avente ordine % > 2, è un asse di rotazione dell’ellis- 
soide d'inerzia e, di conseguenza, è un suo asse principale. 

Esempio. L'ellissoide d’inerzia relativo a tre punti di 
massa m situati nei vertici di un triangolo equilatero, rispetto 


Fig. 117. Ellissoide d’inerzia di Fig. 118. Solido continuo. 
un triangolo equilatero. 


al centro O, è un ellissoide di rotazione intorno alla normale al 
piano del triangolo (fig. 117). 

Se esistono parecchi assi di questo tipo allora l’ellissoide 
d'inerzia è una sfera ed ogni asse è un asse principale. 

Problema. Trovare la retta che passa attraverso il 
centro di un cubo tale che la somma dei quadrati delle distanze 
dei vertici del cubo da essa sia: a) massima, b) minima. 

Osserviamo ora che l’ellissoide d’inerzia (ovvero l’operatore 
d’inerzia, ovvero i momenti d’inerzia /,, /,, 7/3) definisce in modo 
completo le proprietà della rotazione del nostro corpo: se noi 
consideriamo infatti due corpi aventi lo stesso ellissoide d’iner- 
zia allora, se le condizioni iniziali coincidono, si muoveranno 
in modo uguale (dato che hanno lagrangiane uguali L = 7). 

Perciò possiamo concludere che lo spazio di tutti i corpi 
rigidi, considerando il problema della rotazione intorno ad un 
punto O, è tridimensionale qualunque sia il numero di punti che 
compone il corpo. 

Possiamo inoltre anche considerare un « solido continuo di 
densità gp (Q)» pensando al limite per AQ + 0 di una successione 
di corpi formati da un numero finito di punti @;,, di massa 
P(Q:) AQ: (fig. 118), ovvero considerando, cosa del tutto equi- 
valente, un qualunque corpo con momenti d’inerzia 


I.={{{(0)r:(0)40, 
dove r è la distanza di @ dall'asse e. 
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Esempio. Trovare assi e momenti d'inerzia di una la- 
mina piana omogenea |x|<a, |[y|<bd, z=0 rispetto ad O. 

Soluzione. Poiché la lamina ha tre piani di simmetria, 
l’ellissoide di inerzia ha gli stessi piani di simmetria e, dunque, 
assi di inerzia z, y, z. Inoltre 


ugualmente 


è chiaro che J/,=/I,+t In 
Problema. Dimostrare che i momenti di inerzia di un 
qualsiasi corpo soddisfano le -disuguaglianze triangolari 


Is<lIa tI» IangTlitI3, IizIT, +13 


e, inoltre, che l'uguaglianza può aver luogo solo per un corpo 
piano. 

Problema. Trovare assi e momenti di inerzia di un 
ellissoide omogeneo di massa m con semiassi a, bd, c rispetto al 
centro O. 

Suggerimento. Considerate dapprima la sfera. 

Problema. Dimostrare il teorema di Steiner: 

I momenti di inerzia di un qualsiasi corpo rigido relativi a due 
assi paralleli, uno dei quali passa per il centro di inerzia, sono 
legati dalla relazione 


I=JIL+ mr, 


dove m è la massa del corpo, r la distanza tra i due assi, I, il momen- 
to d’inerzia rispetto all’asse, che passa per il centro di inerzia. 

Così, il momento di inerzia rispetto ad un asse passante per 
il centro di inerzia è minore del momento di inerzia rispetto a 
qualsiasi asse parallelo. 

Problema. Trovare assi e momenti d'inerzia di un 
tetraedro omogeneo rispetto al suo vertice. 

Problema. Disegnare il vettore del momento della 
quantità di moto M per un corpo con dato ellissoide d’inerzia, 
che gira con velocità angolare Q. 

Risposta. M ha la direzione della normale all’ellissoide di 
inerzia nel punto sull’asse £ (fig. 119). 

Problema. Da un corpo rigido, vincolato in un punto 
fisso O, si è tolto un pezzo (fig. 120). Come cambiano i momenti 
di inerzia principali? 

Risposta. Tutti e tre i momenti principali diminuiscono. 

Suggerimento. Cfr. $ 24. 
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Problema. Ad un corpo rigido con momenti d'inerzia 
I, >,I2a > I si è aggiunta un piccola massa e nel punto Q = 
= 16, + x3€s + x3€3. Trovare il cambiamento di /, ed e, con 
un errore O (e?). 

Risoluzione. Il centro d'inerzia si sposta a una distan- 
za dell'ordine di e. In conseguenza di ciò, i momenti di inerzia 
del vecchio corpo rispetto ad assi paralleli passanti per il vec- 
chio e il nuovo centro d’inerzia, differiscono per una quanti- 
tà dell'ordine di e?. Nello stesso tempo l’aggiunta di massa cambia 


lo) 
M 
Fig. 119. Velocità angolare, ellis- Fig. 120. Comportamento dei mo- 
soide d'inerzia e momento della menti d’inerzia in seguito a una 
quantità di moto. riduzione del corpo. 


il momento d’inerzia rispetto a qualsiasi asse fissato di una quan- 
tità dell'ordine ‘di e. Per questo motivo nei calcoli con un errore ; 
O (e?), possiamo trascurare lo spostamento del centro d’inerzia. 

Così, l’energia cinetica, dopo l’aggiunta di una piccola mas- 
sa, prende la forma 


T=T,+e19, Q)?+0 (22), 


dove T, = 2 (I 123 + 7,03 + 2/30) è l’energia cinetica del cor- 


po iniziale. Cerchiamo l’autovalore /; (€) e l’autovettore e; (€) 
dell'operatore di inerzia in forma di serie di Taylor sviluppate 
in e. Uguagliando i coefficienti di e nella relazione A (€E)x 
Xe; (e) = Z; (€) e) (€), troviamo, con un errore O (e?), 


I (€) 2 I1+e(23+23), ere merte(7l e,+ it 03). 


Dalla formula per /, (e) si vede che il cambiamento dei momenti 
principali d’inerzia (con una approssimazione del primo ordine 
su e) è lo stesso, come se il centro e gli assi d’inerzia non fossero 
cambiati. La formula per e; (€) mostra come cambia la direzione 
degli assi principali: il semiasse maggiore più vicino dell’ellis- 
soide d'inerzia si avvicina al punto dove si è aggiunta la massa, 
mentre il minore si allontana da esso. Inoltre, l'aggiunta di una 
piccola massa su uno dei piani principali dell’ellissoide d'inerzia 
fa ruotare i due assi che giacciono su questo piano e non cambia 
la direzione del terzo asse. Le differenze tra momenti d’inerzia 
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ché compaiono al denominatore dipendono dal fatto che l'ellis- 
soide di rotazione ha assi principali indeterminati. Se l’ellissoide 
d’inerzia è vicino a un ellissoide di rotazione (diciamo /, ® 
2 I), l'aggiunta di una piccola massa può far ruotare di molto 
gli assi principali e, ed e, sul piano individuato da essi. 


$ 29. Equazioni di Eulero. Descrizione del moto secondo Poinsot 


In questo paragrafo analizziamo il moto di un corpo rigido 
intorno a un punto fisso in assenza di forze esterne e nello stesso 
tempo il moto di un corpo rigido libero. Il moto risulta a doppia 
frequenza. 

A. Equazioni di Eulero. Consideriamo il moto di un corpo 
rigido intorno a un punto fisso O. Sia M il vettore del momento 
della quantità di moto del corpo rispetto a O nel corpo, £ il 
vettore della velocità angolare nel corpo, A l’operatore di inerzia 
(AL = M); i vettori £, M appartengono al sistema mobile di 
coordinate X ($ 26). Il vettore del momento della quantità 
di moto del corpo rispetto ad O nello spazio m = BM si conserva 
durante il moto ($ 28, B). 

Cioè il vettore M nel corpo (M € K) deve, muoversi in modo 
tale che il vettore m = B, M(t) durante il variare di t non cambi. 

Teorema. Ha luogo la relazione 


Si MQ. (1) 


Dimostrazione. Applichiamo la formula (5) del 
$ 26 per la velocità di moto di un « punto » M (t)€ K rispetto 
allo spazio fisso X. Si ha 


mx BM +[0, m]=B(M+[2, M])). 


Ma poiché il momento rispetto allo spazio mè. si conserva (m = 
= 0), M + [Q, M]=0, c.v.d. 

La relazione (1) si chiama equazione di Eulero. Poiché M = 
= A, la (1) si può considerare un'equazione differenziale ri- 
spetto a M (0 a L). Se 


2 = Le, + Wes + Le, M = Me + M262+ M3e; 


sono le decomposizioni di £ e M secondo gli assi d’inerzia in 
O, allora M;.= Zi; e la (1) prende la forma del sistema di tre 
équazioni 


d 
i =aMMs, dla = aM3M,, dla = 03M Ma, (2) 
Ig I I,—-I _ 
dove a, =<+#7: a= 7 , d3= no , oppure la forma 
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di un sistema di tre equazioni per le tre componenti della veloci- 
tà angolare 


5 = (1,13) 2,9, 


I, do, = (I 11) 239, 


dt 
de? 
Ig 7 = (11-13) 20. 


Osservazione. Se sul corpo agiscono forze esterne, 
la somma dei cui momenti rispetto a O è uguale a n nel sistema 
di coordinate fisso e a N in quello mobile (n = BN), allora 


m="n 
e le equazioni di Eulero assumono la forma 


SI = [M,9]+N. 


B. Studio delle soluzioni delle equazioni di Eulero. 
Lemma. L'equazione di Eulero (2) ha due integrali primi 
quadratici 


Mi è M°=M*+M3?4M?, 
3 


Dimostrazione. ÉZ si conserva per la legge di conser- 
vazione dell'energia, mentre .M? si conserva per la legge di con- 
servazione del momento m, dato che 
m?= M? = M?. Il lemma è dimostrato. 

Dunque .M giace sull’intersezione 
KIUAN È dell’ellissoide con la sfera. Per ordinare 

la costruzione delle curve d’intersezione, 
ig €, cominceremo col fissare l’ellissoide E > 0 

e varieremo il raggio della sfera M 
e, (fig. 121). 

Supponiamo, per fissare le idee, che 


Fig. 121. Traiettorie del- ‘oi »liiann: 
le equazioni di Eulero I, >I,>1I3. I semiassi dell’ellissoide 


sulla superficie dislivel- saranno V 2E/,>V2EI,> VW 2EI;. Se 
lo dell'energia. il raggio della sfera M è minore del 


più piccolo semiasse o maggiore del 
più grande (M<V2EI, 0 M=>V2£EI,, allora l’intersezione 
è vuota, e a tali valori di £ e di M non corrisponde nessun moto 
effettivo. Se il raggio della sfera è uguale al semiasse più piccolo, 
allora l’intersezione consiste di due punti. Aumentando il raggio 
(V2EI,<M<)\/2EI))si ottengono due curve intorno agli estre- 
mi del semiasse più piccolo. Esattamente nello stesso modo, se il 
raggio della sfera è uguale al semiasse maggiore si ottengono come 


144 


intersezioni i suoi estremi, se è un poco più piccolo, due curve 
chiuse vicine agli estremi del semiasse maggiore. Infine, se M = 


= V2EI, l’intersezione consiste di due circonferenze. 

Ognuno dei sei estremi dei semiassi dell’ellissoide rappresen- 
ta una singola traiettoria dell'equazione di Eulero (2), posizione 
stazionaria del vettore M. Ad esso corrisponde il valore costante 
del vettore velocità angolare, orientato lungo uno degli assi di 
inerzia e;; in questo caso £ rimane tutto il tempo collineare ad 
M. Così il vettore velocità angolare conserva collineare ad m la 
sua posizione @ nello spazio: il corpo gira semplicemente con 
velocità angolare costante intorno all’asse d’inerzia e; fisso nello 
spazio. 

Definizione. Il moto di un corpo, durante il quale 
la sua velocità angolare rimane costante (@ = cost, £ = cost), 
si chiama rotazione stazionaria. 

E dimostrato il 

Teorema. Un corpo rigido, vincolato a un punto O, ammette 
una rotazione stazionaria intorno a uno qualsiasi dei suoi tre assi 
d'inerzia €e,, @,, €©@3- 

Se, come abbiamo supposto, /, > Z, > 7, allora la parte 
destra dell’equazione di Eulero non si riduce a O in nessun'altra 
posizione, cioè non vi sono altre rotazioni stazionarie. 

Studiamo ora la stabilità (secondo Ljapunov) delle soluzioni 
stazionarie dell’equazione di - Eulero. 

Teorema. Le soluzioni stazionarie M=M\e,\e M=Mse; delle 
equazioni di Eulero, corrispondenti agli assi d'inerzia maggiore 
e minore, sono stabili, mentre la soluzione corrispondente a quello 
medio (M = Me.) è instabile. 

Effettivamente, per una piccola deviazione della condizione 
iniziale da Me, 0 M;e3 la traiettoria sarà una piccola curva 
chiusa, mentre per una piccola deviazione da M,e, sarà una curva 
grande. 

Problema. Sono stabili secondo Ljapunov le rotazioni 
stazionarie di un corpo intorno agli assi d'inerzia maggiore e 
minore? 

Risposta. No. 

C. Descrizione del moto secondo Poinsot. Ci raffiguriamo bene 
il moto dei vettori momento e velocità angolare nel corpo (M e £). 
Esso è periodico se M # V 2EI,. 

Per vedere come ruota il corpo nello spazio, consideriamo 
il suo ellissoide d'inerzia: 


E = {L2: (AQ, 2) = 1})C XK, 
dove A: -+ M è l'operatore simmetrico d’inerzia del corpo, 
vincolato in O. 


In ogni istante l’ellissoide E occupa nello spazio fisso X la 
posizione B;E. 
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Teorema (di Poinsot). L'’ellissoide d'inerzia rotola, senza 
strisciare, su un piano fisso perpendicolare al vettore del momento 
m (fig. 122). 

Dimostrazione. Consideriamo il piano ax, perpen- 
dicolare al vettore del momento m e tangente all’ellissoide d’i- 
nerzia B,E. Di tali piani ne esistono in tutto due, e nel punto dì 
tangenza la normale all’ellissoide è 
parallela a ma. 

Ma l’ellissoide d’inerzia E ha nel 
punto £ come normale grad (A, 2) = 
= 2A = 2M. Per questo nei punti 


Co O 
*+$=753 
con B:E la normale a B,E è proprio 
collineare a _m. 

Così, il piano n è tangente a B;E 
nei punti sull’asse istantaneo di rota- 
zione, + È. Ma il prodotto scalare 
di s col vettore fisso m è uguale a 


Fig. 122. Rotolamento +77(m, 0)=£V27 e quindi co- 


dell’ellissoide d'inerzia sul stante. Ciò vuol dire che la distanza 
piano fisso. del piano x da O non varia, cioò 
che il piano x è fisso. 

Poiché il punto di tangenza si trova sull’asse istantaneo di 
rotazione, la sua velocità è nulla. Ciò implica che l’ellissoide 
BE rotola su sx senza scivolare, c.v.d. 

Corollario. Per condizioni iniziali vicine alla rotazione sta- 
zionaria intorno all'asse d'inerzia maggiore (o minore), la velocità 
angolare rimane sempre vicina alla sua posizione iniziale non solo 
nel corpo (9), ma anche nello spazio (@). 

Consideriamo ora la traiettoria del punto di tangenza sul 
piano fisso n. Quando il punto di tangenza avrà fatto un giro 
completo sull’ellissoide, le condizioni iniziali si ripetono, con 
questa sola differenza, che il corpo avrà girato di un certo angolo 
a intorno all’asse m. Il secondo giro sarà esattamente simile al 


d’intersezione dell’asse © 


primo; se a = n, il moto nel suo complesso è periodico, se 


invece l’angolo non è commensurabile con 2n, allora il corpo 
non torna mai allo stato di partenza. 
Il punto di tangenza inoltre ricopre sul piano x in modo 
ovunque denso l’anello con centro O' (fig. 123). 
Problema. Dimostrate che le componenti connesse delle 
varietà invarianti bidimensionali V. ($ 28, B) nello spazio a sei 
dimensioni 7 SO(3) sono dei tori e che su essi si possono scegliere 


le coordinate @,, p, mod 2x in modo tale che Q, = = ;} (Cc), Q, = 
= 3 (c). 
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Suggerimento. Come q, prendere la fase della varia- 
zione periodica di M. i 

Consideriamo ora un importante caso particolare, quando 
cioè l’ellissoide d'inerzia è un ellissoide di rotazione: 


I,j=]l3,zklx 


In questo caso l’asse dell'ellissoide, B;€1, l’asse istantaneo 
di rotazione © e il vettore m giacciono sempre sullo stesso pia- 
no. Gli angoli tra loro e il modulo del vettore © si conservano, il 
punto di tangenza descrive delle circonferenze sia sull'ellissoide 


Fig. 123. Traiettoria del [punto Fig. 124. Rotolamento dell’ellis- 
di tangenza sul piano fisso. soide di rotazione sul piano fisso. 


che sul piano; gli assi di rotazione (©) e di simmetria (8B;e;) de- 
scrivono, con la stessa velocità angolare, dei coni intorno al vet- 
tore del momento m (fig. 124). 

Questo moto intorno a m si chiama precessione. 

Problema. Trovarela velocità angolare della precessione. 

Risposta. Scomponiamo il vettore velocità angolare @ sulle 
direzioni dei vettori del momentò m e dell’asse del corpo 2,e;. 
La prima componente darà anche la velocità angolare della pre- 
cessione ©wpr = M/I,. 

Suggerimento. Immaginare il moto del corpo in 
forma di prodotto di una rotazione intorno all'asse del momento 
e di una successiva rotazione intorno all’asse del corpo. La velo- 
cità angolare del prodotto di entrambi i moti è uguale alla som- 
ma dei vettori delle loro velocità angolari. 

Osservazione. Un corpo rigido, vincolato in un punto 
O, in assenza di forze esterne, rappresenta un sistema lagrangiano, 
il cui spazio delle configurazioni è un gruppo, precisamente 
SO(3), e la cui funzione di Lagrange, inoltre, è invariante rispet- 
to a traslazioni a sinistra. 
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Si può dimostrare che la parte significativa della teoria di 
Eulero del corpo rigido è basata su questa sola proprietà, e per 
questo motivo rimane valida per qualsiasi sistema lagrangiano 
invariante a sinistra per un qualsiasi gruppo di Lie. 

In particolare, applicando questa teoria al gruppo dei diffeo- 
morfismi di un dominio di Riemann D, che conservano l’elemento 
di volume, si possono ottenere i teoremi fondamentali dell’idrodi- 
namica di un liquido ideale. 


$ 30. Trottola di Lagrange 


In questo paragrafo si considera il moto di un corpo rigido 
dotato di simmetria assiale, vincolato a un punto fisso, in un 
campo di forza uniforme. Questo moto è costituito di tre processi 
periodici: rotazione, precessione e nutazione. 

A. Angoli di Eulero. Consideriamo un corpo rigido, vincolato 
a un punto fisso O e soggetto all’azione della forza peso mg. Il 
problema del moto di un tale « corpo rigido pesante » nel caso 
generale non è stato finora risolto e in un certo senso non è risol- 
vibile. 

In questo problema, con tre gradi di libertà, si conoscono 
solo due integrali primi: l’integrale dell'energia E =T+U 
e la proiezione del momento della quantità di moto sulla verti/ 
cale M,. 

Vi è un importante caso particolare, nel quale il problema 
può essere completamente risolto: la trottola simmetrica. Si chiama 
trottola simmetrica o lagrangiana un corpo rigido vincolato 
a un punto fisso O, il cui ellissoide d’inerzia in O è un ellissoide 
di rotazione e il cui baricentro si trova sull’asse di rotazione ey 
(fig. 125). 

In questo caso una rotazione intorno all'asse ey non cambia 
la funzione di Lagrange e deve esistere, per il teorema di Noether, 
un integrale primo complementare a E e M, (come vedremo, risulta 
esserlo la proiezione MM; del vettore del momento sull’asse es). 

Se si riescono a introdurre tre coordinate, tali che tra esse 
vi siano gli angoli di rotazione intorno all’asse z e intorno all’asse 
della trottola, allora queste coordinate saranno cicliche e il 
problema con tre gradi di libertà si riduce al problema con un solo 
grado di libertà (per la terza coordinata). 

Una tale scelta di coordinate, nello spazio delle configura- 
zioni SO(3), è possibile; queste coordinate , w, 0 si chiamano 
angoli di Eulero e formano in S0O(3) un sistema locale di coordi- 
nate, simile alle coordinate geografiche sulla sfera: con singolari- 
tà ai poli e, una plurivocità su un meridiano. 

Introduciamo i seguenti simboli (fig. 126): 

€x, @y) €; Sono i versori del sistema cartesiano destrogiro 


fisso, con origine nel punto O. 
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€, €3, @g sono i versori di un sistema di coordinate destrogiro 
mobile, solidale col corpo, orientati come gli assi d'inerzia del 
corpo in O. 

I,=Ix-4+1Issonoi momenti d’inerzia del corpo nel punto O. 

ey è il versore dell'asse [e,, es], chiamato «linea dei nodi». 
(Sono tutti vettori nello «spazio immobile » k.) 

Per sovrapporre il riferimento fisso (ex, e,, €,) al riferimento 
mobile (e, €43, €3), si devono compiere tre rotazioni: 


e, 


©; 
Asse della 
trottola 


zo= cos? 


0 


Lineo dei nodi 


Fig. 125. Trottola di Lagrange. Fig. 126. Angolo di Eulero. 


1) di un angolo @ intorno all'asse e,. Durante questa rotazione 
e, rimane fermo, mentre e, si sovrappone a ey; 

2) di un angolo 0 intorno all’asse ey. In questo modo e, si 
sovrappone a e, mentre ey rimane al suo posto; 

3) di un angolo w intorno all'asse es. Con questa rotazione 
€ si sovrappone a €,, mentre e; rimane fermo. 

Come risultato delle tre rotazioni e, si sovrappone a €}, e; 
a €3, quindi e, si sovrappone a e,. 

Gli angoli g, p, 0 si chiamano angoli di Eulero. Si dimostra 
facilmente il 

Teorema. La precedente costruzione fa corrispondere a ogni 
terna di numeri, @, 0, w, una rotazione dello spazio tridimensionale 
B (®, 0, w € SO(3), che trasporta il riferimento (ex, ey, e.) nel 
riferimento (e;, €>, €). Inoltre l'applicazione (g, 0, p) + B(9,9,) 
dà le coordinate locali 


0<pZ<21, 0<y<2an, 0<08<n 


nello spazio delle configurazioni della trottola, SO(3). 
Similmente alla longitudine geografica, g e w si possono 
considerare angoli mod 2x; per 8= 0 o 09=n l'applicazione 
(p, 0, + 2 ha una singolarità di tipo polare. 
B. Calcolo della funzione di Lagrange. Esprimeremo la fun- 
zione di Lagrange con le coordinate g, 0, e le loro derivate. 
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Evidentemente l’energia potenziale è uguale a 
U = { \ { zgdm=mgz,=mglcosì0, 


dove z, è l’altezza del baricentro sopra O (fig. 125). 
Calcoliamo l'energia cinetica. A questo fine è utile un picco- 
lo espediente: consideriamo il caso particolare @ = w = 0. 
Lemma. La velocità angolare di una trottola si esprime median- 
e le derivate degli angoli di Eulero secondo la formula 


= de, + (@ sen 0) €24 (+9 c0s 0) es 


sepuryp=0. 

Dimostrazione. Consideriamo la velocità di un punto 
della trottola, che occupi all’istante # la posizione r. Dopo un 
tempo di il punto occuperà la posizione (a meno di infinitesimi 
superiori a (dt)?) 


B (9 +d9,0+d0, ++ dy) B1 (9,0, p) 7, 


dove dg = pdt, da =0dt, dp=wdt. 
Conseguentemente, con la stessa approssimazione, il vettore 
dello spostamento è dato dalla somma dei tre termini 


B(p+d9, 0, 4) B'(9, 0, pr —r=[0g, r]dt, 
B(o, 6+d0, 4) 5"! (9, 0, p)r-r=[0e, r]dt, 
B(9, 9, p+dyp) B' (9, 0, f)r—-r=[0, r]dt 
(le velocità angolari ©, ‘e, ©y si determinano con queste for- 
mule). 
Dunque la velocità del punto r è 
La velocità angolare del corpo è allora 
O=0,+09t+ Oy, 


dove i termini sono calcolati con le formule precedenti. 

Rimane da scomporre i vettori @y, ©e, © nella base er, 
es, €s. Finora non ci siamo serviti del fatto che p = p= 0. Se 
g=p=0 allora 


B (9 + dp, 9, +) B- (9, 0, )) 


è semplicemente la rotazione intorno all'asse e, di un angolo 
de cosicché. 


v=(09 + 06 + y, rl. 


0, = pe,. 


Inoltre, B (9, 0 + d0, vw) B- (9, 6, y) nel caso p=yp=0 è 
semplicemente la rotazione di un ‘angolo d@ intorno all'asse 
€yx = x = e; di modo che 


De = 0e,. 


150 


Infine, 8 (©, 0, p + dp) 2" (6, 0, +) è la rotazione di un 
angolo dyw intorno ‘all'asse es e quindi 
= Per 


In conclusione per pg = p = 0 otteniamo 


= pe +Be, + fes. 
Ma evidentemente quando p=w=0 
e, = ez6059 + e, sen0. 
Così le proiezioni della velocità angolare sugli assi d'inerzia 
€:, Ca, €3 SONO 


= 0, o,= sen 0, W=w+@ così, c.v.d. 


Poiché T = 4 (7,03 + /,03 + /305), l'energia cinetica per p= 
=p=0 è data dallo formula 


1 (è? + gp? sen? 0) +3 LE (+ 9 cos 6)?. 


Ma l'energia. cinetica non può dipendere da @, wp: si tratta di 
coordinate cicliche e con una scelta, che non varia 7, dell'origine 
per la misura di g e w possiamo sempre fare p= 0, p=0. 

In questo modo, la formula ottenuta per l'energia cinetica 
è valida per ogni @, v. 

Otteniamo, così, la funzione di Lagrange 


L= 2 (è? + g2 sen? 0) +-& (* + Q cos 0)? — mglcos0. 
C. Studio del moto. Alle coordinate cicliche ©, wp, corrispon- 
dono gli integrali primi 
2 - M,=@(I,sen20+13cos20) +p/; cos 0, 
99 
2L _ M,=@I,cos0-+/3. 
dp 


Teorema. L'inclinazione 0 dell'asse della trottola rispetto alla 
verticale varia nel tempo, come rel sistema unidimensionale dotato 
di energia 


._ li; 
E = => 02 +Uest (0), 
dove l'energia potenziale sificace si ricava dalla formula 


Ur = (3M.—-Mscos 6)? 
e Dici At Pic DI 


IT, sent @ + mgl così. 


151 


Dimostrazione. In corrispondenza con la teoria gene- 


rale Sprimereno 9, w attraverso M, e M,. Otteniamo l’energia 
totale del sistema nella forma 


E=33 6245P Mi È + mglcos8+ 
4 Mi "3 1, cos 0) 
21,.sen? 0 


M,-M i) 
Fig. 127. Grafico della funzione pe ET 
f (u). 1907 
Il termine costante rispetto a 0, 37 = = E — F', non influisce 
sull'equazione per 0. Il teorema resta così dimostrato. 


Fig. 128. Traccia dell'asse della trottola sulla sfera unitaria. 


Per studiare il sistema unidimensionale ottenuto, è comodo 
porre così =u(-1<ux 1). 

Ponendo inoltre 
M, _— Mg 2E' 2mgl 
I; =a, = b, di x, I; bB>0 
possiamo riscrivere la legge di conservazione dell’energia £' 
nella forma 


uz= f(u), dove f(u)=(a—fu)(1—u?)—(a— bu), 
e la legge di variazione dell’azimut @ 


° a—bu 


PETTUu- 


Osserviamo che f (u) è un polinomio di terzo grado, f (+ 00) = 
= + co, mentre f(+t1)= — (a Fd <0, purché a xt. 
D'altra parte, a un moto effettivo corrispondono solo costanti 
a, b, a, } tali che per esse f (u) > 0 per qualche -1<u < 1. 
Così f (u) ha esattamente due radici reali, u, e us, nell’in- 
tervallo — IZu<41 (e una peru>I, fig. 127). 
Conseguentemente, l'inclinazione dell'asse della trottola 
9 varia periodicamente tra due valori limite 0,, 0, (fig. 128). 
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Questa variazione periodica dell’inclinazione si chiama 
nutazione. 

Consideriamo ora il moto dell'asse della trottola lungo 
l’azimut. Il punto d’intersezione dell'asse con la sfera unitaria 
si muove in un anello tra i paralleli 0, e 0,. Inoltre la variazione 
dell’azimut dell'asse si determina con l'equazione 


a— bu 
PITT: 


Se la radice u’ dell'equazione a = bu si trova all’esterno 
di (u,, us), allora l'angolo © varia in modo monotono e l’asse 
traccia sulla sfera unitaria una curva di tipo sinusoidale 
(fig. 128, a). 

Se invece la radice u’ dell'equazione a = bu sta all’interno 
di (u,, us), allora la velocità di variazione di g sui paralleli 0, e 04 
è opposta, e l’asse traccia sulla sfera una curva con nodi 
(fig. 128, bd). 

Se infine la radice u’ dell'equazione a = bu coincide con un 
estremo (poniamo u' = us), allora l’asse traccia una curva con 
cuspidi (fig. 128, c). 

L'ultimo caso, sebbene inusuale, si osserva ogni qualvolta 
lasciamo andare l’asse della trottola lanciata, senza velocità 
iniziale, con una inclinazione 0,: la trottola dapprima cade, 
ma poi si rialza. 

Il moto azimutale dell'asse della trottola si chiama preces- 
sione. Il moto risultante di una trottola consiste della rotazione 
intorno al proprio asse, della nutazione e della precessione. Ognu- 
no di questi tre moti ha la propria frequenza. Se le frequenze sono 
incommensurabili, la trottola non torna mai allo stato iniziale, 
sebbene gli si avvicini in modo arbitrario. 


$ 31. Trottola addormentata e trottola veloce 


Le formule ottenute al $ 30 riducono la soluzione delle 
equazioni di moto di una trottola a delle quadrature ellittiche. 
Però si possono ottenere più facilmente delle deduzioni qualita- 
tive sul moto, non servendosi di quadrature. 

In questo paragrafo si analizza la stabilità di una trottola 
in posizione verticale e si danno delle formule approssimate per 
il moto di una trottola lanciata velocemente. 

A. Trottola addormentata. Considereremo dapprima la solu- 
zione particolare delle equazioni di moto, nel caso che l’asse della 
trottola rimanga sempre verticale (0 = 0) e la velocità angolare 
sia costante (trottola « addormentata »). Risulta, chiaramente, 
M,= My=I;0g (fig. 129). 

Problema. Dimostrare che la rotazione stazionaria 


° 


intorno alla verticale è sempre instabile secondo Ljapunov. 
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Considereremo il moto dell’asse della trottola e non quello 
della trottola stessa. L’asse della trottola rimarrà stabilmente 
vicino alla verticale, cioè l'angolo 0 resterà piccolo? 

Sviluppiamo l’energia potenziale efficace del sistema 


Un = (M,—-Mgcos 6)? 


21, sen? 6 + mgl cos 8 


in una serie di potenze di 9. Troviamo 


04 
130937. 4 02 
Uer= pg t ...—mgl—+...= 
=C+A402+..., A= Oi mel 


8/1 2 


Se A 0, la posizione d’equilibrio 9 = 0 del sistema unidimen- 
sionale è stabile, mentre se A <0, è instabile. Dunque, la condi- 
zione di stabilità assume la forma 


ot> felt / 


Quando l'attrito porta la velocità di rota- 
zione della trottola addormentata al di sotto 
di questo limite, essa si «sveglia ». 

Problema. Dimostrate che, per wj > 


Fig. 129. Trot- 4mgli, x 
tola addormen- — 13° l’asse della trottola addormentata è 


tata. stabile anche rispetto a quelle perturbazioni, 

che cambiano i valori M.,, Mse non solo 0. 
B. Trottola veloce. Una trottola si dice veloce, se l’energia 
cinetica di rotazione è grande in confronto a quella potenziale: 


31,03 > mgl 


Da considerazioni di similitudine risulta chiaro che l’au- 
mento di N volte della velocità angolare è esattamente equiva- 
lente a una diminuzione del peso di N? volte. 

Teorema. Se, conservando la posizione iniziale della trottola, 
si aumenta di N volte la velocità ‘angolare, la traiettoria della trot- 
tola sarà esattamente la stessa, che se l'accelerazione di gravità 
g fosse diminuita di N° volte, mentre la velocità angolare rimane 
la stessa. Inoltre, nel caso di una maggiore velocità angolare la 
traiettoria, naturalmente, viene percorsa N volte più velocemente *. 


! Indichiamo con @y (t, È) la posizione della trottola all'istante t, 
corrispondente alla condifione iniziale È € 7 S0(3) e all'accelerazione di 
gravità g. Allora il teorema afferma che 


Pg (t, NE) = Py-oe (NT, È). 
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Grazie a questo teorema, possiamo analizzare il caso g +0 
e adottare i risultati ottenuti per lo studio del caso W+ co. 

Consideriamo dapprima il caso g=0, cioè il moto di una 
trottola simmetrica, in assenza di forza peso. Compareremo due 
descrizioni di questo moto: quella secondo Lagrange ($ 30, E) e 
quella secondo Poinsot ($ 29, C). 

Prendiamo in considerazione inizialmente l'equazione di 
Lagrange relativa all'angolo d'inclinazione dell'asse della trot- 
tola 0. 

Lemma. /n assenza di forza peso l'angolo 0, per il quale vale 
M,= M3 cos®, è una posizione '‘d’equilibrio 
stabile dell'asse della trottola. 


U 
La frequenza delle piccole oscillazioni 0 ert 
intorno a questa posizione d'equilibrio è uguale a 
I,0g 
(0) ) == 
nut li 
Dimostrazione. In assenza di 77 8 
forza peso l'energia potenziale efficace si 
riduce a Fig. 130. Energia 
U (M,— M3cos0ì)? potenziale efficace 
ett7 Tdi sentg della trottola. 


Questa funzione non negativa ha un minimo nullo per l’angolo 
6=60,, determinato con l'equazione M, = M;cos 0, (fig. 130). 

Dunque, l'angolo d’'inclinazione 6, dell'asse della trottola 
rispetto alla verticale è stabile e stazionario: per una piccola 
deviazione da 6, dell’inclinazione iniziale 0, vi saranno delle 
oscillazioni periodiche 0 intorno a 6 (nutazione). È facile deter- 
minare la frequenza di queste oscillazioni con la formula gene- 
rale: e, infatti, la frequenza delle piccole oscillazioni in un siste- 
ma unidimensionale con energia data da 


E = so + U (2), U (xo) = min U (2) 
si determina con la formula ($ 22, D) 
o = TE 
run 
L'energia di un sistema unidimensionale, che descrive le oscil- 
lazioni dell’inclinazione dell'asse della trottola, è 
I, 7 
0° + Uerr. 
Per 6= 0, + x troviamo M, — My; cos0 = Mz (cos — 
— cos (08, + x))= Ms x sen0o +0 (2°) 


M3-22-sen? 6, 2__ 1303 _. 
21, sen? 0 +0(25)= 2, > t 


Uerr = 
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e da qui ricaviamo per la frequenza della nutazione l’espressione 


\730g 
Qnut = I, ’ c.v.d. 


Dalla formula @ = Aa si vede che, per0=0g, 
l’azimut dell'asse è costante nel tempo, cioè l’asse è fisso. Si pao- 
trebbe anche studiare, con l’aiuto di questa formula, il moto 
azimutale per una piccola deviazione 0 da 0,, ma lo tratteremo 
diversamente. 

Il moto di una trottola, in assenza di forza peso, si può esa- 
minare come un moto secondo Poinsot. In conseguenza di ciò, 


Z 
m 
Fig. 131. Raffronto tra le descri- Fig. 132. Spostamento del minimo 
zioni del moto di una trottola in seguito a una piccola variazione 
secondo Lagrange e secondo Poin- della funzione. 


sot. 


l’asse della trottola ruota uniformemente intorno al vettore 
del momento della quantità di moto, che conserva la sua posizione 
nello spazio. 

L'asse della trottola descrive sulla sfera una circonferenza, 
il cui centro corrisponde al vettore del momento della quantità 
di moto (fig. 131). 

Osservazione. Così, quel moto dell'asse della trot- 
tola, che nella descrizione secondo Lagrange si chiama nutazione, 
in quella secondo Poinsot si definisce invece precessione. 

Naturalmente, la formula ottenuta sopra per la frequenza 
di una piccola nutazione ©,yt =Z73003/73 è in accordo con la formula 
per la frequenza della precessione ® = M//; nel moto secondo 
Poinsot: quando l'ampiezza della nutazione tende a zero, /303 + 
-+ M. 

C. Trottola in un campo debole. Torniamo ora al caso, in cui 
agisce una forza peso, ma essa è molto piccola (i valori M,, My 
sono fissati). In questo caso all’energia potenziale efficace si 
aggiunge il termine mg) cos 0, infinitesimo con le sue derivate. 
Dimostriamo che questo termine influisce poco sulla frequenza 
della nutazione. 
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Lemma. La funzione f (x) abbia un minimo perx =0e am- 
metta lo sviluppo di Taylor f(x) = AF+ oe.., A >O. Sia 


inoltre h (x) una seconda funzione, che ha in 0 lo sviluppo di Taylor 
h(x)=B + Cx +... Allora, per un e sufficientemente piccolo 
la funzione fe (©) =f(x) + eh (x) ha un minimo nel punto vicino 
a 0 (fig. 132) 


Le = -—L+o (e). 


Inoltre fa (cr) = A + (2). 

In effetti, abbiamo fs (x) = Ax + Ce +0 (2°), e il risultato 
si ottiene con l'applicazione a fs (x) del teorema sulla funzione 
implicita. 

Per il lemma dimostrato l’energia potenziale efficace per 
valori g piccoli ha un punto di minimo 6, vicino a 0, inoltre in 
questo punto U” differisce poco da U” (0,). Quindi la frequenza 
di una piccola nutazione intorno a 6, è vicina a quella ottenuta 
nel caso g= 0: 

. Is 
lim Onut = 7 ®s 
g-+0 1 

D. Trottola lanciata velocemente. Consideriamo ora delle 
condizioni iniziali speciali, quando si lascia andare l’asse della 
trottola dalla posizione con inclinazione 6, rispetto alla verti- 
cale, senza una spinta iniziale. 

Teorema. Se all'istante iniziale l’asse della trottola è fermo 


(fp =0 =0) e la trottola ruota velocemente intorno al proprio 
asse (03 + co), inclinato rispetto alla verticale di un angolo 0, 
(AM, = Ms; cos 0o), allora asintoticamente per Wi + 00: 

1) la frequenza della nutazione è proporzionale alla velocità 
angolare; | 

2) l'ampiezza della nutazione è inversamente proporzionale al 
quadrato della velocità angolare; 

3) la frequenza della precessione è inversamente proporzionale 
alla velocità angolare; 

4) sono valide le formule asintotiche (per %wz + 00) 


I I mgl mgl 
Onut < 79% Anut Tio! sen 0, Opr  T30z 
(qui f (03) — g (03), se lim L_ ) 


(Mg > 00 


Per la dimostrazione passiamo al caso, in cui la velocità 
angolare iniziale è fissata, ma g->0. 

Interpretando in seguito le formule ottenute con l’aiuto della 
similitudine (vedi il punto B), avremo il teorema formulato. 
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Noi già sappiamo dal $ 30, D, che, con le nostre condizioni 
iniziali, l'asse della trottola traccia sulla sfera una curva a 
cuspidi. 

Applichiamo il lemma per la determinazione del punto di 
minimo 6, dell'energia potenziale efficace. Poniamo (fig. 133) 


0=0, +7, cos0=cos 9 —xsen 0 +... 
Allora si ottiene, come Sopra, lo sviluppo di Taylor in x 
Uer limo= PE ra x°+..., mglcos0= 
= mglcos 6, — xmgl sen dot... 


Applicando il lemma a f=Uer Igo, g = e, A= Ml cos (0, + 
+ x) troviamo che il minimo dell’energia potenziale efficace 
Uerr è raggiunto per un angolo d'inclinazione 


i sen 0 g+0 (22). 


Dunque l'inclinazione dell’asse delle trottola oscillerà intorno 


a 0, (fig. 134). Ma all'istante iniziale 0 = 6,, mentre 6=0. 
Ciò vuol dire che 8, corrisponde alla posizione più alta dell'asse 


0,=090+%g, 16= 


Vest 


O dg 9 
Fig. 133. Determinazione dell’am- Fig. 134. Moto dell'asse della trot- 
piezza della nutazione. [tola. 


della trottola. Per valori piccoli di g l'ampiezza della nutazione 
è asintoticamente uguale a 


IJ,ml sen 0 


Anut — Tg “ — Tia 8 (g-+0). 


Adesso cerchiamo il moto di precessione dell’asse. Dalla 
formula generale 


per M,= My cos0,,0=90 + 7, troviamo M, — Mscos0 = 
= M, x sen 060+... dunque 


C) Ms 
= ————y 1r+ 
P I, send, > 
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Ma x oscilla armonicamente da 0 a 27, (a meno di infinitesimi 
O (g?)). Per questo il valore medio, per periodo di nutazione, 


° 


della velocità di precessione è asintoticamente uguale a 


- My mgl 
PT Ti sen 06 tg — I30s (g+0). 
Problema. Dimostrare che 


P (1) —@ (0) =1 
gli 


lim lim 
8-0 1-+00 


I30gz 


Terza parte 
MECCANICA HAMILTONIANA 


La meccanica hamiltoniana è una geometria nello spazio 
delle fasi. Lo spazio delle fasi ha struttura di varietà simplettica. 
Sulla varietà simplettica opera il gruppo dei diffeomorfismi 
simplettici. I concetti e i teoremi fondamentali della meccanica 
hamiltoniana (anche se sono formulati in termini di coordinate 
simplettiche locali) sono invarianti rispetto a questo gruppo (e 
rispetto a un gruppo più largo di trasformazioni, che riguardano 
anche il tempo). 

Un sistema meccanico hamiltoniano è definito da una varietà 
a dimensioni pari (« lo spazio delle fasi »), da una struttura 
simplettica su di esso (« invariante integrale di Poincaré ») 
e da una funzione (« funzione di Hamilton »). Ogni gruppo a un 
parametro di diffeomorfismi simplettici dello spazio delle fasi 
che conservano la funzione di Hamilton è collegato a un integra- 
le primo delle equazioni di moto. 

La meccanica lagrangiana è inclusa in quella hamiltoniana, 
come caso particolare (lo spazio delle fasi, in questo caso, è il 
fibrato cotangente dello spazio delle configurazioni, mentre la 
funzione di Hamilton è la trasformata di Legendre della funzione 
di Lagrange). . 

Il punto di vista hamiltoniano permette di risolvere fino 
in fondo una serie di problemi della meccanica, che sono irrisolvi- 
bili con altri mezzi (per esempio, il problema dell'attrazione da 
parte di due centri immobili e il problema delle geodetiche su 
un ellissoide con tre assi). Il punto di vista hamiltoniano riveste 
un'importanza ancora maggiore per i metodi approssimati della 
teoria delle perturbazioni (meccanica celeste), per la comprensione 
del carattere generale del moto nei sistemi meccanici complessi 
(teoria ergodica, meccanica statistica) e in collegamento con 
altri campi della fisica matematica (ottica, meccanica quanti- 
stica, ecc.). 
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VII. Forme differenziali 


Le forme differenziali esterne derivano dalla generalizzazione 
al caso multidimensionale di concetti, quali il lavoro di un campo 
su un cammino e il flusso di un liquido attraverso una superficie. 

Non si può comprendere la meccanica hamiltoniana senza 
le forme differenziali. Le nozioni che ci servono sulle forme dif- 
ferenziali sono quelle di prodotto esterno, differenziazione ester- 
na, integrazione e formula di Stokes. 


$ 32. Forme esterne 


Si definiscono le forme algebriche esterne. 

A. 1-forme. Sia R” uno spazio lineare reale n-dimensionale!. 
Indicheremo i vettori di questo spazio con È, n, .. 

Definizione. Si chiama forma di ordine 1 (o, più 
brevemente, 1-forma) una funzione lineare definita sui vettori, 


o: R" + R, 
(4351 + Aa62) = M1 0 (84) +-A20 (82), 
Via, A, € R, 51,5 ER". 
Ricordiamo le pr prietà fondamentali delle 1-forme, note 


dall’algebra lineare. L’insieme di tutte le 1-forme diventa uno 
spazio lineare reale, se si definisce la somma di forme con la 


formula 
(01 + 09) (5) = 01 (5) + 0? (8) 


e il prodotto per un numero con la formula 


(A) (5) = 40 (8). 
Lo spazio delle 1-forme su R” è esso stesso n-dimensionale 
e si chiama anche spazio duale, (R")*. 
Sia fissato in R” un sistema lineare di coordinate, z;, ..., 
%n. Ogni coordinata, per esempio z;, è essa stessa una 1-forma. 
Queste n 1-forme sono linearmente indipendenti. Quindi, ogni 
1-forma © si può ottenere come| 


© = QX, +... + nn, ER. 
Il valore di w sul vettore è è uguale a 
® (6) = azi (6) +... + ann (8), 
dove z, (È), ..., n (È) sono le componenti del vettore È nel 
sistema di coordinate prescelto. 
Esempio. Se nello spazio euclideo R3 è dato un campo 


di forze uniforme F, il suo lavoro A per uno spostamento È è una 
1-forma definita su È (fig. 139). 
1 È essenziale notare che non fissiamo in R” alcuna speciale struttura 


euclidea. In alcuni esempi si userà questa struttura: allora sarà indicata 
esplicitamente (« R” euclideo »). 
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B. 2-forme. 

Definizione. Si chiama forma esterna di ordine 2 (0, 
più brevemente 2-forma) una funzione definita sulle coppie di 
vettori w?: R” x R"° + R, bilineare e antisimmetrica: 


02 (44514 Aaba, Ba) = A (E1, È) +A202(E., È3), 
0 (51, i) = — 0? (52, Bi), 
VÀ, CR, È, 6, CR". 


Esempio 1. Sia $S (È,, È.) l’area orientata del paralle- 
logramma, costruito sui vettori È,, È, di una superficie euclidea 
orientata R?, cioè 


S (E, E) = bs =Esses+E12€2, 


Ve . 
È, = È2161 + È200,, 


IT IT 
B21 Seo 


essendo e,, e, la base che dà l'orientazione di R?. 
É facile convincersi che S (È,, È,) è una 2-forma (fig. 136). 


, do 


F(forza) 
o($)=(F,£) 
£ (spostamentc) 
Fig. 135. Lavoro di una forza come Fig. 136. L'area orientata è una 
1-forma sullo spostamento. 2-forma. 


Esempio 2. Sia v un campo uniforme di velocità di un 
liquido in uno spazio euclideo tridimensionale orientato (fig. 137). 
Allora il flusso del liquido attraverso la superficie di un parallelo- 
gramma È,, È, è una funzione bilineare, antisimmetrica su È,, 
È,, cioè la 2-forma 


0 (51, 52)= (0, Si, 2). 
Esempio 3. L'area orientata della proiezione sul piano 


Zi, x, del parallelogramma di lati È,, È, nello spazio euclideo 


R3 è una 2-forma. 
Problema 41. Dimostrate che per ogni 2-forma @? in 


R” si ha 
02 (E, E)=0, vEcR”. 


Soluzione. Per l’antisimmetricità è (E, È) = 


2 
= — w? (È, È). 
L'insieme di tutte le 2-forme in R” diventa uno spazio linea- 
re reale, se si definisce la composizione di forme con la formula 


(604 + 00) (E, 2) = 0 (841, 82) +02($1, Éo) 
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e il prodotto per un numero con la formula 


(X0) (È, 52) =Aw0 (È, be). 


Problema 2. Trovare il numero di dimensioni di questo 


spazio, dimostrando che è finito. 


aim 1). la base è mostrata più in basso. 


Risposta. 

C. k-forme. 

Definizione. Si chiama forma esterna di ordine k, o 
k-forma, una funzione definita su X vettori, 4 volte lineare e anti- 
simmetrica, 

O (4,8, + RIP Sa, «0.007 39) _ UTO, (,, È, 0.0.7 39) + 
+ i 0 (8, bo, «003, 29) 
© (Ei, ...,b,)=(—1)@(%,, ..., Ea), dove v= 
0, se la permutazione i,, ..., ix è pari; 
-{ 1, se la permutazione i,, ..., ir è dispari. 


Esempio 1. Il volume orientato di un parallelepipedo, 
di spigoli È,,..., È, nello spazio euclideo orientato R" è una 


U t3 
8, d 
È, Ù 
Fig. 137. Il flusso di un liquido Fig. 138. Un volume orientato è 
attraverso una superficie è una una 3-forma. 
2-forma. 
n-forma (fig. 138) 
ST .»- Èan 
V (51, -- è, $n)= . Lo 
ni «°° Enn 
dove È; = Eje; + ... + Èmnen © €, - - .: €n è una base in 
R” 


Esempio 2. Sia R* un piano orientato %-dimensionale 
nello spazio n-dimensionale euclideo R"”. Allora il volume orien- 
tato k-dimensionale della proiezione del parallelepipedo, di 
spigoli &,, &», . . ., Ex € R”, su R* è una X-forma su R°. 
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L'insieme di tutte le k-forme in R" diventa uno spazio lineare 
reale, se si introducono in esso le operazioni di composizione 


(0, + 0.) (5) = 0 (5) + 02 ($), 
5={S1, --., 5a}, SiER" 


e prodotto per un numero 
(40) (5) = A0 ($). 


Problema 3. Dimostrare che questo spazio lineare ha 
dimensione finita e indicarla. 

Risposta. CÈ; la base è mostrata più in basso. 

D. Prodotto esterno di due 1-forme. Introdurremo ora ancora 
un'operazione: il prodotto esterno di forme. Se w* è una %-forma e 
o' è una /-forma in R”, allora il loro pro- 
dotto esterno w* / ' sarà una % + /-for- 
ma. Dapprima definiremo il prodotto ester- 
no di 1-forme, associando a ogni coppia 
di 1-forme @,, ©, in R" una certa 2-for- 
ma ; /\ ©, in R”. 

Sia È un vettore di R”. Avendo due 
1-forme ©,, ©, si può definire l'applicazio- 
ne di R” su un piano R XxX R, associando 
a €€ R” il vettore © (È), di componenti 
0, (È), ©, (€) sul piano con coordinate 
Fig. 139. Definizione 1» ®32 (fig. 139 
di prodotto esterno di Definizione. Il valore del pro- 

due 1-forme. dotto esterno @, /\ ®, definito su una cop- 

pia di vettori &,, è, € R" è l’area orientata 
dell'immagine del parallelogramma di lati È,, È, sul piano w}, ©;: 


04 (54) 02051) 
(04 (82) 0a($2) 
Problema 4. Dimostrare che ©; /\ 0, è effettivamente 


una 2-forma. 
Problema 5. Dimostrare che l'applicazione 


(01, 02) + (0, A 0a) 
è bilineare e antisimmetrica 
Di A 0, = — Wa A Di, 
, i ” fe. Nè» 
(2/0 +40) A 02=2"0, A 02+4"0; A 0. 

Suggerimento. Un determinante è bilineare e anti- 
simmetrico non ‘solo per righe, ma anche per colonne. 

Ammettiamo ora che in R" sia fissato un sistema di coordi- 


nate lineari, cioè che siano date n 1-forme indipendenti z,, . .. 
- +3 Xn. Chiameremo queste forme forme di base. 
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(0, /\ 02) (81, 82) = 


I prodotti esterni delle forme di base sono le 2-forme z; / 2; 
Per l’antisimmetricità, x; A zx = 0, zi A t=— zx. Il 
significato geometrico della forma x; / x; è molto semplice: 
il suo valore sulla coppia di vettori È,, È, è pari all'area orientata 
della proiezione del parallelogramma É,, È, sul piano coordinato 
Ti, 1; parallelamente alle restanti direzioni coordinate. 


Problema 6. Dimostrate che le C? = Mani forme 


zi Ax;(i<j) sono linearmente indipendenti. 

In particolare, in uno spazio tridimensionale (1, 2, £3) 
l’area della proiezione sul piano (z;, x) è il prodotto z, /\ xx; 
sul piano (xs, z3) il prodotto x, /\ 73 e sul piano (3, 21) il prodot- 
to x3 /\ zi. 

Problema 7. Dimostrate che tutte le 2-forme in uno 
spazio tridimensionale (r,, 2, rg) Si esauriscono con le forme 


Pxo \x3+ Qx3 \ xx + Ra, \ 22. 


Problema 8. Dimostrate che ogni 2-forma nello spazio 
n-dimensionale con coordinate z;, . . ., x, Si rappresenta in modo 
univoco con l’espressione 


= dI aijzi/\ ij. 
ZI 


Suggerimento. Sia e; l’i-esimo vettore di base, cioò 
zi (ei) =1, x; (ei) = 0, j # i. Consideriamo i valori della forma 
o? sulla coppia e;, e;. Allora 


dij 0? (ei, € ;). 


E. Monomi esterni. Ammettiamo ora che siano date % 1-forme 
01, - : -: ©. Definiremo il loro prodotto esterno @; / ... 

A Wa. 

Definizione. Poniamo 


1 (Ea)... Si 
(04 /\\ -«. A0p) (51, ‘003 Sa) = o. a cui pa ” 


In altre parole, il valore del prodotto di 1-forme sul parallele- 
pipedo È,, ..., &x è uguale al volume orientato dell'immagine 
del parallelepipedo nello spazio orientato euclideo coordinato R*, 
sotto l'applicazione È + (, (È), - .., kx (É)) 

Problema 9. Dimostrate che @, /.../ @, è una 
k-forma. 

Problema 10. Dimostrate che l'operazione di prodotto 
esterno di 1-forme definisce un’applicazione antisimmetrica 
multilineare 


(0, - .., Or) > 0, \..- /\ dn. 
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In altre parole, 
(A0,+A"0)\0g/ ... Aon= 
='oj\0e/ -.: Aor+2"0f 03... 0%, 
di... Ad,=(—1) 01... Aom dove v= 
0, se la permutazione i,, ..., ir è pari; 
-{ 1, se la permutazione i), ..., ir è dispari. 


Considereremo adesso in R” un sistema di coordinate, dato 
dalle forme di base x,, ..., xn. Il prodotto esterno di % forme 
_di base 


i, ... Ati 1Sim SN 


è il volume orientato della proiezione di %-parallelepipedi sul 
k-piano (21, 0 Tix) parallelamente alle restanti direzioni 
coordinate. 
Problema 11. Dimostrate che se fra gli.indici i,, ... 
, ix ve ne sono due identici, allora la forma x; /\ -.. 
- A Zi, è uguale a zero. 


Problema 412. Dimostrate che le forme 
zi,/\ ... Azig, dove 1si<...<i, sn 


sono linearmente indipendenti. 

Il numero di tali forme è, evidentemente, C*. Le chiameremo 
k-forme di base. 

Problema 413. Dimostrate che ogni k-forma in R" si 
rappresenta univocamente come combinazione lineare di quelle di 
base: 


o'= > Gi,...itty/\ ee: Tiy- 
Isi<o. .<i,€n 


h 
Suggerimento. ag,.,i,=@°(€i,, «..1 €4,). 


Dalla dimostrazione del problema consegue che la dimensione 
dello spazio lineare delle %-forme in R” è pari a C*. In particola- 
re, per X = n, CA =1, da cui si ricava il 

Corollario. Ogni n- forma in R" o è il volume orientato di un 
parallelepipedo, con la scelta appropriata dell'unità di volume, 
o è nulla: 


o = a-:z) A - «e Tn 


Problema 414. Dimostrare che ogni %-forma in R” per 
k >n è uguale ‘a zero. 

Torniamo ora al prodotto della k-forma @* per la /-forma 
o'. Supponiamo inizialmente di avere due monomi 


=... = p4g/\ 0: 0x+1 
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dove Oi, - - -, Ox+1 sono 1-forme. Definiremo il loro prodotto 
@" \ è' come il monomio 


(Q4/ ee. 02) (nt - + AQn41) = 
=... Aor\Oxt XX .:/\Qxtt 


Problema 15. Dimostrate che il prodotto di monomi 
è associativo: 


(0 01) \0"=0* (0A 0") 
e anticommutativo 
oA\o=(— 1)” o'\or. 
Suggerimento. Per scambiare ognuno degli ! fattori di 
o, sono necessarie % inversioni con i £ fattori di @*. 
Osservazione. E utile ricordare che l’anticommutati- 


vità implica la commutatività, se almeno una delle potenze k, / è 
pari, e l'anticommutatività, se esse sono entrambe dispari. 


$ 33. Prodotto esterno 


Si definisce l'operazione di moltiplicazione esterna di forme 
e si dimostra che essa è anticommutativa, distributiva e associa- 
tiva. 

A. Definizione di prodotto esterno. Definiremo ora il pro- 
dotto di una qualunque k-forma, o”, per una qualunque /-forma, 
o!. Il risultato @* A co sarà una k + l-forma. L'operazione 
di moltiplicazione sì rivela: 


1) anticommutativa: o* \ 0'=(— 1) Mot A 0’ 

2) distributiva: (4105 +4,05) AN o pn AN + A YA d', 
3) associativa: (0* / 0) Ao"=0o* A (0° A 0"). 
Definizione. Si chiama prodotto esterno @* /\ 0* della 


k-forma @* in R" per la l-forma è' in R" la k+l-forma in R”, 
il cui valore sui X+! vettori È, ..., Èa, Èat1 ---, ba4:€ R" 
è uguale a 
(@* N O) (5, ‘00, $2+1) = 
= LX (-1)ot(8, ..., Si.) 0 (È; -.., 8;): (1) 
dove i<...Zikh, <.< di in) Înr -.. i) 
è una permutazione dei numeri (1, 2, k + 1), mentre 


1, se questa permutazione è dispari, 
Vea 
0, se questa permutazione è pari. 


In altre parole, ogni ‘partizione dei k + l vettori È,, ... 
+ - -» Èn+1 in due gruppi (rispettivamente di k ed l vettori) dà un 
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termine della nostra somma (1). Questo termine è uguale al prodotto 
del valore della k -forma o” sui k vettori del primo gruppo, per il 
valore della l-forma @', sugli l vettori del secondo gruppo, col segno 
+ o — a seconda di come sono ordinati i vettori nei due gruppi. 
Se essi sono ordinati in modo tale che, scritti in successione i k vet- 
tori del primo gruppo e gli l vettori del secondo gruppo danno luogo 
a una permutazione pari dei vettori &,, è., ..., Ex+n, allora si 
prende il segno +, mentre se la permutazione è dispari si prende il 
segno —. 

Esempio. Se KX =2, le partizioni sono in tutto due: 


$1, 52 € So, Si Quindi, 
(0, / 02) (84, fo) = 04 (61) 0% (E2) — Wo (5,) i (52), 


in accordo con la definizione di moltiplicazione di 1-forme del 
$ 32. 

Problema 41. Dimostrare che la definizione introdotta 
sopra effettivamente determina una k + l-forma (cioè che il 
valore di (0* / 0°) (E,, . . ., Èn+:) dipende dai vettori È in modo 
multilineare e is netrico)” 

B. Proprietà del prodotto esterno. 

Teorema. La moltiplicazione esterna di forme, definita sopra, 
è anticommutativa, distributiva e associativa. Per i monomi essa 
coincide con la moltiplicazione definita al $ 32. 

La dimostrazione dell’anticommutatività è basata su facili 
proprietà delle permutazioni pari e dispari (vedere il problema 
in fondo al $ 32) e la lasciamo al lettore. 

La distributività segue dal fatto che ogni termine nella 
(1) è lineare rispetto a w* e al. 

La dimostrazione dell’associatività richiede un po’ più 
di calcolo combinatorio; poiché argomenti corrispondenti sono 
già noti dal corso di algebra per la dimostrazione del teorema di 
Laplace, sullo sviluppo di un determinante secondo i minori 
delle colonne, ci si può servire di questo teorema *!. 

Cominceremo dalla seguente osservazione: se l’as- 


“ 


sociatività è dimostrata per gli addendi, essa è vera anche per la 


1 La dimostrazione diretta dell’associatività (che contiene anche la 
dimostrazione del teorema di Laplace) consiste nel verificare l’accordo dei 
segni nell’identità 

k l 
((@ A 0%) A 07) (E, rtaziam) = I 08 (Ei a E) (E 
sE) 0" En ta), 


dove i <... <a Cee <il ha << Pm (in, <- + +. hm) è una 
permutazione dei numeri (1, ...,. Kt + m. 
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somma, cioè 


te on na SA A ® implica ((0/+ 07) A 09) A 03= 


=(0/+ 05) / (03 / 03). 
In forza della distributività, già dimostrata, abbiamo 
((0, +0) A 02) A ogr=((0; A @a2) A 03) +((0; A 02) A 03), 
(0: + 0;) A[(0, A 03) = (07 A (0, A 03))+(07 A (0, A 03)). 


Ma sappiamo dal $ 32 (problema 12), che ogni forma in R” è la 
somma di monomi. Per questo motivo è sufficiente dimostrare. 
che la moltiplicazione di monomi è associativa. 

Poiché finora non è stata dimostrata l’equivalenza della 
definizione di moltiplicazione di X 1-forme del $ 32 con la defini- 
zione generale (1) indicheremo temporaneamente la moltiplica- 
zione di k 1-forme col simbolo X, dimodoché i nostri monomi. 


avranno la forma 
"—- 4 /\ c0. A n = 041 / è. / + 


dove ©,, - .., ©x+. sono 1-forme. 
. Lemma. Il prodotto esterno di due monomi 


(04 A 00° A ca) A (0x4 A -<° - A 0x4) = 
=, /\ 00° A or A 0%}: A 00° A par 


Dimostrazione. Calcoliamo i valori delle due espres- 
sioni a destra e a sinistra sui X + / vettori $,, . .., Éx4:. Il valore 
dell'espressione a destra è uguale al determinante det | ©; (É;) | 
di ordine X + /. Il valore dell'espressione a sinistra secondo la 
formula (1) è uguale alla somma dei prodotti 


D+ det |o, (È; ml, det |©;($;_.)| 
<i<R+l 


1<i<k 


(0) 


è 


il monomio 


dei minori delle prime % colonne del determinante di. ordine 
k + l per i rispettivi complementi algebrici. Il teorema di Lapla- 
ce sullo sviluppo secondo i minori delle prime % colonne afferma 
proprio che questa somma, con la corretta scelta dei segni, che 
è data nella definizione (1), è uguale al determinante 
det | ©; (€;) |. Il lemma è dunque dimostrato. 

Dal lemma segue che le operazioni X e / coincidono. In 
effetti otteniamo successivamente 


04 / 0=0 /\ ®s. 
di A 0, /\ 03= (04 / 09) \ 03=(0 /\ 02) A 03, 
0 / 0, / - . \ox=(.. (01 A 02) A 03) \ ... A 0g). 
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Dall’evidente associatività della X-moltiplicazione di % 1- 
forme consegue dunque l’associatività della /\-moltiplicazione 
di monomi. Nello stesso tempo, in forza dell’osservazione fatta 
sopra, l’associatività è dimostrata anche nel caso generale. 

Problema 2. Dimostrate che il quadrato esterno di 
1-forme, o in generale di forme di ordine dispari, è uguale a zero: 
o A o =0, se k è dispari. 

Esemp i o 1. Consideriamo in R°?* il sistema di coordinate 


Pi << +0 Pns Iv «<< In 0 la 2-forma 08 = dp A gio 


[Geometricamente questa forma @? indica ‘la somma delle 
aree orientate delle proiezioni di un parallelogramma sugli n 
piani coordinati bidimensionali (pi, 91); - - -; (Pn: 9n). In seguito 
vedremo che la 2-forma «? ha un significato fondamentale per 
la meccanica hamiltoniana. Si può dimostrare che qualsiasi 
2-forma non degenere* in R?"* ha l’aspetto 0? in qualche sistema 
di coordinate (pi, - - ., 9n).] 

Problema 3. Trovare il quadrato esterno della 2-forma 
o. 


Risposta. 0 \ = —2% pi\py\&\ I 
>] N 


Problema 4. Trovare la potenza esterna X%-esima di @?. 
Risposta. &% \ 02 \ ... \ 0?= xk! di P' N°... Api, A 
«TT iS 


Agi A A dip 
In particolare, 
0° /. Ad tn! Pa N: APn UA: A In 


è, a meno di un fattore, il volume di un parallelepipedo 2n-di- 
mensionale in R?". 


Esempio 2. Consideriamo ora lo spazio euclideo orien- 
tato R3. Ad ogni vettore A€R? facciamo corrispondere la 1- 
forma @l, ponendo 


wi (8) =(A, È) (prodotto scalare), 


e la 2-forma o}, ponendo 
07 (51, Se) =(A, $1, 52) (prodotto misto). 


Problema 5. Dimostrare che le applicazioni A+ o 
e A-- oÌ, stabiliscono degli isomorfismi dello spazio lineare 
R° dei vettori A con gli spazi lineari delle 1-forme in R* e delle 
1 Una forma bilineare 0? è non degenere, se VE #0, In: 0' (È, n) #0. 
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2-forme in R?. Se in R' si sceglie un sistema orientato, ortonorma- 
le di coordinate (z,, x», xs), allora 
ou = Asx1+ Azx2 + Azr3,  04= Ata /\ ta +A23 \ ci4Agz A 22: 
Osservazione. Dunque gli isomorfismi scritti non 
dipendono dalla scelta del sistema ortonormale e orientato di 
coordinate (x), r,, rs). Essi dipendono dalla scelta della struttura 
euclidea di R*, mentre l’isomorfismo A-» 03, dipende anche 
dall’orientazione (che entra, sebbene in modo non evidente, nella 
definizione di prodotto misto). 
Problema 6. Dimostrare che, in forza degli isomorfismi 
stabiliti, la moltiplicazione esterna di 1-forme si trasforma nella 
moltiplicazione vettoriale dei vettori di R*, cioè che 


i \ 05=07,, 5; Per qualunque 4, BER*. 

In questo modo, la moltiplicazione esterna di forme si può 
considerare come la trasposizione al caso multidimensionale della 
moltiplicazione vettoriale in R*. Solo che nel caso multidimensio- 
nale il prodotto non è un vettore dello stesso spazio: lo spazio 
delle 2-forme in R” è isomorfo a R” esclusivamente per n = 3. 

Problema 7. Dimostrare che, in forza degli isomorfismi 
stabiliti, la moltiplicazione esterna di una 1-forma per una 2- 
forma si trasforma nella moltiplicazione scalare dei vettori 


di R°: 
o, \03=(A, B)z,\z2 zz 


C. Comportamento sotto applicazioni. Sia f: R” + R* un'ap- 
plicazione lineare e ©* una %-forma esterna su R". Allora su R” 
si origina la %-forma f*@*, il cui valore sui & vettori È, ... 


. «+ È4 ER è uguale al valore di * sulle loro immagini: 


(f* 0") (E, - < +, Ea) = 0° (fin +. +, fia). 


Problema 8. Verificare che f*w* è una forma esterna. 
Problema 9. Verificare che f* è un operatore lineare 
dallo spazio delle X-forme su R” nello spazio delle %-forme su R” 
(l’asterisco in alto indica che f* agisce in senso contrario a f). 
Problema 21° Sia f: R” + R”, g: R" + R?. Verificare 
che (gof)* = f* o 
Problem î n. Verificare che f* conserva la moltiplica- 


zione esterna 
f* (a A 0) = (f*af) A (ft a). 


$ 34. Forme differenziali 


Si dà la definizione di forma differenziale su una varietà 
differenziabile. 

A. 1-forme differenziali. Un semplicissimo esempio di forma 
differenziale è il differenziale di una funzione. 
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Esempio. Consideriamo la funzione y= f(2)= 21. Il 
suo differenziale df = 2z dx dipende dal punto x e dall’ « incre- 
mento dell’argomento », cioè dal vettore È tangente all’asse z. 
Fissiamo il punto x. Allora il differenziale della funzione nel pun- 
to x, df |, dipende da È linearmente. Così, sez = 1 e la coordi- 
nata del vettore tangente È è uguale a 1, allora df = 2, mentre 
se la coordinata è è uguale a 10, allora df = 20 (fig. 140). 


y 


Tr 


Fig. 140. Differenziale di una Fig. 141. Per il problema 1. 
funzione. 


Sia f: M + R una funzione differenziabile, data sulla varietà 
M (si può immaginare come una « funzione di più variabili » 
f: R" + R). Il differenziale df |, della funzione f nel punto x 
è un'applicazione lineare 


dfn: TIMx+R 


dello spazio tangente ad M nel punto x nella retta reale. Ricor- 
diamo la definizione di questa applicazione. 
Sia È€ TM il vettore velocità della curva x(t); R-+-M, 


x (0) = x, x (0) = &. Allora, per definizione, 


dia E |_ 1 (0 (0). 


Problema 41. Sia È il vettore velocità della curva piana 
x(t) = cos t, y(t)= sen t per t=0. Calcolare il valore dei 
differenziali dx, dy delle funzioni x, y sul vettore È (fig. 141). 

Risposta. 


t=0 


dr|:,0(8)=0, dyli,0(5)=1. 


Notiamo che il differenziale della funzione f nel punto x € M 
è la 4-forma df, sullo spazio tangente TM,. ; 

Il differenziale df della funzione f sulla varietà M è un’ap- 
plicazione regolare del fibrato tangente 7M nella retta 


df: TM+R(TM=|)TM,). 


Questa applicazione è lineare su ogni spazio tangente TM, CC 
C TM e differenziabile. 
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Definizione. Si chiama forma differenziale di ordine 
1 (o 4-forma) sulla varietà M l'applicazione regolare 


o: TM7M+-+-R 


del fibrato tangente della varietà M nella retta, lineare in ogni 
‘spazio tangente 7.M,. 

Si può dire che una 1-forma differenziale su M è una 1-forma 
algebrica su TM., « differenziabile in x ». 

Problema 2. Dimostrare che ogni 1-forma differenziale 
sulla retta è il differenziale di qualche funzione. 

Problema 3. Trovare 1-forme differenziali sulla circon- 
ferenza e sul piano, che non siano i differenziali di nessuna fun- 
zione. 

B. Aspetto generale delle 1- forme differenziali in R”. Con- 
sideriamo come varietà M uno spazio lineare con coordinate 
Ti) + « +, Tn. Ricordiamo che le com- 
ponenti È,, ..., È, del vettore tan- Z, 


gente è € TR® sono i valori dei dif- i, 

ferenziali delle coordinate dr,, ..., dz, 2 

sul vettore È. Queste n 1-forme su TR3 1 

sono linearmente indipendenti. Dunque, È, 

le 1-forme dz,, ..., dx, formano una 0 1 23 

base nello spazio n-dimensionale delle 

1-forme su 7R3. Fig. 142. Per il proble- 
Conseguentemente ogni 1-forma in ma 4. 


TR si scrive univocamente nella for- 
ma a,dx;: + ... + a,dx,, dove gli a; sono coefficienti reali. 
Sia ora © una qualsiasi 1-forma differenziale in R". In ogni 
punto x essa si scompone univocamente secondo la base dz,, . .., 
dx,. Da qui segue il 

Teorema. Ogni 1-forma differenziale nello spazio R" con un 
sistema prescelto di coordinate x,, ..., Xn si scrive univocamente 
come 

o = a, (2) dry + ..0. +0, (2) dan, 


dove i coefficienti a, (x) sono funzioni regolari. 
Problema 4. Calcolare i valori delle forme ©; = dz, 
d,= 1 dx, 03=dr° (r2=xÎ4-xî) sui vettori È,, È,, è; (fig. 142). 
Risposta. 
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Problema ©». Siano z;, ..., z, delle funzioni sulla 
varietà M, che formano un sistema di coordinate locali in un certo 
dominio. Dimostrare che ogni 1-forma in questo dominio si espri- 
me univocamente come w = a; (x) dr. +... +a,(2z) dr. 

C. R-forme differenziali. 

Definizione. Si chiama K-forma differenziale © |. nel 
punto x della varietà M una k-forma esterna definita sullo spazio 
tangente ad M in x, TM., cioè una funzione k-lineare antisim- 
metrica definita sui k vettori &,, ..., è, tangenti a M in x. 

Se tale forma w* |2 è data in ogni punto x della varietà 
M e se risulta inoltre differenziabile, si dice che è data una k- 
forma @* sulla varietà M. 

Problema 6. Introdurre una struttura naturale di varietà 
differenziabile nell'insieme, il cui elemento è una raccolta di 
k vettori, tangenti a M in qualche punto x. 

Una k-forma differenziale è un'applicazione regolare della 
varietà ottenuta nella retta. 

Si può dire che una k-forma su M è una k-forma esterna su 
TM:, «che dipende da x in modo differenziabile ». 

La composizione, la moltiplicazione per un numero e la 
moltiplicazione esterna di forme su M si definiscono puntual- 
mente: in ogni punto x € M si devono comporre, moltiplicare 
per un numero o moltiplicare esternamente le corrispondenti 
forme algebriche esterne sullo spazio tangente 7.M.. 

Problema 7. Dimostrare che tutte le %-forme su M 
formano uno spazio lineare (di dimensione infinita, se X non supe- 
ra la dimensione di M). 

Si possono moltiplicare le forme differenziali, non solo per 
numeri, ma anche per funzioni. L'insieme C® delle %-forme dif- 
ferenziali possiede, in questo modo, una struttura naturale di 
modulo sopra l'anello delle funzioni reali differenziabili un nu- 
mero infinito di volte, definite su M. 

D. Aspetto generale delle X-forme differenziali in R". Con- 
sideriamo come varietà M lo spazio lineare R" con prefissate- 
funzioni coordinate z,, .. ., z,: R" + R. Fissiamo il punto «. 
Abbiamo visto sopra che le n 1-forme dx,, ..., dr, formano una 
base nello spazio delle 1-forme ‘sullo spazio tangente TR3. 

Consideriamo i prodotti esterni delle forme di base 


dr... A dz» ij <è0.. < iho 


Nel $ 32 abbiamo visto che queste Cà k-forme formano una base 
nello spazio delle %-forme esterne su TR. Conseguentemente, 
ogni %-forma esterna su 7RSZ si esprime univocamente con la 
sommatoria 

y ai, ...iy dzi, A 0° A dx. 


i,<...<ip 


Sia ora w* una qualsiasi %-forma differenziale nello spazio 
R". In ogni punto x essa si scompone univocamente secondo la 
base scritta sopra. Da ciò segue il 

Teorema. Ogni k-forma differenziale nello 
spazio R", con un sistema di coordinate pre- 3 
scelto x,, . . .: Tn, Si scrive univocamente 


= No ai (ed, A... A dz 2 
iti <ip | 

dove Qi --in (x) sono funzioni regolari su R”. 
Problema 8. Calcolare i valori delle 

forme ©, = dz, /\ dry, 0,=zxdz \ dr, - 0 4! 2 

— rydx, \ dx 0g =r dr /\ dg (dove zx, = 

= r cos @, 7, =r sen g) sulle coppie di vet- Fig. 143. Per il 

tori (È, Na), (82. 2), (8s, ns) (fig. 149). problema 8. 
Risposta. 


Wi 1 | 1 --1 
Wo 2 1 —-3 
Wg 1 1 1 


Problema 9. Calcolare i valori delle forme @, 
= dx, /\ dis, ©, = x; dxg /\ dry, 0g = dzg \ dr, r°= ri 
+ x + 23, sulla coppia di vettori È = (1, 1, 1), n= (1,2, 
applicati nel punto 2 = (2, 0, 0). 

Risposta. w1 = 1, 0, = — 2, 03 = — 8. 

Problema 10. Siano 2, ..., z2:477-++ R elle funzioni 
definite su una varietà, che formano un sistema locale di coordi- 
nate in qualche dominio. Dimostrare che ogni forma differenziale 
in questo dominio si esprime univocamente come 
(O N du, i (e) dz, A Aldi. 


a. <ik 


QH Il 


Esempio. Sostituzione di variabili in una forma. Ammet- 
tiamo che in R* si abbiano due sistemi di coordinate: x, zo, 3 
© Y1, Y2, Yz. Sia © una 2-forma in R?. Allora, per l’ultimo teorema, 
nel sistema di coordinate x, © si esprime come ® = X, dz, /\ 
A dxrz + Xodzz /\ dx, + Xs dz, /\ dr, dove X,, X., Xg sono 
funzioni di x,, x», 73 e nel sistema delle coordinate y come w = 
= Ydys A dyz + Yadys \ dy, + Ysdy, A dy,, dove Y,, Ya, 
Y3 sono funzioni di y,, Ys, Ys- 

Problema 11. Conoscendo l'aspetto di una forma nelle 
coordinate 7 (cioè X;) e le formule di trasformazione delle varia- 
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bili x = x (y) trovare l’espressione della forma nelle coordinate 
y, cioè trovare Y. 


Soluzione. Abbiamo da =35-- dy isp—= 3 Gu Ita S- Ys 


Dunque 
dx, /\ dx3= (3 dr dy t 37 dr, 2a dy3+ 322 ds) A 


A(Fdu+ x app 23 dys), 


da cui 
— D(z, £3) | D(23, 21) > | D(z1, za) 
Tad o D(4Y1, 42) Ta: D(Y1, Y2) ta DXY1, 42) | 000 


E. Complemento. Forme differenziali in uno spazio tridi- 
mensionale. Sia M una varietà riemanniana orientata tridimen- 
sionale (in tutti gli esempi che seguono M è uno spazio euclideo 


Z e, E, 
Ep 
7 
Tor 5 
Fig. 144. Per il problema 12. Fig. 145. Per il problema 13, 


tridimensionale R°). Siano 21, 7», 73 coordinate locali e il quadrato 
dell'elemento di lunghezza abbia l'espressione 


dst = Edri + E,dx + Edri 


(cioè il sistema di coordinate è triortogonale). 

Problema 12.'Trovare £,, £,, É£3 per coordinate carte- 
siane x, y, z, coordinate cilindriche r, @, z e coordinate sferiche 
R; ®, 0 nello spazio euclideo R* (fig. 144). 

Risposta. 


ds? = dx? + dy? + d:? = dr° + r°dq* + d2° = dR° + 
+ R° cos° 0 dp? + AR? de’. 
Indichiamo con e,, e,, ez i versori delle direzioni coordinate, 
Questi tre vettori formano una base nello spazio tangente. 


Problema 13. Trovare i valori delle forme dz,, dz, 
dxz sui vettori e, €,, @3. 


1 
VE." 
sistema cartesiano dr(e.)=dy(e,)=dz(e.)=1; in uno cilin- 
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Risposta. dx; (e;)= i restanti 0. In particolare in un 


drico dr (e,)=dz(e,)=1, d@(eg)=1/r (fig. 145); in uno sferico 
1 
dR(ea)=1, do (e)=7--7. d0(e0)=+7- 

La metrica e l’orientazione della varietà M forniscono lo 
spazio tangente a // in ogni punto di una struttura di spazio eucli- 
deo orientato tridimensionale. Nel senso di questa struttura parle- 
remo di prodotti scalari, vettoriali e misti. 

Problema 414. Calcolare le,, es], (eg, ego) e (e., ex, ey). 

Risposta. es, 0,1. 

In uno spazio euclideo tridimensionale orientato a ogni vet- 
tore A corrispondono la 1-forma ol e la 2-forma @ì, definite 
dalle condizioni 


mi (5) == (4, 5), WÙ, (5, n) = (A, E, n), VE, n E R°. 


La corrispondenza tra campi vettoriali e forme non dipende 
dal sistema di coordinate ma soltanto dalla struttura euclidea 
e dall’orientazione. Quindi a ogni campo vettoriale A sulla nostra 
varietà M corrispondono la 1-forma differenziale w! su M e la 
2-forma differenziale 0} su M. 

Le formule di passaggio dai campi alle forme e le inverse 
hanno un aspetto particolare in ogni sistema di coordinate. 
Nelle coordinate ,, 72, 73, definite sopra, un campo vettoriale 
ha la forma 


Ax A,€1+ A3€,+ 4303 


(le componenti?fA; sono funzioni regolari sulla varietà M). La 
i1-forma corrispondente wl, si decompone nella base dz;, mentre 
la 2-forma @} nella base dz; /\ dz;. 

Problema 15. Conoscendo le componenti del campo 
vetteriale A, trovare le decomposizioni della 1-forma @l e della 
2-forma È. 

Soluzione. Abbiamo @4 (e;)=(A, ei) = A;. Nello 
stesso tempo (a, dr, + a,dr, + a3dx3) (e) = a dz; (e;) = ayV E, 
Da qui troviamo a,= A;V É£,, cosicché 


ou = AV E, dx,1+ Ag V E, dx, + A3V E3 des. 


In modo perfettamente analogo abbiamo © (e%, es)=(A, €», 


es)= A. Inoltre, 
(adr, \ dr3ta,dx3 \ dx, tas dx, /\ dr) (e,, es)=a, 1 


VEE: 


Da qui ricaviamo a, = 44 V E.É3, cioè 
o4=A VEE; dr, /\ dr3 + Ax VEE, dxz /\ dx + 
+ AsV EE. dx, /\ dr. 


In particolare, in coordinate cartesiane, cilindriche e sferiche 
in R° al campo vettoriale 
A == A,@x L Ay@y + A,e, = A,e r | AoC9 t 
+ 4,e,= Arer+ 4909 + 4666 


corrisponde la 1-forma 


oi = Axdr + Aydy + A,dz = Ad + rAgdp + A;dz = 
= AgdR+R così Aydg + RA6d0 
e la 2-forma 
où = Ax dy \ dz + Aydz \ de + A.;dr \dy = 
= rA, dg \ dz + Agdz \dr+rA,dr \ dg = 
= R? cos 0 Ag dg \ d0 + RA d08 \/ dR+ 
+ Rcos 6 A, dl / do. 
E un esempio di campo vettoriale sulla varietà M il gradien- 


te della funzione f: M + R. Ricordiamo che si chiama gradiente 
il campo vettoriale grad f, corrispondente al differenziale 


Ograa ;= df, cioè df (&)=(gradf, È), VÉ. 


Problema 16. Trovare le componenti del gradiente di 
una funzione nella base e,, €e,, ta. 


Soluzione. Abbiamo df= + 3 dn + 3 i day 


Conformemente al PrevereniE proble 


radf= —_ = e ——— —— € 
g f DE È ei+_= E ELA at VE, Org 3 
In pertieo ano in coordinate cartesiane cilindriche e sferiche 


To) To) 1 0 
grad f = €xt.37 ey +3 e.= ta ert — r S e0+37 €,z= 


__ ol di di 
— 6R ceti L dg €°t+-F R 30 9 


$ 35. Integrazione delle forme differenziali 


Si definiscono in questo paragrafo i concetti di catena, di 
frontiera di una catena e di integrale di una forma su una catena. 
L’integrale di una forma differenziale è la generalizzazione 
al caso multidimensionale di concetti, quali il flusso di un liquido 
attraverso una superficie o il lavoro di una forza su un cammino. 
A. Integrale di una 1-forma su un cammino. Cominceremo 
dall’integrazione di una 41-forma @* sulla varietà M. Sia y: [0< 
<t<41]+M un'applicazione regolare (« cammino  d'’inte- 
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grazione »). L’integrale della forma ©! sul cammino y si definisce 
come il limite di somme integrali. Ogni somma integrale consiste 
dei valori della forma ! sui vettori tangenti È, (fig. 146): 


4-0, 


{ o'= lim x 0! (È,). 
y 


I vettori tangenti È; si costruiscono nel seguente modo. L'’inter- 
vallo 0<t<1è diviso dai punti t, nelle parti A;:t: << tiss 


ttt 
4 
Fig. 146. Integrazione di una Fig. 147. Integrazione di una 
i-forma su un cammino. 2-forma su una superficie. 


L'intervallo A; si può considerare come il vettore A, tangente 
all'asse f nel punto t;. La sua immagine nello spazio tangente 
a M nel punto y(t;) è 


Bi= dy]i, (A) ETMyap 


Al tendere a zero del più grande degli intervalli A,, le somme 
integrali ammettono un limite. Esso si chiama integrale della 
1-forma @ sul cammino Y. 

Il procedimento per la definizione dell’integrale di una 
k-forma su una superficie 4-dimensionale è analogo. La superficie 
d’integrazione si suddivide in piccoli parallelepipedi curvilinei 
k-dimensionali (fig. 147); questi parallelepipedi sono sostituitì 
da parallelepipedi nello spazio tangente, la somma dei valori 
della forma sui parallelepipedi dello spazio tangente tende a un 
integrale per infittimento della ‘suddivisione. Consideriamo ini- 
zialmente un caso particolare. 

B. Integrale di una X-forma in uno spazio euclideo orientato 
k-dimensionale R*. Sia z,, ..., x, un sistema di coordinate che 
dà l’orientazione in R*. Ogni k-forma in R* è proporzionale alla 
forma dz, \... / dxx, cioè si esprime come 0% = @ (2) dr, A 
A. A dn ‘ dove @ (x) è una funzione regolare. 

Sia D un poliedro convesso limitato in RÈ (fig. 148). Per 
definizione, si chiama integrale della forma * su D l’integrale 
della funzione © 


| o = | (2) dz,, ..., dx, 
D bd 


dove l’integrale a destra si intende come il limite di usuali somme 
integrali di Riemann. 

Tale definizione è la realizzazione del procedimento desi- 
gnato sopra, poiché nel caso considerato lo spazio tangente alla 
varietà viene identificato con la varietà. 


Problema 1. Dimostrare che | o* dipende da ©* linear- 


D 
mente. 
Problema 2. Dimostrare che, se si suddivide D in due 


poliedri convessi, D, e D,, è | o} = | o + | ol. 
D . Di ° Di . e 
Nel caso generale (una %-forma in uno spazio n-dimensionale) 
non è così facile identificare gli elementi della suddivisione con 


R 
Pig. 148. integrazione di una Fig. 149. Una forma su N induce 
k-forma in uno spazio k-dimensio- «na forma su M. 
nale. 


î parallelepipedi tangenti; più sotto ricondurremo questo caso 
a quello considerato. 

C. Comportamento di forme differenziali sotto applicazioni. 
Saa f: M + N un'applicazione differenziabile della varietà rego- 
lare M nella varietà regolare N e © una X-forma differenziale 
su N (fig. 149). 

Allora anche su M si ottiene una determinata k-forma; essa 
si indica con f*@ e si determina con la relazione 


(f* 0) (È SI, a) = 0 (fat e 00) fan) 


per vettori tangenti presi a piacere È,, ..., èa € 7M.. Qui 
fx è il differenziale dell’applicazione f. 
In altre parole, il valore della forma f*w sui vettori È,, . . 
. +, Ex è uguale al valore della forma © sulle immagini di questi 
vettori. 
Esempio. Sey= f(z,, x) = 71 + zi e 0 = dy allora 


f*@ = 2x, dx, + 2x, dr. 
Problema 3. Dimostrare che f*w è una %-forma su M. 


180 


Problema 4. Dimostrare che l’applicazione f* conserva 

le operazioni sulle forme 
f* (10, + 4203) = Af* (01) + A2/* (02), 
f* (01 A_02) = (f*@1) A (f*00). 

Problema 5. Sia gi: L+ M un'applicazione differen- 
ziabile. Dimostrare che (fg)* = g*f*. 

Problema 6. Siano D, e D, due poliedri convessi e 
compatti nello spazio orientato %4-dimensionale R* e f: Dj, + D, 
un’applicazione differenziabile, che realizzi una trasformazione 
diffeomorfa !, che conserva l’orientazione dell'interno idi ‘Dj 
sull’interno di D,. Allora per qualsiasi k-forma differenziale 
o in D, 


Suggerimento. Questo è il teorema sul cambiamento 
di variabile in un integrale multiplo 


° alvi. ...) Un 
(onini p(y(2))dz ... den= | p(Y) dv... dune 


Di Di 


D. Integrazione di una /-forma su una varietà n -dimensionale. 
Sia © una k-forma differenzialé sulla varietà n-dimensionale M. 

Sia D un poliedro limitato e convesso k-dimensionale in uno 
spazio euclideo %-dimensionale R* (fig. 150). 

Il ruolo di « cammino d'integrazione » sarà svolto da un 
dominio 4-dimensionale ? o in M, rappresentato dalla terna o = 
= (D, f, Or), che consiste 

1) del poliedro convesso D Cc RÈ, 

2) dell’applicazione differenziabile 


f:D- M, 
3) dell’orientazione di R*, indicata con Or. 


Definizione. Si chiama integrale della k-forma @ sul 
dominio k-dimensionale o l'integrale della corrispondente forma 


sul poliedro 
| = | fo. 


o D 


Problema 7. Dimostrare che l’integrale dipende dalla 
forma linearmente 


| A+ Ag09=A1 | Oi +À, | Wo. 
o 


o o 


1 Cioè biunivoca e differenziabile nei due sensi. 
2 Il dominio o si chiama generalmente poliedro singolare k-dimensionale. 


181 


Il dominio k-dimensionale, che differisce da o solo per la 
scelta dell’orientazione Or, si chiama opposto di o e si indica 
con —c o con —I-0c (fig. 151). 

Problema 8. Dimostrare che per un cambiamento 
d’orientazione l'integrale cambia di segno 


f{o=-[0. 


-0 (o) 


E. Catene. L'insieme f (D) non risulta necessariamente una 
sottovarietà regolare di M. Esso può avere « intersezioni con se 
stesso », « ripiegamenti » qualsiasi e perfino degenerare in un 


LL M 
C0r x ) YAN TAN 
Fig. 150. Poliedro singolare Fig. 151. Per il problema 8. 
k-dimensionale. 


punto. Tuttavia, già nel caso unidimensionale è chiaro che non 
conviene limitarsi a contorni d’integrazione, che consistono di 
un solo pezzo: sono utili anche contorni composti di alcuni pezzi, 
che possono essere ripercorsi in una direzione o nell’altra più 
volte. Un concetto analogo nel caso multidimensionale si chiama 
catena. 

Definizione. Una catena di dimensione k su una varietà 
M consiste!di un insieme finito di domini %-dimensionali orien- 
tati o,,..., o, in M e di numeri interi m,, ..., m, chiamati 
molteplicità (le molteplicità possono essere positive, negative 
o nulle). Una catena si indica con 


Ch = mo, + ... + m;0,. 
Si stabiliscono inoltre le identità naturali 
mo + mo = (m + my) 0, mo, + mo, = M303 + 
+ mjo,, 00 =0, co+0=cx. 


Problema 9. Dimostrare che l'insieme di tutte le cate- 
ne k-dimensionali in una varietà M diventa un gruppo commuta- 
tivo, se si definisce la composizione di catene con la formula 


mort ... + m,0,) + (mo +... + meo.) = 
= mo, + e e° +t mMr0, t mg, + e 00 + Mede. 


F. Esempio: frontiera di un poliedro. Sia D un poliedro 
orientato convesso k-dimensionale in uno spazio euclideo 4-dimen- 
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sionale R*. Si chiama frontiera di D la catena X — 1-dimensionale 
9D in R*, determinata nel seguente modo (fig. 152). 

Sono parti della catena 9D, indicate con 0:, le facce D, 
k—1-dimensionali del poliedro D, insieme con le applicazioni 
d’immersione f;: Dj + R* delle facce in R* e con le orientazioni 
Or; definite sotto; le molteplicità sono uguali a 1: 


0D= Ò Gi, 9i= (Di fu Or;). 


Regola per l’orientazione delle facce. Sia e,, ..., ex un 
riferimento che orienta R*. D, sia una delle facce di D. Scegliamo 
un punto interno di D, e costruiamo in esso il vettore n della 
normale esterna al poliedro D. Un riferimento che orienta la faccia 


) 


{| 


Fig. 152. Orientazione della fron- Fig. 153. Frontiera della catena. 
tiera. 


dcz 


on 


SUINI 


I 


Di sarà un riferimento fi, . . ., fx-1 in Dj tale che (n, fi, . - 
. «» fx-1) sia orientato correttamente (cioè abbia la stessa orienta- 

zione di e, ..., €x). 

La frontiera di una catena si determina in modo analogo. 
Sia oc = (D, f, Or) un dominio X-dimensionale nella varietà 
M. Si chiama frontiera di 90 la 4—1-catena 90 = V 0;, composta 
delle parti 0;=(Di, fi, Or;), dove D; sono le facce K—1-dimen- 
sionali di D, Or; sono le orientazioni scelte conformemente alla 
regola introdotta sopra, f; è la restrizione dell’applicazione f: 
D = M sulla faccia D,. i 

Si chiama frontiera dc, della catena %-dimensionale c, la 
somma delle frontiere delle parti della catena cx con le rispettive 
molteplicità (fig. 153) 


de, = 0 (mo, + .. + m0:) = 
= m do, +... + m;00r7. 
Chiaramente, dc, è una XK — 41-catena su M!. 
Problema 410. Dimostrare che la frontiera della fron- 
tiera di una qualsiasi catena è nulla: 9dc, = 0. 


1 Qui consideriamo % > 1. Le catene unidimensionali rientrano nello 
schema generale se si fanno le seguenti definizioni: una catena di dimensio- 
ne nulla consiste di un insieme di punti con molteplicità; la frontiera di un 


segmento'orientato ABèB_—A (il punto 8 con molteplicità 1, A con molte- 
plicità —1); la frontiera di un punto è vuota. 
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Suggerimento. Per la linearità di 9 basta dimostrare 
che 00D = 0 per un poliedro convesso D. Rimane da dimostrare 
che ogni faccia % —2-dimensionale di D entra nella catena 09D 
due volte con segni diversi. È sufficiente verificarlo per % = 2 
(sezioni piane). 

G. Integrale di una forma su una catena. Sia ora o* una 
k-forma sulla varietà M e cy una %-catena su M, cr = V migi. 
Si chiama integrale della forma w* sulla catena c, la somma degli 

integrali sulle diverse parti, tenuto conto 


g delle molteplicità 
fe ° 
\ o'= mi | ol. 
pdg <h Oi 
Problema 11. Dimostrare che 
P l'integrale dipende linearmente dalla forma 
Fig. 154. L'integra- \ 0 +05 = {ol + | OÌ. 
le della forma pdq ck Ck ch 
sulla frontiera di i 
una regione è ugua- Problema 12. Dimostrare che 
le all'area della l'integrazione di una forma fissata w* sulle 
regione. catene cy determina un omomorfismo del grup- 


_ po delle catene nella retta. 
Esempio 41. Sia M il piano {(p, 9)}, la forma o! sia 
p dq, la catena c; consista di un solo pezzo o; con molteplicità 1: 
[(O0<ti< 2 (p= cos t,q= sen t). 
Allora 
| pdqg=1n, 
Ci 
In generale, se la catena c, rappresenta la frontiera della regione 
G (fig. 154), allora \ p dq è uguale all'area di G col segno + 0, 


Cc 
a seconda che le due coppie di vettori, normale esterna e vettore 
d’orientazione della frontiera, vettori di base (versore p, versore g), 
abbiano o meno la stessa orientazione. 
Esempio 2. Sia M uno spazio euclideo orientato tridi- 
mensionale R3. Allora ogni 1-forma in M corrisponde a qualche 
campo vettoriale A (0! = ok), dove 


04 (S)= (A, È). 


L'integrale della forma ol sulla catena c,), che rappresenta 
la curva orientata , si chiama circolazione del campo Asulla curva Ì: 


| L= | (A, dI). 


Ci l 
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Anche ogni 2-forma in M corrisponde a qualche campo A 
(a = 0i, dove i (E, n)=(4, È, n). 

L'integrale della forma ©% sulla catena cy, che corrisponde 
alla superficie orientata S, si chiama flusso del campo A attraverso 
la superficie S: 


04 = | (A, dn). 
$ 


cs 
Problema 13. Trovare il flusso del campo A = per 


attraverso la superficie della sfera x? + y? + 2° = 4, orientata 
dai vettori e,, e, nel punto z= 1. Trovare il flusso dello stesso 
campo attraverso la superficie dell’ellissoide z°/a? + y°/b° + 2° = 
= 1 orientata ugualmente. 

Suggerimento. Vedere pag. 197. 

Problema 414. In uno spazio 2n-dimensionale R?" = 
= {(p1, - - +; Pni 90 - - +: In)} Sia data una 2-catena c,, che 
rappresenti una superficie orientata bidimensionale S con con- 
torno l. Trovare 


| dpi A das + +. +dPn \ dan € | pi da + -<° + Pn dAn. 


LA 


c. Ì 
Risposta. La somma delle aree orientate delle proiezioni di S 
sui piani coordinati bidimensionali pi, gi. 


$ 36. Differenziazione esterna 


Si definisce la differenziazione esterna di %-forme e si dimostra 
la formula di Stokes: l'integrale della derivata della forma su una 
catena è uguale all’integrale della stessa for- 
ma sulla frontiera di questa catena. 

A. Esempio: divergenza di un campo vet- \ AN 
toriale. La derivata esterna di una k-forma © 


su una varietà M è una $ + 1-forma 90 sulla 
stessa varietà. Il passaggio da una forma alla VA 
$, (17 


sua derivata è analogo alla formazione del È 
differenziale di una funzione o alla divergenza 7 «II 4 

di un campo vettoriale. Ricordiamo la defini- 

zione di divergenza. Fig. 155. Per la 


Sia A un campo vettoriale in uno spazio definizione di di- 
euclideo orientato tridimensionale R3 e S la vergenza. 
frontiera del parallelepipedo II con spigoli È,, 

E,, #3 per il vertice 7: S = QIl (fig. 155). Consideriamo il flusso 
del campo A attraverso la superficie S (« verso l’esterno ») 


F(M)= \ (A, dn). 
S 
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Seyil parallelepipedo II è molto piccolo, il flusso F è all’in- 
circa proporzionale al prodotto del volume del parallelepipedo, 
V= (É,, a, Es), per la «densità delle sorgenti» nel punto «. 
In altre parole, esiste il limite 


'e--0 esV 


dove eIl è un parallelepipedo di spigoli eÈ,, €É,, €Ès. Questo 
limite non dipende dalla scelta del parallelepipedo ma solo dal 
punto , e si chiama divergenza del campo A in z, div A. 

Per passare al caso multidimensionale, notiamo che « il flusso 
di A attraverso l'elemento di superficie » è una 2-forma, che noi 
abbiamo indicato come wi. La divergenza invece è la densità 
nell'espressione della 3-forma 


0° = div Adr Ady A dz, 
©° (E, Èa, a) = div AeV (È, Sa, slo 


che caratterizza le «sorgenti nel parallelepipedo elementare». 

La derivata esterna do” di una X-forma @* sulla varietà 
n-dimensionale M si definisce come la parte multilineare prin- 
cipale dell’integrale di w* sulla frontiera di un parallelepipedo 
k + 1-dimensionale. 

B. Definizione di derivata esterna. Definiamo il valore della 
forma do sul vettore % + 1, È,, ..., $:+: tangente a M inx. 
Consideriamo per questo un sistema di coordinate nell’intorno 


R 


Fig. 156. Parallelepipedo curvilineo II 


del punto x su M, cioè un'applicazione diffeomorfa f di un intorno 
del punto 0 nello spazio euclideo R” su un intorno del punto x 
in M (fig. 156). 

Le controimmagini dei vettori È,, ..., &n+1 E 7Mx sotto 
il differenziale f giacciono nello spazio tangente a R” in 0 
Questo spazio tangente si identifica naturalmente con R”, quindi 
si possono considerare controimmagini i vettori 


ti, eco) Sha lE R”. 


Costruiamo su questi vettori in R” il parallelepipedo II* 
(esprimendosi rigorosamente, bisogna considerare il cubo orienta- 
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to standardizzato in R**' e la sua applicazione lineare su II*, 
che trasforma gli spigoli e,, -.., €x+: in Èj, ..., Ek+; COMO 
un dominio È + 1-dimensionale in R”). 

L'applicazione f trasforma il parallelepipedo II* nel dominio 
k + 1-dimensionale II su M (« parallelepipedo curvilineo »). La 
frontiera del dominio II è una catena %X-dimensionale, @II. Consi- 
deriamo l’integrale della forma w* sulla frontiera @II del paral- 
lelepipedo II 


F(8,, 0. Sa) = | o. 


oII 


Esempio. Chiameremo 0-forma su M la funzione regolare 
p: M-+R. Chiameremo invece integrale della 0-forma g sulla 
O-caiena co = S) mi;A:;(dovegli m; sono numeri interi e A; punti 
di M): 


| g= di mo(Ai) 


Co 


Allora la precedente definizione dà l’«incremento» F(È,) = 
= ® (x:;) — © (1) (fig. 157) della funzione g, mentre la parte 


Fig. 157. Integrale sulla frontiera Fig. 158. Per il teorema sulla deri» 
di un parallelepipedo unidimen- vata esterna. 
sionale. È l'incremento di una 

funzione. 


lineare principale F (&,) in 0 è semplicemente il differenziale 
della funzione qQ. 

Problema 1. Dimostrare che la funzione F (t,, 

. + +» $k+1) è antisimmetrica in È. 

Risulta che la parte principale X + 1-lineare dell’« incremen- 
to» F (È, ..., Èx+1) è una X+ 1-forma esterna sullo spazio 
tangente a M in x, 7M.,. Questa forma non dipende dal sistema 
di coordinate, con l'aiuto del quale si è definito il parallelepipedo 
curvilineo II. Questa forma si chiama derivata esterna della forma 
o (nel punto x) e si indica con do”. 
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C. Teorema della derivata esterna. 

Teorema. Su TM, esiste un’unica k + 41-forma ©, che è la 
parte principale k + 41-lineare in 0 dell’integrale sulla frontiera del 
parallelepipedo curvilineo F (È, ..., En+1), cioè 


F(e5,, ..., €Èn+41) = +10 (È,, 0, $44) +0 (e*+1) (e +0). (1) 


La forma £ non dipende dalla scelta del sistema di coordinate, che 
serve alla determinazione di F. 


Se in un sistema locale di coordinate x,, . . ., %n su M la forma 


w* si esprime come 


ot= Na. adz, è. A dzi,, 
allora la forma © si esprime come 
Q=do* = d dai,...i, A dzi, A A di (2) 


Dimostreremo questo teorema nel caso di una forma o! = 
= a (x, o) dz; sul piano z,, x,. Nel caso generale la dimostra- 
zione è perfettamente analoga, ma i calcoli sono un po’ più lunghi. 

Calcoliamo il valore di F, cioè l’integrale di w* sulla fron- 
tiera del parallelogramma II di lati È, ne vertice in 0 (fig. 158). 
La catena dII è data dalle applicazioni dell’intervallo 0 < t< f 
sul piano t+ È, t+È&+nt,t-+nt,t+n + kt con moltepli- 
cità 1, 1, —1, —1. Quindi, 


1 
f 0!= | la (82) —a (&F+m)E— la (n0) — a (n+8)] 1 di 
0 


oII 


dove È, = dz, (È), n, = dz, (n), E, 
le componenti dei vettori È, n. Ma 


= dx, (È), n. = dx. (n) sono 
a(&t+m)—a (tt) => Mm +37 m+0 (E, n°) 


(le derivate si calcolano per x, = x, = 0). Esattamente nello 
stesso modo 


9 9 
a(nt+6) —a(mt)=3—t+ E +0(E2, n2). 
1 2 
Sostituendo queste espressioni nell’integrale, troviamo 


FE, m)= | 0'=-37 (Em —Ema) +0(8, n). 
III 


La parte principale bilineare di F, come previsto nella (4), risulta 
essere il valore della 2-forma esterna 


o) 
Q=37 da A dx, 


188 


sulla coppia di vettori È, n. Inoltre la forma ottenuta è espressa 
dalla formula (2), poiché 


da da da 
da /\ dx = Da, dz, /\ da t377 dxs /\ dx; = x dx, \ dx. 
Infine, se il sistema di coordinate z,, 7, è sostituito con un altro 
(fig. 159), il parallelogramma II si trasforma in un parallelogram- 
ma curvilineo vicino II’, tale che la differenza tra i valori degli 
integrali | o — | o! è un infinitesimo di ordine superiore 
OT ’ 
al secondo (verificatelo!), c.v.d. 
Problema 2. Dimostrare il teorema nel caso generale. 
Problema 3. Dimostrare le formule di differenziazione 
della somma e delSprodotto] 


d(ot \ 0')= do N04+(—1)0 A dol, 
d (04 +0) = do, + dos. 


Problema 4. Dimostrare che il differenziale di un dif- 


ferenziale è uguale a zero: dd = 0. 
Problema 5. Sia f: M-+ N un'applicazione regolare, 
o una k-forma su N. Dimostrare che f* (do) = d (f*@). 


I 
II 
r 
Y, I 
Ty 
Fig. 159. Indipendenza della deri- Fig. 160. Dimostrazione della for- 
vata esterna dal sistema di coor- mula di Stokes per un parallele- 
dinate. pipedo. 


D. Formula di Stokes. Uno dei più importanti corollari del 
teorema della derivata esterna è la formula di Newton — Leib- 
niz — Gauss — Green — Ostrogradskij — Stokes — Poincaré 


[0=| do, (3) 


de 


dove c è una qualsiasi % + 1-catena sulla varietà M e © una 
qualsiasi %4-forma sulla stessa’ varietà. 

È sufficiente dimostrare questa formula nel caso di una catena 
che consista di un solo dominio o. Supporremo inizialmente che 
questo dominio o sia dato da un parallelepipedo orientato II 
c R*4! (fig. 160). 
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Scomponiamo II in N**! piccoli parallelepipedi uguali I,, 
simili a II. Allora è evidentemente 
N41 


{= dI Fi, dove F;= | O. 


I iui on, 
Per la formula (1) abbiamo 
Fj=dw (gi, --., ty) +0(N7®45), 


N°841 


dove È{, ..., é+1 sono gli spigoli di II. Ma S do(t,..., Èk+1) 
i=i 


1 


è la somma integrale per | dw. E facile verificare che 0 (NN -0+1)) 
Îl 


è uniforme, dunque 
pR4 ph+1 
lim Y} Fi=lim Y do(ti, ..., &+)= | do. 
is=1 N II 


N-00 ‘ — 00 


{=1 
Infine troviamo 


G) = F = li F = | do. 
f o= D Fi=limS Fi 
on ÎI 
Da qui segue automaticamente la formula (3) per qualsiasi catena, 
i cui poliedri sono parallelepipedi. 

Per dimostrare la formula (3) per un qualsiasi poliedro 
convesso D, basta dimostrarla per il simplesso!, dato che D si 
può sempre scomporre in simplessi (fig. 161): 

D=YD;, 0D=“V 0D.. 

Dimostriamo la formula (3) per il simplesso. Osserviamo che 
un cubo orientato k-dimensionale si può trasformare in modo dif- 
ferenziabile in un simplesso orientato %-dimensionale, in modo 


tale che 

1) l'interno del cubo si trasformi in maniera diffeomorfa con- 
servando l’orientazione nell’interno del simplesso; 

2) l’interno di alcune delle facce % — 1-dimensionali del 
cubo si trasformino, in maniera diffeomorfa e conservando l’orien- 
tazione, nell'interno delle facce del simplesso; le immagini delle 
restanti facce %X — 1-dimensionali del cubo giacciano nelle facce 
k — 2-dimensionali del simplesso. 

l Il simplesso bidimensionale è il triangolo, quello tridimensionale 
è il tetraedro, e quello k-dimensionale è l’inviluppo convesso di % + 1 punti 
in R”, che non giacciono su un piano % — 1-dimensionale. 


h 
Esempio. IrzER*:z;>0, Vzisi . 
1 
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Per esempio, per % = 2 una tale trasformazione del cubo 
0< zz, za:< 1 sul triangolo è data dalle formule y, = 21, Ya = 
= ta (fig. 162). La formula (3) per il simplesso segue, ora, dalla 


(7 _ 


Fig. 161. Scomposizione di un Fig. 162. Dimostrazione della for- 
poliedro convesso in simplessi. mula di Stokes per il simplesso. 


dimostrazione della formula (3) per il cubo e dal teorema sul 
cambiamento di variabili (vedere pag. 181). 
Esempio 1. Consideriamo in R°”, con coordinate p,, ... 


« + -r Pri Ir <-> 9, la 1-forma 
o! = pi da, + -.- + Pr din = Pda. 
Allora do! = dp, A dg, +... + dpn \ dan = dp / dq, dunque 
{ {dp A da= \ pda. 


(HI dcs 
In particolare, se cs è una superficie chiusa' (0c,=0), allora 


{| dp \ da=0. 


E. Esempio 2. Analisi vettoriale. In uno spazio riemanniano 
orientato tridimensionale M ad ogni campo vettoriale A corri- 
sponde la 1-forma o e ia 2-forma ©. Per questo la differenzia- 
zione esterna si può considerare come un'operazione vettoriale. 

Alla differenziazione esterna di 0-forme (funzioni), 1-forme 
e 2-forme corrispondono le operazioni di gradiente, rotore e diver- 
genza, definite dalle relazioni 


df = Wyrad dol=00ìt4, d04 =div Ao 


(la forma o? è l'elemento di volume su MY). Così dalla (3) consegue 
f(u)—f(2)= | gradf.dl, se dl=y—z, 
î 
| A dt= | | rot A-dn, se 0D=S, 
Ì s° 
{| Adn= | \ | div A03, se 0D=S, 
S D 
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Problema 6. Dimostrare che 


div [ A, B]= (rot A, B)— (rot B, A), 
rot a 4 = (grada, A]+ arot A, 
div aA4 = (grada, A)+adiv A. 


Suggerimento. Per la formule di differenziazione del 
prodotto di forme abbiamo 


d (0/4, 5)) = d(04/ 0b) = dal \ 0k—-0} / dob. 


Problema 7. Dimostrare che rot grad = div rot = 0. 

Suggerimento. dd =0. 

F. Complemento 1. Operazioni vettoriali in un sistema triorto- 
gonale. Sia 1, 7., 13 un sistema triortogonale di coordinate in M, 
ds? = E, dr + E, dx} + Esdzì e gli e; i versori coordinati 
(vedere pag. 176). 

Problema 8. Note le componenti del campo vettoriale 
A = Ae, + 43€, + A3€3 trovare le componenti del suo rotore. 

Soluzione. Per quanto esposto a pag. 177, 


ou=A VE: dx, + Agl Ex Esdxg + AzV Esdzs. 


Dunque 
dol, = (SAVE, 244) dx, \dx3+ ... = Mit 4- 


Secondo quanto detto a pag. 177 troviamo 


E) Ea d E, 
rot4=L— (LUNE AVE 0,4... 
VE:.E3 dx, dxs 
VE;e, VE, Es VE; €3 
|__| dd 9 Q_ 
V E\E.Es dx, dry Oxs ° 


A\VE AVE, AsVEs 


In particolare, in coordinate cartesiane, cilindriche e sferiche 
in R 


dA,  9dAy dAx 9A, 
rot 4 = (FE dz na 0z = èdr 2) ey+t 
04 dA __ or Ag 
y 
+( dr m_ Ze 27 -(577 o) er+ 
dA; dA. A dA; _ 
+(#- fap (Ple) €27 
1 dAg = dAgcos® 
— Rcos0 \ ap 030 )er+ 
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1 dR Ag 1 0Ar 
5 6R = così d9 ) eo 
Problema 9. Trovare la divergenza del campo A 
‘ Conseguen- 


= Ayer + 420, + 4363 
Soluzione. wi,=A;V E,E3dx, \ dx;+ 
temente, 
do = (AV E,E:3) dx; A dr \ dx3 + 
Per la definizione di divergenza 
doî = div AV E,E,E3dx; \ dx, A dx, 


cioè 
diva=—L—_ 
VE\E;E3 


| 7 AV ExE; +47 4: VEE + Fa 43 VEE) 
p 3 
in coordinate cartesiane, cilindriche e sferiche 


In particolare, i 
in R3, 
_ dr CI 1 (drA, , dAw dA, — 
divA=Trta = 1 ( or +) da 
dR Ay OR cos 0A, 


_ A 4R? cos 0AR 
“— R'così OR + dg dz 
Problema 10. Si chiama operatore di Laplace su M 
l'operatore A = div grad. Trovare la sua espressione nelle coor- 


dinate z;. 
Risposta. 

1 9 E,Es di 

dx, E; dx, ° ] 


Af=——— 
V E \E,E3 


in R$, 
oi d2f 
+ 02% 


In particolare, 

0? 0 1 1 

2 _ ® =>7++ 69” 
q 


di 0 
— La 
Af dx* | dy? 


= 37 (8900804) + 


i _)+ (cos02)]. 


2 Q_ 
t così dy 


dQ 
i. Il flusso di un li- 


G. Complemento 2. Forme chiuse e cicli 
quido incomprimibile (privo di sorgenti) attraverso il contorno 
del dominio D è uguale a zero. Formuliamo l’equivalente multi- 


dimensionale di questa proposizione evidente 
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L'’equivalente multidimensionale di un flusso privo di sor- 
genti si chiama forma chiusa. 

Il campo A non ha sorgenti, se div 4 = 0. 

Definizione. Una forma differenziale w sulla varietà 
M è chiusa, se la sua derivata esterna è uguale a zero: do = 0. 

In particolare, la 2-forma ©, corrispondente al campo senza 
sorgenti A, è chiusa. Dalla formula di Stokes (3) segue immediata- 
mente il 

Teorema. L'integrale di una forma chiusa è" sulla frontiera 
di una qualsiasi catena k + 1-dimensionale cy+; è uguale a zero: 


| o=0, se dof=0. 
Ocn,i 


Problema 11. Dimostrare che il differenziale di una 


forma è sempre chiuso. 

D'altra parte vi sono forme chiuse, che non risultano essere 
dei differenziali. 

Per esempio, consideriamo come varietà M lo spazio euclideo 
tridimensionale R? privato del punto O: M = R° — 0, e come 


Fig. 163. Il campo A. Fig. 164. Cono sopra un ciclo. 


2-forma il flusso del campo A = FA er (fig. 163). È facile convin- 
cersi che div A = 0, cosicché la nostra 2-forma © è chiusa. 
Nello stesso tempo il flusso attraverso qualsiasi sfera con centro 
in O è uguale a 4n. Mostriamo che l'integrale del differenziale 


della forma sulla sfera deve essere uguale a zero. 
Definizione. Si chiama ciclo sulla varietà M una 


catena, la cui frontiera sia nulla. 
La superficie orientata della nostra sfera si può considerare 


come un ciclo. Dalla formula di Stokes (3) segue direttamente il 
Teorema. L'’integrale di un differenziale su un qualsiasi ciclo 


è uguale a zero: 
| dof=0, se dcx4=0. 


Ch+1 
Pertanto la nostra 2-forma wi non è il differenziale di alcuna 


41-forma. 
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L'esistenza di forme chiuse sulla varietà M è legata alle 
proprietà topologiche di M. Si può mostrare che in uno spazio 
lineare ogni %-forma chiusa è il differenziale di qualche % + 1- 
forma («lemma di Poincaré»). 

Problema 12. Dimostrare il lemma di Poincaré per 
le 1-forme. 


Xi 


Suggerimento. Considerate \ol=g(z). 


o 
Problema 13. Dimostrate che in uno spazio lineare 
l'integrale di una forma chiusa su un qualsiasi ciclo è uguale 


a Zero. 
Suggerimento. Costruire una 4 + 41-catena, la cui 
frontiera è il ciclo dato (fig. 164). 
E specificatamente, per qualsiasi catena c considerate « il 
cono sopra c con vertice 0». Se si indica l'operazione di costruzione 
del cono con p, allora 


00p + po0 =1 (trasformazione identica). 


Dunque, se la catena c è chiusa, 0 (pc) = c. 

Problema. Dimostrate che in uno spazio lineare ogni 
forma chiusa è un differenziale totale. 

Suggerimento. Servirsi della costruzione conica. 
Sia 0° una k-forma differenziale in R”. Definiamo la X — 4-forma 
(«cocono sopra ©») pwo* nel modo seguente: per qualsiasi catena ci_, 


frat= fat 
Cn_1 PeR 


È facile verificare che la X — 1-forma po” esiste ed è unica; il suo 
valore sui vettori È,, ..., Èhk-1, tangenti a R" in x, è pari a 


1 
(Po)x (È, °°°? Eni = \ Oto (2, 81, °°°) t6n-1) dt. 
0 


E anche facile dimostrare che 


dop+ ped =1 (trasformazione identica). 

Quindi, se la forma @* è chiusa, risulta d (po”) = 0°. 
Problema. Sia X un campo vettoriale su M, © una 
k-forma differenziale. Definiamo la % — 1-forma differenziale 
(il cosiddetto prodotto interno di X per @) iy@ con la relazione 


(ix ®) (È, *.0 En-1) = (X, È, CCIE, Gna). 
Dimostrate la formula d'omotopia 
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dove Ly è l'operatore di differenziazione nella direzione del 
campo X. 
[L'azione dell’operatore Ly sulle forme si determina con 


l'aiuto del flusso di fase {g'} del campo X con la relazione 
(Lx) (6) = di ® (g4É). 


L’operatore Ly si chiama derivata di Lie o del pescatore : il flusso 
trasporta davanti al pescatore tutti i possibili oggetti geometrico- 
differenziali, mentre il pescatore siede al suo posto e li differen- 
zia.] 

Suggerimento. Indichiamo con ZH «l'operatore di 
omotopia », che associa alla X-catena y:; 0 + Mlak+ 1- catena Hy: 
(I X o) + M secondo la formula (H7)(t, x) = eg'y(z) (dove 
I = (0, 1]). Allora 


gy—-y=90(Hy+ HA (0y) 


Problema. Dimostrare la formula di differenziazione 
del prodotto vettoriale in uno spazio euclideo tridimensionale 
(o in una varietà riemanniana): 


rot [a, b] = {a,b} +adivb—bdiva 


t=0 


(dove {a, b} = L.b è la parentesi di Poisson dei campi vettoriali, 


vedere $ 39). 
Suggerimento. Se tè l'elemento di volume, abbiamo 


Îrot [a, pt =diaipt, diva = di,T, {a, b) = Lob; 


utilizzando queste relazioni e non dimenticando che dr = 0 
è facile ricavare la formula per rot [a, d] dalla formula di omoto- 
pia. 

H. Complemento 3. Coomologie e omologie. Tutte le X-forme 
su M costituiscono uno spazio lineare, le X-forme chiuse un sot- 
tospazio di questo, mentre i differenziali delle X + 4-forme un 
sottospazio dello spazio delle forme chiuse. Lo spazio quoziente 


(forme chiuse)/(differenziali)= H* (M, R) 


si chiama gruppo k-anensionale delle coomologie della varietà M. 
È elemento di questo gruppo la classe delle forme chiuse, che 
differiscono tra ]oro solo pei un differenziale. 

Problema 414. Limostrare che per la circonferenza S! 
abbiamo AH! (S*, R) = R. 

La dimensione dello spazio H* (M, R) si chiama numero 
di Betti k-dimensionale della varietà M. 
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Problema 15. Trovare il numero di Betti unidimensio- 
nale del toro 7? = S! x S!. 

Il flusso di un liquido (privo di sorgenti) attraverso le super- 
fici di due sfere concentriche è lo stesso. In generale, per l’integra- 
zione di una forma chiusa su un ciclo %-dimensionale, si può 
cambiare il ciclo in un altro con la condizione che la loro diffe- 
renza è la frontiera di una catena £ + 1-dimensionale (« pellicole», 


fig. 165): 
Lal 


sea — b= dcx+; e do = 0. 

Poincaré chiamò due cicli a e ò così fatti omologici. 

Con una definizione appropriata* del gruppo delle catene 
sulla varietà M e dei sottogruppi, che giacciono in esso, dei 


ANI 


N 
Nerd 
a 


Fig. 165. Cicli omologici. 


eicli e delle frontiere (cioè dei cicli omologici con lo zero), il 
gruppo quoziente 


(cicli)/(frontiere) = H, (M) 


si chiama gruppo k-dimensionale delle omologie di M. 

È elemento di questo gruppo una classe di cicli omologici 
tra di loro. 

Anche il rango di questo gruppo è uguale al numero k-dimen- 
sionale di Betti della varietà M («teorema di De Rham»). 


! Per questo si deve ridurre il nostro gruppo {cx}, identificando tra loro 
i pezzi, che differiscono solo per la scelta della parametrizzazione f © dei 
poliedri D. In particolare, si può considerare che D è sempre lo stesso e unico 
simplesso o cubo. Inoltre, si deve considerare uguale a zero ogni dominio 
k-dimensionale (D, f, Or), se esso è degenere, cioè f = f,-fi, dove fi :D-+ 
-» D' e D' ha una diìmensione minore di %. 
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VIII. Varietà simplettiche 


Una struttura simplettica su una varietà è una 2-forma 
differenziale chiusa, non degenere, su di essa. Gli spazi delle fasi 
dei sistemi meccanici possiedono strutture simplettiche naturali. 

Su una varietà simplettica, così come su una riemanniana, 
si ha un isomorfismo naturale tra i campi vettoriali e le 1-forme. 
Un campo vettoriale su una varietà simplettica, corrispondente 
al differenziale di una funzione, si chiama campo vettoriale 
hamiltoniano. Un campo vettoriale, su una varietà, dà un flusso 
di fase: un gruppo di diffeomorfismi a un parametro. Il flusso 
di fase di un campo vettoriale hamiltoniano, su una varietà 
simplettica, conserva la struttura simplettica dello spazio delle 
fasi. 

I campi vettoriali, su una varietà, formano un’algebra di Lie. 
Anche i campi vettoriali hamiltoniani, su una varietà simplettica, 
formano un’algebra di Lie. Le operazioni in queste algebre si 
chiamano parentesi di Poisson. 


$ 37. Struttura simplettica su una varietà 


Si definiscono le varietà simplettiche, i campi vettoriali 
hamiltoniani su di esse e la struttura simplettica standard nel 
fibrato cotangente. 

A. Definizione. Sia M” una varietà differenziabile di di- 
mensione pari. 

Si chiama struttura simplettica su M?°" una 2-forma differen- 
ziale chiusa non degenere ©? definita su M?”: 


do?=0, V$#0 In: (E, n)70 (5, nEeTM.). 


La coppia (M°?”, «w?) si chiama varietà simplettica. 
Esempio. Consideriamo lo spazio lineare R?* con le 
coordinate p;, 9; e sia 0° = V dp; A dq:. 
Problema. Verificare che (R?”, ©?) è una varietà 
simplettica. 
Per n = 1 la coppia (R?, 0?) è la coppia (piano, area). 
Il seguente esempio spiega la comparsa di varietà simplet- 
tiche in dinamica. Accanto al fibrato tangente di una varietà 
differenziabile è spesso utile considerare il suo duale cotangente. 
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B. Fibrato cotangente e sua struttura simplettica. Sia V una 
varietà differenziabile n-dimensionale. Una 1-forma sullo spazio 
tangente a.V nel punto « si chiama vettore cotangente a V nel 
punto x. L'insieme di tutti i vettori cotangenti a V nel punto x 
forma uno spazio lineare n-dimensionale, duale dello spazio 
tangente 7V,. Tale spazio lineare dei vettori cotangenti si indica 
con T*V. esi chiama spazio cotangente alla varietà V nel punto x. 

L’unione degli spazicotangenti alla varietà in tutti i suoi 
punti si chiama fibrato cotangente di V e si indica con 7*V. 
L'insieme 7*V ha una struttura naturale di varietà differenzia- 
bile di dimensione 2rn. Un punto di 7*V è una 4-forma sullo 
spazio tangente a V in qualche punto di V. Se gq è l'insieme delle n 
coordinate locali di un punto di V, una tale forma è data dalle 
sue n componenti p. Insieme, i 2n numeri p, q costituiscono l’in- 
sieme delle coordinate locali del punto di 7*V. 

Esiste una proiezione naturale f: 7*V-» V (che fa cor- 
rispondere a ogni 1-forma su 7V, il punto x). La proiezione f è 
un'applicazione differenziabile su. La controimmagine del punto 
x € V sotto l'applicazione f è lo spazio cotangente 7*V.. 

Teorema. Il fibrato cotangente T*V possiede una struttura 
simplettica naturale. Nelle coordinate locali scritte sopra tale strut- 
tura è data dalla formula 


o* = dp \ da = dp, A da + ... + dpr \ dan. 
Dimostrazione. Dapprima definiamo su 7*V una 


i1-forma particolare. Sia È € 7 (7*V), un vettore, tangente al 
fibrato cotangente nel punto p € T*V, 
(fig. 166). La derivata f,: T(7*V)+ 


* 
TW — TV della proiezione naturale f: 7T*V+ 
ruy > V trasforma È nel vettore f,E, tan- 
pis gente a V nel punto «x. Definiamo la 


i1-forma ©’ su 7*V con la relazione 
w' (È) = p (fxÈ). Nelle ‘coordinate locali 
scritte sopra questa forma ha l'aspetto 


f | o' = p dg. Conformemente all’esempio 
del punto A, là 2-forma chiusa ©? = 

7 = do! è non degenere. 
78 v Osservazione. Consideriamo 


l il sistema meccanico lagrangiano, con 

Fig. 166. La i-forme pdg varietà delle configurazioni V e fun- 
sul fibrato cotanpente. . . . 

zione di Lagrange L. È facile compren- 

. dere che la «velocità generalizzata» 

lagrangiana gq è un vettore tangente alla varietà delle configura- 


zioni V, mentre l'«impulso generalizzato» p=@L/dg è un vettore 
cotangente. Dunque, lo spazio « p, g» delle fasi di un problema 
lagrangiano è il fibrato cotangente della varietà delle configura- 
zioni. Così, il teorema precedente mostra che lo spazio delle fasi 
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di un problema meccanico ha una struttura intrinseca di varietà 
simplettica. 

Problema. Mostrare che la trasformazione di Legendre 
non dipende dal sistema di coordinate: essa fa corrispondere 
alla funzione L: TV--R sul fibrato tangente la funzione 
H: T*V-+-R su quello cotangente. 

C. Campi vettoriali hamiltoniani. Una struttura riemanniana 
su una varietà stabilisce un isomorfismo tra gli spazi dei vettori 
tangenti e delle 1-forme. Anche una struttura simplettica stabi- 
lisce un simile isomorfismo. 

Definizione. Facciamo corrispondere al vettore È, 
tangente alla varietà simplettica (M?”, ©?) nel punto x, la 1-for- 
ma wi su TM, secondo la formula 


wi (N) = (n, $) VnETM.. 


Problema. Dimostrare che la corrispondenza È + wi 
è un isomorfismo degli spazi lineari 2n-dimensionali dei vettori 
e delle 1-forme. 

Esempio. In R?° = {(p, q)} identificheremo i vettori 
e le 1-forme, in accordo cun la struttura euclidea (x, x) = p° + g?. 
Allora, la corrispondenza $ + wi dà la trasformazione R°" + 
+ R?°. 

Problema. Calcolare la matrice di questa trasformazione 
nella base 7, gq. 

/ +E 
E 0 

Indicheremo con / l’isomorfismo costruito sopra, Z: T*f, + 
-—- TM,. 

Sia ora H una funzione sulla varietà simplettica 47°”. Allora 
dH è una 1-forma differenziale su MM, e ad essa corrisponde, in 
ogni punto, qualche vettore tangente a /M. Otteniamo in questo 
modo il campo vettoriale su M, / dH. 

Definizione. Il campo vettoriale / dH si chiama 
campo vettoriale hamiltoniano, H-funzione di Hamilton. 

Esempio. Se M?° = R?° = {(p, q)} otteniamo il campo 
della velocità di fase delle equazioni canoniche di Hamilton 

° ° OH ° OH 


Risposta. 


$ 38. Flussi di fase hamiltoniani e .loro invarianti integrali 


Il teorema di Liouville afferma che il flusso di fase conserva 
i volumi. Poincaré ha trovato un'intera serie di forme differen- 
ziali, che sono conservate dal flusso di fase hamiltoniano. 

A. I flussi di fase hamiltoniani conservano la struttura simplet- 
tica. Sia. (M?", ©?) una varietà simplettica, H: MV?" + R_una 
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funzione. Supponiamo che il campo vettoriale hamiltoniano / dH, 
corrispondente a H, dia un gruppo di diffeomorfismi a un para- 
metro g': M?" + M*. 


g'e=IdH (x). 


Il gruppo g' si chiama flusso di fase hamiltoniano con funzione 


di Hamilton H. 
Teorema. /l flusso di fase hamiltoniano conserva la strutiura 


simplettica: 
(2°)* 0° = @w?. 


Nel caso n = 1, M?" = R? questo teciema indica che il 
flusso di fase g' conserva le aree (teorema di Liouville). 

Per la dimostrazione del teorema è utile introdurre le seguenti 
notazioni (fig. 167). 

Sia M una qualsiasi varietà, c una k-catena in M, g':-M + M 
una famiglia a un parametro di applicazioni differenziabili. 


DIS 5 la 


Fig. 167. Traccia di una catena sotto omotopia. 


Costruiamo la & + 1-catena Jc in M, chiamata traccia della catena 
c sotto l’omotopia gi, 0<t<t. 

Sia (D, f, Or) uno dei pezzi della catena c. Nella catena Jc 
gli corrisponderà il pezzo (D', f', Or’), dove D' = 7 Xx D è il 
prodotto diretto del segmento 0 <t< 1 per D, l’applicazione 
f':D' + M si esprime attraverso f: D+ M secondo la formula 
f'(t, x) = g‘ f(x) e l’orientazione Or’ dello spazio R*+!, che con- 


tiene D', è data dal riferimento €, €}, ..., €x, dove e, è il 
versore dell’asse tt, mentre e,, ..., ex è il riferimento che. 
orienta D. 


Si può dire che Jc è la catena, che c descrive sotto l'omotopia 
g',O0<t< 1. La frontiera della catena Jc consiste di «ricopri- 
menti », formati dalle posizioni iniziali e finali di c, e della 
«superficie laterale», descritta dalla frontiera di c. 

E facile verificare che, con la scelta mostrata dell’orienta- 
zione, 


o, (Jcy) = g'cn—ca—J Oc. 
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Lemma. Sia y una 1-catena nella varietà à simplettica (M?", 0°). 
Sia g' il flusso di fase su M, con funzione zi Hamilton H. Allora 


Dimostrazione. É sufficiente considerare la catena y 
di un solo dominio f: [0, 1] + M. 
Introduciamo le notazioni 


f'(s,t)=g'f(s), &=0df'/0s,i n=df'/0t€TMy,0- 


Per definizione d’integrale 


1 © 


) = | | o2(n, %) di ds. 


00 


Ma, per definizione di flusso di fase, n è il vettore del campo 
hamiltoniano con funzione di Hamilton H (nel punto f ($.18)). 


In base alla definizione di campo hamiltoniano @? (n, È) = 
= dH (£). Così, 


Il lemma è dimostrato. 


Corollario. Se la catena y è chiusa (9y=0), allora | 02=0. 
Jy 
Effettivamente, \ dH "| H=0. 
Y 
Dimostrazione del teorema. Consideriamo 
una qualsiasi 2-catena c. Abbiamc 


04 fd [ad f ef ft font 


gate c 


{l'uguaglianza 1 sussiste perché ©? è chiusa, la 2 per la formula 
di Stokes, la 3 per la formula (1), la 4 per il corollario precedente, 
y = 9c). Dunque, gli integrali della forma w? su qualsiasi catena c 
e sulla sua immagine g°c sono gli stessi, come volevasi dimostrare. 

Problema. Ogni gruppo a un parametro di diffeomor- 
fismi di M°”, che conservi la struttura simplettica, è un flusso 
di fase hamiltoniano? 

Suggerimento. Vedere $ 40. 

B. Invarianti integrali. Sia g: M +M un'applicazione diffe- 
renziabile. 
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Definizione. La k-forma differenziate © si chiama 
invariante integrale dell’applicazione g, se gli integrali di ©, su 
qualsiasi catena %-dimensionale c e sulla sua immagine, sotto 
l'applicazione g, sono identici: 


fo= {o 


ge c 


Esempio. Se M = R°, mentre w° = dp /\ dq è Vele- 
mento di area, è? risulta invariante integrale di tutte le applica- 
zioni g, con jacobiano uguale a 1. 

Problema. Dimostrare ehe la forma * è invariante 
integrale dell’applicazione g, se e soltanto se g*0* = @*. 

Problema. Dimostrare che se le forme w* e w' sono 
degli invarianti integrali dell’applicazione g, allora anche la 
forma w* / o' è un invariante integrale di g. 

Il teorema del punto A si può formulare così: 

Teorema. La forma w*, che dà la struttura simplettica, è un 
invariante integrale del flusso di fase hamiltoniano. 

Consideriamo ora le potenze esterne della forma ©? 


(0°)? = 0° A 0%, (0°) = 0° /\ 0° \ 03, ... 


Corollario. Ognuna delle forme (@è?)?, (&0°)° è un invariante 
integrale del flusso di fase hamiltoniano. 

Problema. Sia 2n la dimensione della varietà simpletti- 
ca (M?", ©). Mostrate che (0?) = 0 per % > n, mentre (0?)" 
è una 2n-forma non degenere su M?”. 

Definiamo l’elemento di volume su M?" per mezzo di (w°)". 
Allora il flusso di fase hamiltoniano conserva i volumi e ottenia- 
mo, dal precedente corollario, il teorema di Liouville. 

E sem pio. Consideriamo lo spazio simplettico coordinato 
M?° = R?"° = {(p, g)}, è = dp \ dq = Xdp: A da. In questo 
caso la forma (#?)* è proporzionale alla forma 

oF= > dp, A... Adp:, Nd, A... A dai. 
..<ix 


t,< 


L'integrale della forma ©? è uguale alla somma dei volumi 
orientati delle proiezioni sui piani coordinati (Pi «0 Piyo 
div + 9): 

L'applicazione g: R?" + R?" si chiama canonica se ammette 
0? come invariante integrale. Ognuna delle forme #4, 08, ..., 0?” 
è un invariante integrale di ogni trasformazione canonica. Per 
questo motivo, sotto una trasformazione canonica, si conserva la 
somma delle aree orientate delle proiezioni sui piani coordinati 
(Pi, er Piyr dig 0 dix)» 1zkszeun. In particolare, le 
trasformazioni canoniche conservano i volumi. 
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Il flusso di fase hamiltoniano, dato dalle equazioni p = 


= i, q =D: consiste delle trasformazioni canoniche g*. 


Gli invarianti integrali considerati sopra si chiamano anche 
assoluti. 

Definizione. La X-forma differenziale © si chiama 
invariante integrale relativo dell’applicazione g: M + M se 


Ja=]o 
EC c 
per ogni X-catena chiusa c. 
Teorema. Se ® è un invariante integrale relativo dell’applica- 
zione g, da è un invariante integrale assoluto di g. 


Dimostrazione. Sia c una K + 1-catena. Allora 


(le uguaglianze 1 e 4 sono la formula di Stokes, la 2 è la defini- 
zione di invariante relativo, la 3 la definizione di frontiera). 

Esempio. La trasformazione canonica g: R?° + R?" ha, 
come invariante integrale relativo, la 1-forma 


wi = p dq = I Pi dq;. 


Effettivamente, ogni catena chiusa c, in R?", è la frontiera 
di qualche catena o e troviamo dunque 


{ott | oi È { o È | do' + | do' È | È { è! 


ge g 00 0go go lo) do 


(le uguaglianze 1 e 6 valgono per la definizione di o, la 2 per 
la definizione di 9, la 3 e la © per la formula di Stokes, la 4 per la 
canonicità di g e per l’espressione do! = d (p dg)= dp / dq = 
= 0°). 
Problema. Sia do un invariante integrale assoluto 
dell’applicazione g: M + M. Segue; da questa ipotesi, che * 
è un invariante integrale relativo? 

Risposta. No, se in M vi sono catene chiuse X-dimensionali, 
che non risultano frontiere. 

C. Legge di conservazione dell'energia. Teorema. La fun- 
zione H è un integrale primo del flusso di fase hamiltoniano, con 
funzione di Hamilton H. 
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Dimostrazione. La derivata di # nella direzione 
del vettore n è uguale al valore di df sul vettore nm. Per defini- 
zione di campo hamiltoniano n = / dH troviamo 


dH (n) = 0° (M,/dH)= (n, n) =0. 


Problema. Dimostrare che la 4-forma dH è un inva- 
riante integrale del flusso di fase, con funzione di Hamilton HM. 


$ 39. Algebra di Lie dei campi vettoriali 


A ogni coppia di campi vettoriali su una varietà si associa 
un nuovo‘campo vettoriale, chiamato la loro parentesi di Poisson. 
La parentesi di Poisson trasforma lo spazio lineare infinito dei 
campi vettoriali differenziabili su una varietà in un’algebra 
di Lie. 

A. Algebra di Lie. Un esempio di algebra di Lie è uno spazio 
lineare tridimensionale euclideo orientato, in cui sia stata intro- 
dotta l’operazione di moltiplicazione vettoriale. Il prodotto 
vettoriale è bilineare, antisimmetrico e soddisfa l’identità di 
Jacobi 


[[A, B], C] + I[8, CI, 4] + I[C, A], BJ} =0. 
Definizione. Si chiama algebra di Lie uno spazio 


lineare ZL, che, insieme con un'operazione bilineare, antisimmetri- 
ca Lx L--L, soddisfi l'identità di 


Jacobi. M 

L’operazione comunemente si indica CIARA 
con le parentesi quadre e si chiama com- Ar 
mutatore. 


Problema. Dimostrare che l’in- 
sieme delle matrici n x n diviene un'al- Fig. 168. Il gruppo dei 
gebra di Lie, se si definisce il commu- diffeomorfismi, ato dal 
tatore come [A, B].= AB — BA. campo vettoriale 

B. Campi vettoriali e operatori differenziali. Sia M una 
varietà regolare, A un campo vettoriale regolare su M: in ogni 
punto x € M è dato il vettore tangente A (x) € TM,. A ognuno 
di tali campi vettoriali sono collegati i seguenti due oggetti. 

41. Il gruppo, a un parametro, di diffeomorfismi*, o flusso 
A': M + M, per il quale A è il campo delle velocità (fig. 168): 


d tra 
vr i 1e= 4 (2). 


1 Per i teoremi di esistenza, unicità e differenziabilità della teoria 
delle equazioni differenziali ordinarie, il gruppo A* è definito, se la varietà 
M è compatta. Nel caso generale, le applicazioni A* sono definite solo in 
ur intorno di x e per piccoli 1; ciò è sufficiente per le costruzioni che se- 
gnono. 
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2. L'operatore differenziale del primo ordine Ly. Ci si riferisce 
alla differenziazione delle funzioni nella direzione del campo A: 
per ogni funzione g: M--R la derivata nella direzione di A 
è una nuova funzione Lug, il cui valore nel punto x è 


_d t 
(La9) (2)=#|__P(A%). 
Problema. Dimostrare che l'operatore Lu è lineare: 
La (2191 + ds@e) = MLai + AgLa9a (Ad E R). 


Dimostrare la formula di Leibniz, La (@1@.) = giLapo + 


+ Pala@i. 
Esempio. Siano (z,, ..., Zn) coordinate locali su M. 


In questo sistema di coordinate il vettore A (x) è dato dalle com- 
ponenti (A; (x), .. ., An (x)); il flusso A°* è dato dal sistema di 


equazioni differenziali 
zi= 41 (x), ..., n= An (2) 
e, di conseguenza, la derivata di g = @ (z,, ..., n) nella dire- 
zione di A è 
ta) n 
Lag= Arr +» +An ar. 
Si può dire che l’operatore Zu, nelle coordinate (1, . . ., Zn)» 
ha la forma 
ò ò 
La= Agg to tina 


ma questa è anche la forma generale di un operatore lineare 


differenziale del primo ordine in uno spazio coordinato. 
Problema. Dimostrare che la 


corrispondenza tra campi vettoriali A, 


tas. 
BÈ ABT flussi A* e differenziazioni Ly è biu- 
B BSAÎr nivoca. 
C. Parentesi di Poisson di campi vet- 
toriali. Supponiamo che sulla varietà M 
TA AÎr siano dati due campi vettoriali A e B. 


Pio. 169. Flussi ch I corrispondenti flussi A* e B*, parlando 

© ‘commutano. 0 in generale, non commutano: A°8* = 
5 B'A*' (fig. 169). 

Problema. Portare un esempio. 

Soluzione.Icampi A= e,, B= ze, sul piano (2, 23). 

Per la misura del grado di non commutatività dei due flussi 

A' e B°, consideriamo i punti A°B°z e B'A'z. Per valutare la 

differenza tra questi punti, confrontiamo il valore che assume 

in essi qualche funzione regolare @ sulla varietà M. La differenza 


A (t, 5; x) = gp(A'B'x) — P(B'A'2) 
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è, ovviamente, una funzione differenziabile, che si riduce a 0 
per s=0 e per #t=0. Perciò, il primo termine diverso da 0 
della serie di Taylor di A in s e t, in 0 contiene st, mentre gli 
altri termini di secondo grado scompaiono. Calcoliamo questo 
termine principale bilineare di A in 0. 
Lemma 1. La derivata mista di A, rispetto ase t in 0 è uguale 

al commutatore delle differenziazioni nelle direzioni di A e di B: 

2 

° \@(A'B'z)— 9 (B'A°)=(LsLav— LuLs9) (2). 


os dt a 


Dimostrazione. Per definizione di Ly, 


®(A°B°x)=(Lu@) (B'z). 


o) 


Se si indica la funzione L4@ con +, allora, per definizione di Lg, 


£ |_4(B'2)=(Lsy)(2). 
Così, dunque, 
To lio P (A'B*2) _ (LaLa4®) (2), 


come volevasi dimostrare. 

Consideriamo ora il commutatore delle differenziazioni 
LsLa — LaLg. A prima vista questo è un operatore diffe- 
renziale del secondo ordine. 

Lemma 2. L'operatore LgLa — LaLz è un operatore dif- 
ferenziale lineare del primo ordine. 

Dimostrazione. Siano (4, ..., An); (Bn ..-., Ban) 
le componenti dei campi A, B nel sistema di coordinate locali 
(1, - . ., x) su M. Allora 


n 


pd 4 3 
LaLa®= 2, Big dA = 


i=1 j=1 


n 
a d0Aj d 0% 
a Zi Bi ori dz; PT 2, BiA; dx; dx; 
i, j=1 i, jel 


Se 3i sottrae L4uLg@, il termine con le derivate seconde di 
scompare e otteniamo 


n 
0Bj d 
dz; 0zj * 


(LsLa— LaLp)p= DÒ (BLA 
i, j=1 
E così il lemma è dimostrato. 
Ma poiché ogni operatore differenziale lineare del primo 
ordine è dato da un campo vettoriale, anche il nostro operatore 
LsaLa — LaLs corrisponde a qualche campo vettoriale C. 
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Definizione. Si chiama! parentesi di Poisson o commu- 
tatore di due campi vettoriali A e B sulla varietà M il campo 
vettoriale C' per il quale 


L= LpsLa— LaLp. 
La parentesi di Poisson di due campi vettoriali si indica con 
C=[A, B}. 


Problema. Ammettiamo che i campi A e B siano dati, 
nelle coordinate x;, dalle componenti (A4;, B;). Trovare le com- 
ponenti dalla loro parentesi di Poisson. 

Soluzione. Nella dimostrazione del lemma 2 è stata già 
dimostrata la formula 


[A, B];= DI BL AS, 


Problema. Sia A; il campo vettoriale delle velocità 
lineari di un corpo solido, che ruota con velocità angolare @},, 
e 4, quello corrispondente alla velocità angolare @©,. Trovare 
la parentesi di Poisson [A;, A.). 

D. Identità di Jacobi. 

Teorema. La parentesi di Poisson trasforma lo spazio lineare 
dei campi vettoriali, su una varietà M, in un'algebra di Lie. 

Dimostrazione. La linearità e l’antisimmetricità 
della parentesi di Poisson sono evidenti. Dimostriamo l’identità 
di Jacobi. Abbiamo, per definizione di parentesi di Poisson, 


Lita, 8), 0}= LeLta, 83) — Lia, B\Lc = 
=LeLgLa—LeLaLg + LaLsgLe— LsgLcLa. 


In tutto, nella somma Lita, 8), c) + Z[8, c), 41 + Zire, 41, 8)» Vi 
saranno 12 termini. Ogni termine entra nella sorama due volte, 
con segni opposti. Il teorema è dimostrato. 

E. Condizione di commutatività dei flussi. Siano A e B dei 
campi vettoriali sulla varietà M. 

Teorema. Due flussi A', B*° commutano se e soltanto se la 
parentesi di Poisson dei campi vettoriali corrispondenti, [ A, BÌ, 
è uguale a zero. 

Dimostrazione. Se A4‘B°= B*A', per il lemma 1 
[ A, B} = 0. Se invece [ A, B]=0, allora per il lemma 1, per 
qualsiasi funzione @ in un qualsiasi punto 7, risulta 


p(A'B°r) — dBA") = 0(8° + 12), s+0, t+0. 


! In molti libri si usa un altro simbolo. Il nostro è in accordo con il 
simbolo di commutatore nella teoria dei gruppi di Lie (vedere il punto F). 
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Mostreremo che da qui segue g(A4‘B°x) = p(B'A*z), per s e # 
sufficientemente piccoli. 

Applicando questa relazione alle coordinate locali (g@ = 
= 1... P= Z,), otteniamo A'B' = B'A°. 

Consideriamo il rettangolo 0O<f<t, 0<s<so (fig. 170) 
sul piano (t, s). A_ ogni cammino, che porta da (0,0) a (to, So) 
e che consiste di un numero finito di 
segmenti orientati come le direzioni co- 
ordinate, facciamo corrispondere il pro- 
dotto delle trasformazioni dei flussi A'* 
e B°. A ogni segmento t1<Î< t, as- 
sociamo A°-'! e a ogni segmento si < 
SZ SS So B®7; applicheremo le tra- 
sformazioni nell'ordine nel quale si sus- 
seguono i segmenti a partire da (0, 0). 

Così, per esempio, ai lati (0< #< 0. Per la è 
< to s=0)e (6=t, OLSs< ss) cor-o Fig. 170. Per la dimo. 
risponde il prodotto B°0A4%, mentre ai strazione della gominula= 
lati (£=0, 0<s<sg) ce ($S= so, 0< Vività del 1°USsi. 
<L< to), il prodotto A°B%, 

Inoltre, associamo a ognuno di tali cammini sul piano (t, s) 
il cammino sulla varietà .V/, che esce dal punto x ed è composto 
dalle traiettorie dei flussi A' e B* (fig. 171). Se al cammino sul 


Fig. 171. Il quadrilatero curvilineo fyÉea. 


piano (t, s) corrisponde la trasformazione A‘18% ... A'°nBsn, 
allora il corrispondente cammino sulla varietà M finisce nel 
punto A'B" ... A'nBînr. 

Il nostro scopo è quello di dimostrare che tutti questi cam- 
mini, in effetti, terminano nell'unico punto A°0BSox = BoA'or. 

Suddividiamo gli intervalli 0O<t< t)e (0<s<s)inN 
parti uguali, cosicché l’intero rettangolo è scomposto in N? 
piccoli rettangoli. Il passaggio, dai lati (0, 0) — (0, to) — (So, to) 
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ai lati (0, 0) — (so, 0) — ($0» fo), Si può compiere in N? passi, 
in ognuno dei quali una coppia di lati vicini di un rettangolino 
è sostituita da un'altra (fig. 172). 

Sulla varietà M, a questo piccolo rettangolo corrisponde, 
in generale, un quadrilatero curvilineo aperto Bydea (fig. 171). 
Consideriamo la distanza! tra i suoi vertici 


a, B, corrispondenti ai valori più grandi di 

t e di s. Come abbiamo visto sopra (pag. 209), N=Z 
p (a, BP) <= CN (dove la costante C, > 0 

non dipende da N). Utilizzando il teorema 
della differenziabilità delle soluzioni del- 


le equazioni differenziali rispetto ai dati 

iniziali, non è difficile valutare la distanza Fig. 172. Passaggio da 
tra gli estremi a’, f' dei cammini r6yBf' una coppia di lati al- 
e x$gaa' sulla varietà M: p(a', B)< altra. 

< C,N-3, dove la costante C,2>0 nuo- 

vamente non dipende da N. Ma noi abbiamo suddiviso l’inte- 
ro passaggio da BA" a A'oB®x in N?simili passi. Dunque, 
p (A'oB'oz, B*eA'ox)ZN?C,N-YN. Conseguentemente, A°% z= 
= BoA°ox. 

F. Complemento. Algebra di Lie di un gruppo di Lie. Si 
chiama gruppo di Lie un gruppo G, che risulti essere una varietà 
differenziabile, con le operazioni (moltiplicazione e inversione), 
che sono .applicazioni differenziabili, G X G+ G, G+-G. 

Lo spazio tangente al gruppo di Lie G, nell'elemento unità 
TG., ha una struttura intrinseca di algebra di Lie; essa si deter- 
mina nel modo seguente. 

Ad ogni vettore tangente A € TG, corrisponde il sottogruppo 


ad un parametro A°* € G con il vettore di velocità A = LI = o 4°. 


Il grado di non commutatività di due sottogruppi A‘, B* 
è misurato dal prodotto A‘B‘A4-'B-*. Esiste un solo sottogruppo 
C”", per il quale risulta 


p (A'B'A-'B-, C")= 0(s° + t?) pers, t+0. 
Il vettore corrispondente C = 2 |=90" si chiama commutatore 


di Lie, C = [A, BI], dei vettori A e B. 

Si può dimostrare che l'operazione di commutazione, così 
introdotta nello spazio tangente 7G,, lo trasforma in un’algebra 
di Lie (cioè l'operazione è bilineare, antisimmetrica e soddisfa 
l'identità di Jacobi). Questa algebra si chiama algebra di Lie del 
gruppo di Lie G. 


® In qualche metrica riemanniana di M. 
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Problema. Calcolare l'operazione di commutazione, 
nell’algebra di Lie del gruppo SO(3), delle rotazioni dello spazio 
euclideo tridimensionale. 

I) lemma 1 mostra che si può definire la parentesi di Poisson 
di campi vettoriali come il commutatore di Lie per «il gruppo di Lie 
a dimensione infinita» di tutti i diffeomorfismi della varietà* M. 

D'altro lato, si può definire il commutatore di Lie, con 
l’aiuto delle parentesi di Poisson dei campi vettoriali, sul gruppo 
di Lie G. 

Sia g € G. Si chiama traslazione a destra R, l'applicazione 
Ry: G-+G, Ryj = hg. Il differenziale di R,, nel punto g, 
trasforma TG, in 7Ggy. In questo modo, a ogni vettore A € TG, 
corrisponde un intero campo vettoriale sul gruppo: esso consiste 
di tutte le traslazioni a destra (R,), A e si chiama campo destroin- 
variante. Chiaramente, un campo destroinvariante su un gruppo 
è determinato in modo univoco dal suo valore nell’unità. 

Problema. Dimostrare che la parentesi di Poisson di 
campi vettoriali destroinvarianti, sul gruppo di Lie G, è un campo 
destroinvariante e che il suo valore, nell’elemento unità del gruppo, 
è uguale al valore del commutatore di Lie dei valori dei campi origi- 
nali, nell’elemento unità. 


$ 40. Algebra di Lie delle funzioni di Hamilton 


I campi vettoriali hamiltoniani, su una varietà simplettica, 
formano una sottoalgebra dell’algebra di Lie di tutti i campi. 
Anche le funzioni di Hamilton formano un'algebra di Lie: l’ope- 
razione in questa algebra si chiama parentesi di Poisson delle 
funzioni. Gli integrali primi del flusso di fase hamiltoniano 
formano una sottoalgebra dell’algebra di Lie delle funzioni di 
Hamilton. 

A. Parentesi di Poisson di due funzioni. Sia (M?”, ©?) una 
varietà simplettica. Alla funzione H: M?° + R, data sulla 
varietà simplettica, corrisponde il gruppo a un parametro 
gu: M?"° + M?" delle trasformazioni canoniche di M?", cioè il 
flusso di fase, la cui funzione di Hamilton è uguale a H. 

Sia F: M®?: + R un'altra funzione sulla varietà M?". 

Definizione. Si chiama parentesi di Poisson (F, H) 
delle funzioni F e H, date sulla varietà simplettica (M?", ®?), 
la derivata della funzione 7, rispetto alla direzione del flusso 
di fase, con funzione di Hamilton 4: 

(FP, H)(a)=|_.F (64 (0). 

In questo modo, la parentesi di Poisson di due funzioni 

su è ancora una funzione su //. 


1 Il segno, nella definizione della parentesi di Poisson dei campi vet- 
toriali, è scelto partendo da questa considerazione. 
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Corollario 1. La funzione F è un integrale primo del flusso 
di fase, con funzione di Hamilton H, se e soltanto se la sua parentesi 
di Poisson con H è identicamente uguale a zero: (H, F)==0. 

Possiamo dare alla definizione di parentesi di Poisson una 
forma leggermente diversa, se ci serviamo dell’isomorfismo / tra 
le 4-forme e i campi vettoriali, sulla varietà simplettica (M?”, 0?). 
Tale isomorfismo è determinato dalla relazione (vedere $ 37) 


0 (N, 10) = 0' (n). 


Il vettore della velocità del flusso di fase gi; è / dH. Da qui 
segue il 

Corollario 2. La parentesi di Potsson delle funzioni F e H 
è uguale al valore della i-forma dF sul vettore I dH, velocità del 
flusso di fase con funzione di Hamilton H: 


(F, H) = dF (I dH). 


Utilizzando, ancora una volta, la formula precedente, otte- 
niamo il 

Corollario 3. La parentesi di Poisson delle funzioni. F e H 
è uguale al «prodotto antiscalare» dei vettori velocità dei flussi di 
fase, con funzioni di Hamilton H e F, 


(F, H) = ©? (I dH, I dF). 


Diventa ora evidente il 
Corollario 4. La parentesi di Poisson delle funzioni F e H è una 


funzione antisimmetrica, bilineare in F e H: 
(F, H) = — (H, F), (H, \\F1 + dgf,) = 
= A (H, F) +A,(H, F)) (A, € R). 


Per quanto siano evidenti, i ragionamenti fatti conducono 
a deduzioni non banali, tra cui la seguente generalizzazione del 
teorema di E. Noether. 

Teorema. Se la funzione di Hamilton H, data sulla varietà 
simplettica (M?"°, w?), è costante sul gruppo a un parametro di tra- 
sformazioni canoniche, dato dall’hamiltoniana F, allora F è un 
integrale primo del sistema, con funzione di Hamilton H. 

Effettivamente, per ipotesi, Y è un integrale primo del 
flusso gh. Cioè (F, H)=0 (corollario 1). Quindi (7, F)=0 
(corollario 4) e F è un integrale primo (corollario 1), c.v.d. 

Problema 41. Calcolare la parentesi di Poisson di due 
funzioni F, H nello spazio canonico coordinato R°"° = {(p, g)}, 
@° (E, n) = IE, n] = (ZE, n). 

Soluzione. In accordo col corollario 3 abbiamo 

n 
0H 6F OH dF 
(F, H)={[[ dH, I dF)= [grad H, grad f]= 2 dpi dai dai dpi 


î 
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abbiamo fatto uso del fatto che 7 è simplettica e che ha la 


E 0) nella base (Pp, o). 


Problema 2. Calcolare le parentesi di Poisson delle 
forme di base p,, gi. 

Soluzione. I gradienti delle funzioni di base formano 
una «base simplettica »: i loro prodotti antiscalari sono 


(Pi Ps) = (Pi. 9;) = (41 9;) = 0, (gi, Pi) = — (Pi 9) = 1 


Problema dè. Dimostrare che l’applicazione A: R?"° + 
-— R?", (p, 9g) + (P(p, 9), Q (p, gq)) è canonica, se e soltanto se 
le parentesi di Poisson di due funzioni qualsiasi, secondo le variabili 
(P, qg) e (P, Q), coincidono: 


0 
forma | 


— dp dd da ip IP dd è IP 
Soluzione. Ammettiamo che A sia un'applicazione 
canonica. Allora le strutture simplettiche dp / dq e dP /\ dQ 
coincidono. Ma la definizione di parentesi di Poisson, (F, H), 
è legata in modo invariante con la struttura simplettica e non 
con le coordinate. Dunque, 


(F, H)p,a=(F, H)=(F, H)p, Q° 


Ammettiamo, viceversa, che le parentesi di Poisson (Pi, Qi)p,q 
abbiano la forma standard del problema 2. Allora, chiaramente, 
dP / dQ = dp /\ dq, cioè l'applicazione A è canonica. 

Problema 4. Dimostrare che la parentesi di Poisson di 
un prodotto si calcola secondo la regola di Leibniz: 


(F,Fo, H) = F\ (Fa, H) + Fa (F,, H). 


Suggerimento. La parentesi di Poisson (FF, H) 
è la derivata del prodotto F,F, rispetto alla direzione del cam- 
po / dH. 

B. Identità di Jacobi. 

Teorema. Le parentesi di Poisson di tre funzioni A, B, C 
soddisfano l'identità di Jacobi 


((A, B), C) + ((B, C), A) + ((C, 4), B)= 0. 
Corollario. Teorema di Poisson. La parentesi di Poisson di 
due integrali primi (F,, F.), di un sistema con funzione di Hamil- 
ton H, è ancora un integrale primo. 


Dimostrazione del corollario. Per l’iden- 
tità di Jacobi 


((F1, Fa), H) = (F,, (F., H)) + (F., (H,F))=04+0, 


che è quanto si voleva dimostrare. 
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In questo modo, conoscendo due integrali primi, si può, 
con un facile calcolo, ottenerne un terzo, un quarto e così via. 
Naturalmente, non tutti gli integrali che si ottengono saranno 
sostanzialmente nuovi, poiché in tutto su M?" non vi sono più 
di 2n funzioni indipendenti. A volte si può ottenere una funzione 
dei vecchi integrali, oppure una costante, per esempio zero. Ma 
a volte, si ottiene anche un nuovo integrale. 

Problema. Calcolare le parentesi di Poisson delle compo- 
nenti p,, Ps, Ps M, M,, Mg dei vettori impulso e momento della 
quantità di moto di un sistema meccanico. 

Risposta. (Mi, Mi.) = Ms, (Mi, Pa) 7 0, (Mi, P2) = Ps 
{M,, ps) = —ps. Da qui segue il 

Teorema. Se in qualche problema meccanico si conservano le due 
componenti del momento della quantità di moto, M, e M,, allora 
si conserva anche la terza. 

Dimostrazione dell'identità di Jacobi. 
Consideriamo la somma 


((A, B), C) + ((B, C), A) + ((C, A), B). 


Questa somma è « una combinazione lineare delle derivate seconde 
parziali» delle funzioni. Calcoliamo i termini che contengono le 
derivate seconde di A: 


((A, B), C) + ((C, A), B) = (LeLs — LuLc)A, 


dove Ly è la differenziazione rispetto alla direzione È, mentre F 
è il campo hamiltoniano, con funzione di Hamilton 7. 

Ma, per il lemma 2, $ 39, il commutatore delle differenzia- 
zioni, LeLz — LsLc, è un operatore differenziale del primo 
ordine. Cioè, la nostra somma non contiene nessuna delle derivate 
seconde di A. Lo stesso vale riferito alle derivate seconde di B e C. 
Conseguentemente, la somma è uguale a zero, c.v.d 

Corollario 5. Siano B, C campi hamiltoniani, con funzioni 
di Hamilton B, C. Consideriamo la parentesi di Poisson dei campi 
vettoriali [B, C]. Si tratta di un campo vettoriale hamiltoniano 
e la sua funzione di Hamilton è uguale alla parentesi di Poisson 
delle funzioni di Hamilton (B, C). 

Dimostrazione. Poniamo (8, C) = D. L'identità di 
Jacobi si può scrivere nella forma 


(A, D) _ ((A, B), C)-((A, C), B), 
Loy=LeLs—L8L, Lp=L5, 
come volevasi dimostrare. 
C. Algebre di Lie dei campi hamiltoniani, delle funzioni di 


Hamilton, degli integrali primi. Un sottospazio lineare di un'al- 
gebra di Lie si chiama sottoalgebra se, insieme a due elementi 
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qualsiasi del sottospazio, esso contiene anche il loro commutatore. 
Una sottoalgebra di un’algebra di Lie è essa stessa un’algebra di 
Lie. Il precedente corollario contiene, in particolare, il 

Corollario 6. / campi vettoriali hamiltoniani, su una varietà 
simplettica, formano una sottoalgebra dell'algebra di Lie di tutti 
i campi. 

Il teorema di Poisson sugli integrali primi può essere rifor- 
mulato così: 

Corollario 7. Gli integrali primi di un flusso di fase hamilto- 
niano formano una sottoalgebra dell'algebra di Lie di tutte le fun- 
zioni. 

L’algebra di Lie delle funzioni di Hamilton si può rappre- 
sentare in modo naturale sull’algebra di Lie dei campi vettoriali 
hamiltoniani. Per questo, assoceremo a ogni funzione H il campo 
vettoriale hamiltoniano H, con funzione di Hamilton A. 

Corollario 8. La rappresentazione dell'algebra di Lie delle 
funzioni, sull’algebra di Lie dei campi hamiltoniani, è un omomor- 
fismo di algebre. Il suo nucleo è costituito dalle funzioni localmente 
costanti. Se M?" è connessa, il nucleo è unidimensionale ed è costituito 
dalle costanti. 

La nostra applicazione è lineare. Il corollario 5 stabilisce 
che la nostra applicazione trasforma la parentesi di Poisson delle 
funzioni nella parentesi di Poisson dei campi vettoriali. Il nucleo 
consiste delle funzioni 7, per le quali / dH ==0. Poiché / è un 
isomorfismo, dH = 0, H = cost, c.v.d. 

Corollario 9. Affinché i flussi di fase, con funzioni di Hamilton 
H, e H,, commutino è necessario e sufficiente che la parentesi di 
Poisson delle funzioni H, e H, sia (localmente) una costante. 

In base al teorema del punto E, $ 39, è necessario e suffi- 
ciente che [H,, H,]=0, mentre, per il corollario 8, l’ultima 
condizione è equivalente a d(H,, H.)=0. 

Abbiamo ottenuto un’altra generalizzazione del teorema di 
E. Noether: conoscendo il flusso, che commuta con quello considerato, 
si può costruire un integrale primo. 

D. Campi vettoriali localmente hamiltoniani. Sia (M?", 0?) 
una varietà simplettica, g': M?" + M?" un gruppo a un para- 
metro di diffeomorfismi, che conservano la struttura simplettica. 
E g' un flusso hamiltoniano? 

Esempio. La varietà M?" sia un toro bidimensionale 7°, 
un punto del quale è dato dalla coppia di coordinate (p, g) modd 1. 
Sia ©? l’ordinario elemento di area dp /\ dq. Consideriamo la 
famiglia di traslazioni g' (p, 9) = (p + t, 9) (fig. 173). Le appli- 
cazioni g' conservano la struttura simplettica (cioè l’area). Si può 


dare un campo vettoriale corrispondente (p = = 1, q = 0) mediante 


una funzione di Hamilton? Se fosse p = —0H/09, q = 9dH/dp 
avremmo dH/dp = 0, 0H/9q = —1, cioèò H = —q+ C. Ma q 
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è soltanto una coordinata locale su 7*; non esiste un'applicazione 
H: T?-++- R per la quale 0/7/0p = 0, dH/0g = 1. 

Dunque, g° non è un flusso di fase hamiltoniano. 

Definizione. Si chiama campo vettoriale, localmente 
hamiltoniano, sulla varietà simplettica (M?", è?), il campo vet- 

toriale /w}, dove © è una 4-forma chiusa 
su M°”". 

1 Una 1-forma, localmente chiusa, è il 
differenziale della funzione, ©! = dH. Tut- 
tavia, nel tentativo di prolungare la fun- 

g zione H su tutta la varietà M?", possiamo 

ottenere «una funzione di Hamilton pluri- 
Fig.173. Campo local- voca», dato che una 4-forma chiusa, su 
mente pamiltoniano una varietà non semplicemente connessa, 
può non essere un differenziale (per esem- 

pio, la forma dq su 7°). 

Il flusso di fase, dato da un campo vettoriale localmente 
hamiltoniano, si chiama flusso localmente hamiltoniano. 

Problema. Dimostrare che un gruppo a un parametro 
di diffeomorfismi di una varietà simplettica conserva la struttura 
simplettica, se e soltanto se è un flusso di fase localmente hamilto- 
niano. 

Suggerimento. Vedere $ 38, A. 

Problema. Dimostrare che, nello spazio simplettico R?", 
ogni gruppo a un parametro di diffeomorfismi canonici (che conser- 
vano dp / dq) è sempre un flusso hamiltoniano. 

Suggerimento. Ogni 1-forma chiusa, in R?”, è il 
differenziale di una funzione. 

Problema. Dimostrare che i campi vettoriali, localmente 
hamiltoniani, formano una sottoalgebra dell'algebra di Lie di tutti 
i campi vettoriali. Inoltre, che la parentesi di Poisson di due campi 
localmente hamiltoniani è un effettivo campo hamiltoniano, la sua 
funzione di Hamilton essendo univocamente definita dai campi dati, 
$, N, secondo la formula H = w? (E, n). 

In questo modo, i campi hamiltoniani formano un ideale 
nell’algebra di Lie dei campi localmente hamiltoniani. 


$ 41. Geometria simplettica 


La struttura euclidea, in uno spazio lineare, è data da una 
forma simmetrica bilineare, mentre quella simplettica da una 
antisimmetrica. La geometria di uno spazio simplettico non 
somiglia a quella euclidea, sebbene abbia molte delle caratteristi- 
che precedenti. 


1 E non a meno di una costante. 
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an 


A. Spazio lineare simplettico. Sia R°" uno spazio lineare a 


dimensione pari. 

Definizione. Si chiama struttura lineare simplettica 
in R?" una 2-forma bilineare, antisimmetrica, non degenere!, 
data in R?”. Questa forma si chiama prodotto antiscalare e si 
indica con [E, n] = — [m, E]. 

Lo spazio R?", insieme con la struttura simplettica [,], si 
chiama spazio lineare simplettico. 

Esempio. Siano (p,. - - +; Pni In - | -: In) le funzioni 
coordinate in R?” e w? la forma 


0 = pi \Q%+ + Pn \ In 


Poiché questa forma è non degenere e antisimmetrica, la 
si può prendere come prodotto antiscalare: [&, n] = è? (È, n). 
In questo modo, lo spazio coordinato R?°" = {(p, g)} riceve una 
struttura simplettica. Questa struttura si chiama standard. 
In una struttura simplettica standard il prodotto antiscalare di 
due vettori È, n è uguale alla somma delle aree orientate del 
parallelogramma (È, n) sugli n piani coordinati (p;, 9:). 

Due vettori È, n, in uno spazio simplettico, si chiamano 
antiortogonali (È __ n), se il loro prodotto antiscalare è uguale 
a zero. 

Problema. Dimostrare che € _Z È: ogni vettore è antiorto- 
gonale a se stesso. 

L’insieme di tutti i vettori, antiortogonali a un dato vetto- 
re n, si chiama complemento antiortogonale ad n. 

Problema. Dimostrare che il complemento antiortogo- 
nale a n è un iperpiano 2n — 1-dimensionale, che contiene nm. 

Suggerimento. Se tutti i vettori fossero antiortogo- 
nali a n la forma [,] sarebbe degenere. 

B. Base simplettica. La struttura euclidea, con una scelta 
appropriata della base (essa deve essere ortonormale), è data 
dal prodotto scalare di una speciale forma standard. Esattamente 
nello stesso modo, anche la struttura simplettica assume l’aspet- 
to standard, mostrato sopra, in una base appropriata. 

Problema. Trovare, nell’esempio portato sopra, i pro- 


dotti antiscalari dei vettori di base Cn; Ca; (i=1,..., n). 
Soluzione. Dalla definizione di pi \g+ ... +pr X 

A 9n seguono le relazioni 
[ep;, ep;)=(0p;, €9;1= (09; €4,1=0, en, €91=1. (1) 


Torniamo ora a uno spazio simplettico generale. 
Definizione. Si chiamano base simplettica 2n vettori 
Cn; 9, (i= 1. ..., n), i cui prodotti antiscalari hanno la 


forma (1). 


1 La 2-forma [,] in R?" è non degenere, se ([}, n) = 0yn)=(E= 0). 


In altre parole, ogni vettore di base è antiortogonale a tutti 
i vettori di base, escluso quello congiunto; il prodotto dei vettori 
congiunti è uguale a + 1. 

Teorema. In ogni spazio simplettico esiste una base simplettica. 
Inoltre, come primo vettore di base, si può prendere qualsiasi vettore 
non nullo e. 

Questo teorema è esattamente analogo al corrispondente 
teorema della geometria euclidea e.si dimostra quasi nello stesso 
modo. 

Poiché il vettore e è diverso da zero, esiste un vettore f non 
antiortogonale ad esso (la forma [,] è non degenere). Scegliendo 

la lunghezza di questo vettore, si può fare 

*\ 4e in modo che il suo prodotto antiscalare 

con é diventi uguale all'unità. Nel caso 
di n= 1 il teorema è dimostrato. 

Se invece n > 1, consideriamo il com- 
plemento antiortogonale D (fig. 174) alla 
coppia di vettori e, f. D è l’intersezione dei 
complementi antiortogonali a e ed f. 
Questi due sottospazi, 2n — 1-dimensionali, 
non coincidono, poiché e non giace nel 
complemento antiortogonale a f. Dunque, la loro intersezione D 
ha dimensione pari, 2n — 2. 

Dimostriamo che D è un sottospazio simplettico in R?”, 
cioè che il prodotto antiscalare [,] su D è non degenere. Effettiva- 
mente, se il vettore È € D fosse antiortogouale all'intero spazio D, 
allora, essendo antiortogonale anclie ad e ed f, questo vettore È 
sarebbe antiortogonale a R?", il che contraddice la non singola- 
rità di [,] su R?”. Cioè D?*-? è un sottospazio simplettico. 

Ora, se si aggiungono alla base simplettica in D?"-? i vettori e 
ed f, otteniamo una base simplettica in R?”, e la dimostrazione 
del teorema si completa per induzione fino alla dimensione n. 

Corollario. Tutti gli spazi simplettici, di uguale dimensione, 
sono isomorfi. 

Se si prendono i vettori della base simplettica, come versori 
coordinati, otteniamo il sistema di coordinate p;, g;, nel quale [,] 
assume la forma standard p, \ 91 + -.. + pn A gn. Tale siste- 
ma di coordinate si chiama simbplettico. 

C. Gruppo simplettico. Alla struttura euclidea è legato il 
gruppo ortogonale delle applicazioni lineari, che conservano la 
struttura euclidea. Un ruolo analogo lo svolge nello spazio sim- 
plettico il gruppo simplettico. 

Definizione. La trasformazione lineare S: R?° + R?", 
dello spazio simplettico R°” in se stesso, si chiama simplettica 
se conserva il prodotto antiscalare: 


[S$, Sn]=[$, n] Vi, neR?”. 


Fig. 174. Complemen- 
to antiortogonale. 
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L'insieme di tutte le trasformazioni simplettiche di R?" si chiama 
gruppo simplettico e si indica con Sp (2r). 

E evidente che il prodotto di due trasformazioni simplettiche 
risulta essere una trasformazione simplettica. Per giustificare 
il termine gruppo simplettico, si deve dimostrare soltanto che 
una trasformazione simplettica è non degenere, e allora è chiaro 
che anche l’inversa è simplettica. 

Problema. Dimostrare che il gruppo Sp(2) è isomorfo 
al gruppo delle matrici reali del secondo ordine, con determinan- 
te 1, ed è omeomorfo all’interno tridimensionale di una ciam- 
bella. 

Teorema. La trasformazione S: R?" + R?" dello spazio sim- 
plettico standard (p, q) è simplettica, se e soltanto se è lineare e cano- 
nica. cioè conserva la 2-forma differenziale 


o? = dp, \ dg, + «+... + dpn /\ dgr 


Dimostrazione. Per una identificazione intrinseca 
dello spazio tangente a R?" e R?”", la 2-forma o? si muta in [,]. 

Corollario. /. determinante di qualsiasi trasformazione simplet- 
tica è uguale all'unità. 

Dimostrazione. Già sappiamo ($ 38, B) che le tra- 
sformazioni canoniche conservano le potenze esterne della forma w?. 
Ma la sua potenza esterna n-esima (a meno di una costante mol- 
tiplicativa) è l'elemento di volume in R?". Ciò implica che le 
trasformazioni simplettiche £ dello standard R?" = {(p, g)}. 
conservano l'elemento di volume, cosicché det S = 1. 

Ma, dato che ogni struttura lineare simplettica si scrive 
nella forma standard in un sistema simplettico di coordinate, 
il determinante di una trasformazione simplettica di qualsiasi 
spazio simplettico è uguale all'unità, c.v.d. 

Teorema. Una trasformazione lineare S: R°" + R?" è sim- 
plettica, se e soltanto se trasforma qualche base simplettica (e allora 
qualunque) in una base simplettica. 

Dimostrazione. Il prodotto antiscalare di due 
qualsiasi combinazioni lineari di vettori di base si esprime con 
i prodotti antiscalari dei vettori di base. Se la trasformazione 
non cambia i prodotti antiscalari dei vettori di base, allora non 
cambia neanche i prodotti antiscalari di vettori qualunque, c.v.d. 

D. Piani nello spazio simplettico. In uno spazio euclideo tutti 
i punti sono equivalenti: ognuno di essi può essere sovrapposto, 
con un movimento, a qualunque altro. 

Consideriamo uno spazio lineare simplettico da questo punto 
di vista. 

Problema. Dimostrare che un vettore, non nullo, di uno 
spazio simplettico si può portare in qualunque altro vettore, 
non nullo, con una trasformazione simplettica. 
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Problema. Dimostrare che, da un date 2-piano, non 
si può ottenere, con una trasformazione simplettica, ogni piano 
bidimensionale di uno spazio simplettico R?", n > 1. 

Suggerimento. Considerate i piani (p,, pg) € (Pi 91). 

Definizione. Un piano k-dimensionale, di uno spazio 
simplettico, si chiama rullo !, se è antiortagonale a se stesso, 
cioè se il prodotta antiscalare di due vettori qualunque del piano: 
è uguale a zero. 

Esempio. In un sistema simplettico di coordinate p, q, 
il piano coordinato (pi, . . -, px) è nullo (dimostratelo!) 

Problema; Dimostrare ghe qualsiasi piano bidimen- 
sionale, non nullo, si può portare, con una trasformazione simplet- 
tica, in qualunque altro non nullo. 

Per i calcoli, in una geometria simplettica, risulta utile 
introdurre anche qualche struttura euclidea nello spazio simplet- 
tico. Fisseremo un sistema simplettico di coordinate ©, q e intro- 
durremo una struttura euclidea, con l’aiuto del prodotto scalare 
delle coordinate 


(2, x)= Di pî +97, dove x = D' piep + Vieg;. 


La base simplettica e,, ey in questa struttura euclidea 
è ortonormale. Il prodotto antiscalare, come ogni forma bilineare, 
è espresso attraverso quello scalare nella forma 


IE, nl = (È, n), (2) 
dove /: R?" + R?" è un qualche operatore. Dall’antisimmetri- 
cità del prodotto antiscalare deriva che l'operatore / è antisim- 
metrico. 

Problema. Calcolare la matrice dell'operatore / nella 
base simplettica ep,, eq, 


0 --E 
Risposta. (7 0): dove £ è una matrice unitaria di 


ordine n. 

In questo modo, per n = 4 (sul piano p, g) / è semplice- 
mente una rotazione di 90°, mentre nel caso generale / è una 
rotazione di 90° in ognuno degli r piani p;, gi; 

Problema. Dimostrare che l'operatore 1] è simplettico 
e che 1° = —E,n. 

Sebbene la struttura euclidea e l’operatore / siano legati 
con lo spazio simplettico in modo non invariante, essi risultano 
spesso utili. 

Dalla (2) consegue immediatamente il 

Teorema. Il piano n di uno spazio simplettico è nullo, se 
e soltanto se il piano In è ortogonale a x. 


1 I piani nulli si chiamano anche isotropi e per % = n, lagrangiani. 
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Usserviamo che le dimensigni dei piani x e In coincidono, 
poiché 7 è non degenere. Da cui il 

Corollario. La dimensione di un piano nullo in R?" non supe- 
ra n, 

Effettivamente, due piani %-dimensionali n e Zn in R?" 
non possono essere ortogonali, se k > n. 

Consideriamo, più in dettaglio, i piani nulli n-dimensionali 
nello spazio simplettico coordinato R?". Serve, come esempio 
di tali piani, un p-piano caordinato. In tut- 
to, in R?" = {(p, g)}, vi sono C€*, piani 


coordinati n-dimensionali. 
Problema. Dimostrare che, tra i ‘ 
Cin piani coordinati n-dimensionali, quelli 


nulli sono esattamente 2", È in partico- 


lare che, a ciascuna delle 2" partizioni 
” clasceu n parti Fig. 175. Costruzione 


dell'insieme (1, ..., n) in due parti del piano coordinato 
(i, eo ia) Greca În-h) corrisponde il o, trasversale a un da- 
piano nullo coordinato Pi 0 Pip to piano n. 

Gi <<) lin 


Per lo "studio delle funzioni generatrici di trasformazioni 


canoniche ci servirà il 
Teorema. Ogni piano nullo n-dimensionale n, nello spazio 
simplettico coordinato R?", è trasversale* almeno a uno dei 2" piani 


coordinati nulli. 


Dimostrazione. Sia 2 il piano nullo p,, ..., Pn 
(fig. 175). Consideriamo l'intersezione 
= n (|P. 


Ammettiamo che la dimensione di t sia uguale a XK, O<Zk<n. 
Come ogni sottospazio %-dimensionale dello spazio n-dimensio- 
nale P, il piano t è trasversale almeno ad un piano coordinato 
n — k-dimensionale in P, diciamo al piano 

n= (Pio 000 Pip)! t-4-n=P, Tm=0. 
Costruiamo il piano coordinato nullo n-dimensionale 

O=(Pi -.., Pi nek 49 100 Lig)» q=0(\P, 
e dimostriamo che il nostro piano x è trasversale a o: 

anfo=0. 
Effettivamente abbiamo 
ten nLn>-<n, 


/ / 


la im faN*P<(n0) 
n_o,60-0>qn—--0 


1 Due sottospazi LZ, e Ls, di uno spazio lineare L, sono trasversali, se 
L, + La = L. Due piani n- -dimensionali in R?" sono trasversali, se e soltan- 
to se si intersecano nel solo punto O. 
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Ma P è un piano nullo n-dimensionale. Dunque, ogni vettore, 

antiortogonale a P, appartiene a P (vedere il corollario sopra). 

Così, (m. N 0) Cc P. Per finire, 
arNo=(aNPN(NP=tNn=0, 

che è ciò che si voleva dimostrare. 

Problema. Siano x,, n", due piani X-dimensionali nel 
simplettico R?". Si può sempre portare n, in n, con una tra- 
sformazione simplettica? Quante classi di piani esistono, che 
non possono essere portati l’uno nell'altro? 


Risposta. [3]+1 se k<n; [£7*]+1, se k=n. 


E. Struttura simplettica e struttura complessa. Poiché /° = 
= —E, possiamo introdurre nel nostro spazio R?°”, accanto alla 
struttura simplettica [,] e a quella euclidea (,) anche una struttura 


complessa, definendo il prodotto per i = Y —41 come un'azione 
di /. Lo spazio R?" si identifica inoltre con lo spazio complesso C” 
(se si vuole, con lo spazio coordinato, con coordinate z, = p, + 
+ ign). 

Le trasformazioni lineari di R?”, che conservano la struttura 
euclidea, formano il gruppo ortogonale O (n), che conserva la 
struttura complessa, il gruppo lineare complesso GL (rn, C). 

Problema. Dimostrare che le trasformazioni ortogonali 
e contemporaneamente simplettiche sono complesse, che quelle com- 
plesse e ortogonali sono simplettiche, mentre quelle simplettiche 
e complesse sono ortogonali, cosicché l'intersezione di due, dei tre 
gruppi, è uguale all'intersezione di tutti e. tre: 


O (2r) N Sp (2n) = Sp(2n) ) GL (n, C) = GL(n,C) NO (2n). 


Questa intersezione si chiama gruppo unitario U (n). 

Le trasformazioni unitarie conservano il prodotto scalare 
hermitiano (&, n) + i [É, n]; i prodotti scalare e antiscalare 
in R?" sono le sue parti reale e immaginaria. 


$ 42. Risonanza parametrica in sistemi a molti gradi di libertà 


Nell’analisi dei sistemi oscillanti, con parametri che variano 
periodicamente (vedere $ 25), abbiamo chiarito che la risonanza 
parametrica dipende dal comportamento degli autovalori di 
qualche trasformazione lineare (« applicazione di un periodo»). 
La dipendenza consiste nel fatto che la posizione di equilibrio 
di un sistema, con parametri che variano periodicamente, è sta- 
bile, se gli autovalori dell’applicazione di un periodo sono, in 
modulo, minori dell’unità; instabile, se almeno uno degli auto- 
valori è, in modulo, maggiore dell’unità. 

L’applicazione di un periodo, ottenuta da un sistema di 


“ 


equazioni di Hamilton con coefficienti periodici, è simplettica. 
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Lo studio della risonanza. parametrica nei sistemi a un grado 
di libertà, introdotto nel $ 25, è basato sull'analisi del comporta- 
mento degli autovalori delle trasformazioni simplettiche del 
piano. 

Nel presente paragrafo si fa un’analisi analoga del compor- 
tamento degli autovalori di trasformazioni lineari simplettiche 
di uno spazio delle fasi, con numero di dimensioni qualunque. 
I risultati di questa analisi (dovuta a M. G. Krejn) si applicano 
allo studio delle condizioni, per cui si origina una risonanza 
parametrica in sistemi meccanici con molti gradi di libertà. 

A. Matrici simplettiche. Consideriamo la trasformazione 
lineare dello spazio simplettico S: R?° + R?". Sia pi, . .., Pn; 
Qi: - <- ; 9, Un sistema simplettico di coordinate. In questo 
sistema di coordinate la trasformazione è data dalla matrice $. 

Teorema. Affinché una trasformazione sia simplettica, è neces- 
sario e sufficiente che la sua matrice S nel sistema simplettico di 
coordinate (p, q) soddisfi la relazione 


S'IS= I, 


0 —E 
dove I= | 0 , mentre S' è la matrice trasposta di S. 


Dimostrazione. La condizione di simpletticità 
([SE, Sn] = [E, n] per ogni È, m) si scrive, per mezzo dell’onera- 
tore /, attraverso il prodotto scalare nella forma 

(75 È, Sn) = (Z5, mn) VE, n 
o anche 
(S'/S E, n) = (75, n) VE, n 


che è quanto si voleva dimostrare. 
B. Simmetria dello spettro di una trasformazione simplettica. 
Teorema. /l polinomio caratteristico Idi una trasformazione 
simplettica 


p(A) = det |S—- 3E | 


è riflessivo, cioè p (A) = X”"p (1/4). 

Dimostrazione. Utilizzeremo il fatto che det _S = 
= det / = 1, I° = —E e det A' = det"A. Per il teorema prece- 
dente S = —/S'-!/. Dunque, 


p(2)= det (S—-AE)=det(—/S-1/—AE)=det(—S'"!+A£)= 
_ _ A p\_ son_f1 
= det(—E+AS)=A2"det(S-7E)=2"p (7). 

che è ciò che si voleva dimostrare. 


.3 Si chiama riflessivo un polinomio apx" + ajem-1 +... + am, i cui 
coefficienti sono simmetrici: a, = Gm, d; = Gm_j «++ 
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Corollario. Se À è un autovalore di una trasformazione simplet- 
tica, allora anche 1/4 è un autovalure. 

D'altro lato, il polinomio caratteristico è reale; quindi, 
se À è un autovalore complesso, 4 è un autovalore che non coincide 
con À. 

Da qui segue che tutte le radici del polinomio complesso 
sono poste simmetricamente rispetto all'asse reale e alla cir- 
conferenza unitaria (fig. 176). Esse si dividono nelle quaterne 


2, à, FUMI, ImA=0) 


e nelle coppie, poste sull'asse reale, 


1 


7 1 
\i=À, X_ 


o sulla circonferenza unitaria 


7 1 
i-1 .=->, 
À A 


Non è difficile capire che le molteplicità di tutti e quattro ì punti 
di una quaterna (o di entrambi i punti di una coppia) sono uguali. 


C. Stabilità. 
Definizione. La trasformazione S si chiama stabile, se 


Ve>0 36>0: |ax|]<8>|S"xe|<e, VN>O0. 


Problema. Dimostrare che, se almeno uno degli autova- 
lori della trasformazione simplettica S non giace sulla circonferenza 
unitaria, S è instabile. 

Suggerimento. A causa della simmetria dimostrata, 
se almeno uno degli autovalori non giace sulla circonferenza 
unitaria, esiste un autovalore fuori del cerchio unitario | À | > 4; 
nel sottospazio invariante corrispondente S è l’«estensione con 
rotazione ». 

Problema. Dimostrare che, se tutti gli autovalori di una 
trasformazione lineare sono diversi e giacciono sulla circonferenza 
unitaria, la trasformazione è stabile. 

Suggerimento. Passare alla base costituita dagli 
autovalori. 

Definizione. La trasformazione simplettica S si 
chiama totalmente stabile, se ogni trasformazione simplettica S1, 
sufficientemente vicina ad essa, è stabile !. 


1 S, è « sufficientemente vicina » a S, se gli elementi della matrice S, 
in una data base, differiscono da quelli della matrice $, nella stessa base, 
a meno di un numero e£ sufficientemente piccolo. 
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Nel $ 25 abbiamo stabilito che S: R? + R? è totalmente 
stabile, se Ax. a = ett@, A1 #À2. 

Teorema. Se tutti i 2n autovalori della trasformazione simplet- 
tica S sono diversi tra loro e giacciono sulla circonferenza unitaria, 
la trasformazione S è totalmente stabile. 

Dimostrazione. Chiudiamo i 2r autovalori ) in 2r 
intorni non intersecantisi, simmetrici rispetto alla circonferenza 
unitaria e all’asse reale (fig. 177). Le 2n radici del polinomio 


Fig. 176. Disposizione degli auto- Fig. 177. Comportamento di auto- 
valori di una trasformazione sim- valori semplici per un piccolo cam- 
plettica. biamento della trasformazione sim- 

plettica. 


caratteristico dipendono dagli elementi della matrice $ in modo 
continuo. In conseguenza di ciò, se la matrice $S, è sufficiente- 
mente vicina a $, in ognuno dei 2r intorni dei 2r punti À giace 
esattamente un solo autovalore %, della matrice S,. Ma se uno 
qualsiasi dei punti À, non giacesse sulla circonferenza unitaria 
e fosse invece, per esempio, all’esterno, allora per il teorema di 
pag. 223, nello stesso intorno vi sarebbe ancora un punto ,, 
|A |< 1, e il numero complessivo delle 
radici sarebbe maggiore di 2n, il che è 
impossibile. 

Così, tutte le radici di S, giacciono 
sulla circonferenza unitaria e sono diverse 
tra loro, cioè $S, è stabile, come si voleva 
dimostrare. 

Si può dire che l’autovalore ) di 
una trasformazione simplettica può la- 
sciare la circonferenza unitaria, solo Fig. PIC i ALT 
avendo urtato con un altro autovalore per un piccolo cambia- 
(fig. 178); inoltre, contemporaneamente, mento della trasforma- 
urtano gli autovalori complessi coniu- zione simplettica. 
gati, e da queste due coppie di radici 
sulla circonferenza si ottiene una quaterna (o una coppia di 4 
reali). 

Dai risultati del $ 25 segue che le condizioni, per l'apparire 
di una risonanza parametrica in un sistema canonico lineare con 
una funzione di Hamilton che varia periodicamente, consistono 
proprio nel'fatto che la corrispondente trasformazione simplettica 
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dello spazio delle fasi cessa di essere stabile. È chiaro, dal teore- 
ma dimostrato, che ciò può accadere solo per uno scontro di auto 
valori sulla circonferenza unitaria. In effetti, come ha notato 
M. G. Krejn, non tutti questi scontri sono pericolosi. 

Risulta che gli autovalori %Z, |A|= 1 si dividono in due 
classi: positivi e negativi. Nell’urto di due radici dello stesso 
segno, le radici «si attraversano» e non possono uscire dalla cir- 
conferenza unitaria. Al contrario, due radici di segni diversi, 
in generale, per uno scontro abbandonano la circonferenza uni- 
taria. . 

La teoria di M. G. Krejn esce dai confini di questo libro, 
ma qui saranno formulati i principali risulati, sotto forma di 


problemi. 
Problema. Siano A, X autovalori semplici (molteplicità 
1) della trasformazione simplettica S e sia |A | = 1. Dimostrare 


che il piano invariante bidimensionale n, corrispondente a A, À 
è non nullo. 

Suggerimento. Siano È,, È, gli autovettori complessi 
di S, corrispondenti agli autovalori À,, À,. Allora, se Ai, #1, 
i vettori &,, $, sono antiortogonali: [È,, E.) = 

Sia È un vettore reale del piano x,, Im Va 0, ]A | = 
L'autovalore ) si chiama positivo se [SE, E] > 0. 

Problema. Dimostrare che questa affermazione è esatta, 
cioè non dipende dalla scelta del vettore È + 0 nel piano q1,. 

Suggerimento. Se il piano x, contenesse due vettori 
antiortogonali non collineari, sarebbe nullo. 

Nello stesso modo l’autovalore X volte degenere 4, |A [= 1 
è di segno definito, se la forma quadratica [S&, È] è di segno defini- 
to sul sottospazio invariante 2%-dimensionale, corrispondente 
a , X. 

Problema. Dimostrare che, per la stabilità totale di $, 
è condizione necessaria e sufficiente che tutti gli autovalori 4 
giacciano sulla circonferenza unitaria e siano di segno definito. 

Suggerimento. La forma quadratica [SE, È] è inva- 


riante rispetto a S. 


$ 43. Atlante simplettico 


In questo paragrafo si dimostra il teorema di Darboux, 
secondo il quale ogni varietà simplettica ha coordinate locali 
P, 9, nelle quali la struttura simplettica si scrive molto sempli- 
cemente: ©? = dp /\ dq. 

A. Coordinate simplettiche. Ricordiamo che nella definizione 
di varietà entra la condizione di compatibilità delle carte di un 
atlante. Questa è una condizione sulle applicazioni @;!g; di 


226 


passaggio da una carta all’altra. Le applicazioni @;'g;, sono 
applicazioni di domini dello spazio coordinato. 

Definizione. L'atlante della varietà M”® si chiama 
simplettico se nello spazio coordinato R?" = {(p, g)} è introdotta 
una struttura simplettica standard w° = dp / dq, e il passaggio 
da una carta all’altra si compie con una trasformazione* canonica 
(cioè che conserva ©) pig;. 

Problema. Mostrare che un atlante simplettico determi- 
na la struttura simplettica su M?". 

È vera anche l’affermazione inversa: ogni varietà simplettica 
ha un atlante simplettico. Ciò deriva dal teorema seguente. 

B. Teorema di Darboux. 

Teorema. Sia w? una 2-forma differenziale chiusa, non degenere, 
definita in un intorno di un punto x dello spazio R*". Allora, in 
qualche intorno del punto x si può scegliere un sistema di coordinate 
locali (pi, - > -, Pn 9a - | «è In) tale, che la forma prenda l'aspetto 
standard 


o = p; dp; TA\ dqi. 


Questo teorema permette di estendere subito, a tutte le 
varietà simplettiche, qualsiasi affermazione di carattere locale, 
che sia invariante rispetto a trasformazioni canoniche e dimostrata 
per lo spazio standard delle fasi (R°*, 0? = 
= dp /\ dg). 

C. Costruzione delle coordinate p, e. q,. 
Come prima coordinata p, prendiamo una 
funzione lineare non costante (si potrebbe 
prendere qualsiasi funzione differenziabile, 
il cui differenziale fosse diverso da zero nel 
punto x). Per semplificare considereremo 
Pio cn Pi = 1 de 

ndichiamo con P, = / dp; il campo ,. , 
hamiltoniano, corrispondente alla funzione Kif, ‘79. Costruzione 
Pi (fig. 179). Notiamo che PP, (x) #0. plettiche. 
Perciò, attraverso il punto x si può condur- 
re un iperpiano N?"-, che non contiene il vettore P, (x) (al 
posto di N?"-! si potrebbe prendere qualsiasi superficie, trasver- 
sale a P, (2)). 

Consideriamo il flusso hamiltoniano P! con funzione di 
Hamilton p,. Consideriamo il tempo t che occorre per andare 
da N fino al punto « = P{y (y € N), sotto l’azione del flusso P', 
come funzione del punto #2. Per un teorema comune della teoria 


1 In modo analogosi definiscono, per esempio, le varietà analitico- 
complesse: nello spazio coordinato deve esserci una struttura complessa, 
mentre il passaggio da una carta all’altra deve essere analitico-complesso. 
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delle equazioni differenziali ordinarie, questa funzione è definita 
e differenziabile in un intorno del punto x € R?". Indichiamola 
con g;. Notiamo che qg, = 0 su N, e che la derivata della fun- 
zione q,, rispetto alla direzione del campo P.,, è ‘uguale a 1. Dunque, 
la parentesi di Poisson delle funzioni così costruite, q, e p,, è uguale 
a 1: 

(91, Pa) = 1. 


D. Costruzione di coordinate simplettiche per induzione fino a n. 
Se n = 1, la costruzione è finita. Sia n > 1. Supporremo già 
dimostrato il teorema di Darboux per R?"-?. 

Consideriamo l’insieme M, dato dalle equazioni p, = g, = 0. 
I differenziali dp, e dq, nel punto x sono linearmente indipendenti, 
poiché "(I dp,, I dq1) = (91, p.) = 1. Dunque, per il teorema 
sulla funzione implicita, nell'intorno del punto x l'insieme M 
è una varietà di dimensione 2n — 2; la indicheremo con M?"-2. 

Lemma. La struttura simplettica @* in R? induce, in qualche 
intorno del punto x su M?"°-?, una struttura simplettica. 

Dimostrazione. Per la dimostrazione serve soltanto 
la non singolarità di 0? su 7M,. Consideriamo lo spazio simpletti- 
co lineare TR?"x. I vettori P, (x), Q, (x) dei campi hamiltoniani, 
con funzioni di Hamilton p, e q,, appartengono a TR”°"x. Sia 
È E TAI,. Le derivate di p) e q, rispetto alla direzione di È sono 
uguali a zero. Cioè dp, (È) = 0° (P,, É) =0, dqai(È€) = 0°x 
x (Q,, É) = 0. Dunque, 7M, è il complemento antiortogo- 
nale a P, (x), @; (x). In accordo con il $ 41, B la forma w? su 
TM: è non degenere. Il lemma è dimostrato. 

Per ipotesi d’induzione, sulla varietà simplettica (M?"-, 
©? |yx) nell'intorno del punto x esistono coordinate simplettiche. 
Indichiamole con p;, qg; (i= 2, ..., n). Prolunghiamo le fun- 
zioni ps, - . ., Qn Sull’intorno del punto x in R?" nel seguente 
modo. Ogni punto «, dell’intorno del punto x in R?", si può 
porre in modo unico nella forma x == P!Qîw, dove ew E M?"-=, 
mentre s e # sono numeri piccoli. Poniamo i valori delle coordinate 
Por - » - In nel punto x uguali ai loro valori nel punto vw: (fig. 179). 

Le 2n funzioni costruite pi, - - -; Pn; 9% + | |» In formano 
nell’intorno del punto x un sistema di coordinate locali in R?". 

E. Dimostrazione della simpletticità delle coordinate costruite. 
Indichiamo con Pi e Q? (i=1,...,n) i flussi hamiltoniani, 
con funzioni di Hamilton p;, q;, e con P,, @; i corrispondenti 
campi vettoriali. Calcoliamo le parentesi di Poisson delle fun- 
zioni p,, - | ., Qn- Abbiamo già visto, al punto C, che (g9,, p.)= 1. 
Conseguentemente i flussi P! e Qi commutano: PiQî = QiPi. 

Dunque, le parentesi di Poisson di p, e q, con tutte le 2n — 2 
funzioni p;, q; (i > 1) sono uguali a zero! 


1 Ricordando la definizione di pa, - - ., gn, si vede che ognuna di 
queste funzioni è invariante rispetto ai flussi PÌ e Q8. 
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L'applicazione P!Qî commuta perciò con tutti i 2n — 2 
flussi PÎ, Qf (i> 1). Conseguentemente, lascia al loro posto 
ognuno dei 2n — 2 campi vettoriali P,, Q; (i > 1). L'applica- 
zione P‘iQ' conserva la struttura simplettica ©, dato che i flussi 
Pi e Q? sono hamiltoniani. Per questo, i valori nei punti a = 
= PiQ' w ER?" e w € M?"= della forma w?, sui vettori di due 
qualsiasi dei 2n — 2 campi P,, Qi; (i>1), sono uguali. Ma questi 
valori sono uguali ai valori delle parentesi di Poisson delle cor- 
rispondenti funzioni di Hamilton. Dunque, i valori della parentesi 
di Poisson di due qualsiasi delle 2n — 2 coordinate pi, q(i>1), 
nei punti a e w, sono uguali, se a = PiQ!w. 

Le funzioni p, e q; sono integrali primi di ognuno dei 2n — 2 
flussi Pi, Qî(i> 1). Perciò ognuno dei 2n — 2 campi P.,, 
Qi (i> 1) è tangente alla varietà di livello p, = g,= 0. Ma 
questa varietà è M?"-?. Perciò ognuno dei 2n — 2 campi P,, 
Qi (i > 1) è tangente a M?"-?. Ne consegue che questi campi 
sono campi hamiltoniani sulla varietà simplettica (M?"*-2, 6? |m), 
e le corrispondenti funzioni di Hamilton sono uguali a pi | m, 
di Im (i> 1). Così, in tutto lo spazio (R?°", è?) la parentesi di 
Poisson di due qualsiasi delle 2n — 2 coordinate pi, q (i> 1), 
considerata su M?®"-?, coincide con la parentesi di Poisson di queste 
coordinate nello spazio simplettico (M®"-?, ©? |m). 

Ma per ipotesi d’induzione, le coordinate su M?"7? (pi Im» 
Qi |m; i > 1) sono simplettiche. Per questo in tutto lo spazio 
R?" le parentesi di Poisson delle coordinate costruite hanno i valo- 
ri standard i 

(Pi. Pi) = (Pi. 9)= (4 9)=0, (4, p)=1 
Tale forma hanno anche le parentesi di Poisson delle coordinate 
p, qinR?", se 0?= dI) dp; A dq;. Ma la forma bilineare è definita 
dai suoi valori sulle coppie dei vettori di base. Conseguentemente, 
le parentesi di Poisson delle funzioni coordinate determinafto la 
forma di ©? in modo univoco. Dunque, 


0° = dp, \ da, +... + dp, / dgr. 


Il teorema di Darboux è dimostrato. 
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IX. Formalismo canonico 


Prevale in questo capitolo il punto di vista delle coordinate. 
Il sistema delle funzioni generatrici di trasformazioni canoniche, 
sviluppato da Hamilton e Jacobi, è il più potente dei possibili 
metodi d’integrazione delle equazioni differenziali della dinamica. 
Oltre a questo metodo, il capitolo contiene una trattazione «dimen- 
sionalmente dispari» dei flussi di fase hamiltoniani. 

Questo capitolo è indipendente da quello che precede. Esso 
contiene nuove dimostrazioni di una serie di risultati del capi- 
tolo VIII e anche una spiegazione dell'origine della teoria delle 
varietà simplettiche. 


$ 44. Invariante integrale di Poincaré — Cartan 


Si considera mel presente paragrafo la geometria di una 1-for- 
ma in uno spazio a dimensioni dispari. 

A. Lemma idrodîinamico. Sia v un campo vettoriale in uno 
spazio euclideo orientato tridimensionale R3, x = rot v il campo 
del suo rotore. Le curve integrali di x si chiamano linee di rotore 
o anche linee di vortice. Sia y, una curva chiusa in R? (fig. 180). 
Le linee di rotore, che passano attraverso i punti di y,, formano 
un tubo di rotore. 

Sia y, una seconda curva, che avvolge lo stesso tubo di 
rotore, cosicché ), — Y, = 90, dove o è una 2-catena, che rappre- 
senta una parte del tubo di rotore. Vale il 

Lemma di Stokes. La circolazione del campo v su entrambe 
le curve yi e vs è la stessa: 


dvd — dvd. 
Yi d. 
Dimostrazione. In base alla formula di Stokes 


dv dl — da dl = { [rot v dn =0, dato che rot v è tangente 


Vi 2 o 
al tubo di rotore, c.v.d. 

B. Lemma di Stokes multidimensionale. Il lemma di Stokes 
ammette una generalizzazione nel caso di una qualsiasi varietà 
di dimensioni dispari /M?"+! (invece di R?). Per formulare questa 
generalizzazione, passiamo dai campi vettoriali alle forme diffe- 
renziali. 
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La circolazione del campo »v è l'integrale della 1-forma 
&! (0 (È) = (+, È)). Al rotore del campo v corrisponde la 2-forma 
03 = dol (dal (È, n) = (7, È, n)). Da questa formula è evidente 
che in ogni punto esiste una direzione (e cioè la direzione del 
rotore x, fig. 181), che possiede la proprietà per cui la circola- 
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Fig. 180. Tubo di rotore. Fig. 181. L'asse legato invariante- 
mente con la 2-forma in uno spazio 
a dimensioni dispari. 


zione di v sul contorno di ogni «area infinitamente piccola », 
che contenga 7, è uguale a zero: 


do! (r, n) =0 VWn. 


Effettivamente, do! (7, n) = (7, r,n)=0. 

Osservazione. Il passaggio dalla 2-forma 0° = do! 
al campo del rotore » è un'operazione non invariante: essa dipende 
dalla struttura euclidea di R?. 

Tuttavia la direzione* del rotore r è legata, in modo inva- 
riante, alla 2-forma @? (e, quindi, alla 1-forma @!). In effetti, 
è facile verificare che, se r #0, la direzione di r è definita, 
in maniera univoca, dalla condizione {&? (x, n) = 0 Vn}. 

Il fondamento algebrico del lemma multidimensionale di 
Stokes è l’esistenza di un asse per ogni rotazione di uno spazio 
a dimensioni dispari. 

Lemma. Sia w* una 2-forma algebrica esterna nello spazio 
lineare a dimensioni dispari R°*!. Esiste un vettore © = 0, tale che 


0? (È, n) —_ 0* Yo € R2°4+1. 


Dimostrazione. La forma antisimmetrica w? è data 
dalla matrice antisimmetrica A 


0° (5, n) = (48, n) 
di ordine dispari 2n + 1. Il determinante di tale matrice è uguale 
a zero, dato che 
A'=-A, det A =det 4’ = det(—A4)=(—1)?"* det A = 
== — det A. 


1 Cioè la retta non orientata, la cui direzione è individuata dal vettore 
r in TRI. 


Dunque, il determinante di A è uguale a zero. Cioè A.ha un auto- 
vettore È +4 0 con autovalore 0, che è quanto si doveva dimostrare. 

Il vettore È, per il quale ©? (È, n)=0 per ogni n, si chiama 
vettore nullo della forma w*. Evidentemente, tutti i vettori nulli 
di ©? formano un sottospazio lineare. Una forma si chiama non 
singolare, se la dimensione di questo spazio è la minima possibile 
(cioè 1 nello spazio a dimensione dispari R?*+!, 0 in uno a dimen- 
sione pari). 

Problema. Consideriamo nello spazio a dimensione pari 
R?", con coordinate pi, - - ») Pni du << +0 In la 2-forma 0° = 
= dp, \ da, + ... + dp, \ dgn. Dimostrate che. la forma @w? 
è non singolare. 

Problema. Consideriamo in uno spazio a dimensione 
dispari R?"+, con coordinate p),, . . ., Pa; 9 --., Qni È, la 
2-forma © = Yp; dg; — @! di, dove ©! è una qualsiasi 1-forma 
in R?"*1. Dimostrate che la forma ©? è non singolare. 

Se w? è una forma non singolare nello spazio a dimensione 
dispari R?"+!, allora tutti i vettori nulli È della forma ©? giacciono 
su una retta. Questa retta è legata in modo invariante con la 
forma @?. 

Sia ora M?"* una varietà differenziabile di dimensione di- 
spari, 0! una 1-forma su M. Per il lemma precedente, in ogni punto 
x EM si ha una direzione (cioè la retta {cÈ} nello spazio tangente 
TMx), con la caratteristica che l’integrale di w*, sul contorno «di 
un’area infinitamente piccola, che contiene questa direzione», è ugua- 
le a zero: 


do (E, n) =0 WnETM.. 


Ammettiamo, inoltre, che la 2-forma dw} sia non singolare. 
Allora la direzione È è definita univocamente. La chiameremo 
«direzione di rotore» della forma o. 

Le curve integrali del campo delle direzioni di rotore si 
chiamano linee di rotore (o linee caratteristiche) della forma o). 

Sia y1 una curva chiusa su M. Le linee di rotore, che escono 
dai punti di y,, formano «un tubo di rotore». Vale il 

Lemma multidimensionale di Stokes: | 

L’integrale della 1-forma w*' su una qualunque di due curve, 


. . . CS o 
che avvolgono il medesimo tubo di rotore, è lo stesso: È 0! = po, 
Yz 


Vi 
Se Vi — Yz = do, dove oa è un pezzo del tubo di rotore. 


Dimostrazione. Per la formula di Stokes 


Do'— da'= do = | dov!. 
(3 € 
Vi Vi 00 


[1] 


Ma il valore di do'.su una qualunque coppia di vettori, tangenti 
al tubo di rotore, è uguale a zero. (Effettivamente, questi due 
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vettori giacciono su un 2-piano, che passa attraverso la direzione 
di rotore, e su questo piano do si riduce a 0.) 


Così, {do = 0, il che dimostra il lemma. 


o 

C. Equazioni canoniche di Hamilton. Dal lemma di Stokes 
derivano immediatamente tutti i princìpi fondamentali della 
meccanica hamiltoniana. 

Consideriamo come varietà M?*+! « lo spazio generalizzato 
delle fasi, R?"*!», con coordinate p,, ..., Pn; 00 In & 
Sia data la funzione H = H (p, q, t). Si può ‘allora costruire * 
la 1-forma 


o =pdq - Hdi (pdq=p,da,t ... + Pn day). 


Applichiamo a wo il lemma di Stokes (fig. 182). 
Teorema. Le linee di rotore della forma w' = p dq — H dt 
nello spazio generalizzato delle fasi, 2n + 1-dimensionale, p, q, t 


Fig. 182. Campo hamiltoniano e linee di rotore della forma pdgq — Hdt. 


sono proiettate sull’asse t in modo univoco, cioè sono date dalle 
funzioni p = p (t), q=q(t). Queste funzioni soddisfano il sistema 
di equazioni differenziali canoniche, con funzione di Hamilton H: 


d OH d OH 
= = (4) 


di — da’ di dp 


In altre parole, le linee di rotore della forma p dq — H dt 
sono le traiettorie del flusso di fase nello spazio delle fasi generaliz- 
zato, cioè curve integrali delle equazioni canoniche (1). 

Dimostrazione. Il differenziale della forma p dg — 
— H dt è uguale a 

OH 
do'= Y (dpi N di —-33- dpi \ di dai \\ di). 


i=1 


1 La forma o! sembra inventata di sana pianta. Vedremo nei paragrafi: 
seguenti come l’idea di considerare questa forma derivi dall'ottica. 
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E chiaro, da questa espressione, che la matrice della 2-forma 
do! nelle coordinate p, g, t si scrive (verificate!) 


0 -E H, 1 
A= E 0 ZHall, dove E= , 
—H, —Hy0 4 
—__ 


Il rango di questa matrice è uguale a 2n (il minore estratto 
dalle prime 2r colonne in alto a sinistra è non degenere). Quindi 
la 2-forma do! è non singolare. Si verifica immediatamente che 
il vettore (—H,, Hp, 1) è autovettore della matrice A, con 
autovalore 0 (controllate!). Cioè esso dà la direzione delle linee 
di rotore della forma p dq — H dt. Ma il vettore (Hg, Hy, 1) 
è proprio il vettore velocità del flusso: di fase delle (1). Così le 
curve integrali delle (1) sono le linee di rotore della forma p dq — 
— H dt, che è quanto si doveva dimostrare. - 

D. Teorema dell’invariante integrale di Poincaré — Cartan. 
Applichiamo ora il lemma di Stokes. Si ottiene il fondamentale 

Teorema. Supponiamo che le due curve chiuse y, e Ya avvolgano 
lo stesso tubo di traiettorie di fase delle (1). Allora, gli integrali 
della forma p dq — H dt, calcolati su di esse, sono uguali: 


d pda -Hdt=S pda—Hdt. 


Vi Vs 


La forma pdq— Hdi si chiama invariante integrale di 
Poincaré — Cartan *.. 

Dimostrazione. Le traiettorie di fase sono linee di 
rotore della forma p dq — H dt, e per il lemma di Stokes gli 
integrali su curve chiuse, che avvolgono lo stesso tubo di rotore, 
sono uguali, c.v.d. 

Consideriamo, in particolare; curve formate da stati contem- 
poranei, cioè che giacciono sui piani t = cost (fig. 183). Lungo 


tali curve dt = 0, per cui 077 dq _Hdt = dp dq. Dal prece- 


dente teorema si ottiene l'importante 
Corollario 1. Il flusso di fase conserva l’integrale della forma 
pdq = p.,dg,+ ... + Pn dgr calcolato su curve chiuse. 


‘ 


1 Nel calcolo variazionale | p da — H dt si chiama integrale inva- 
tiante di Hilbert. 
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Effettivamente sia gi: R?"-»R2" la trasformazione dello 


spazio delle fasi (7, 9), generata dal flusso di fase nel tempo 
da to a ti (cioè Ei, (Po, do) è la soluzione delle equazioni cano- 
niche (1) con condizioni iniziali (to) = 
= Do, A(to)= 90). Sia y una qualsiasi 
curva chiusa nello spazio R?" C R2"+! 
(t= to). Allora gi) è una curva chiusa t 


nello spazio R?"(t= t;), che avvolge lo 7) 
stesso tubo di traiettorie di fase in p 
R2"+i. Per il teorema precedente, poi- 

_ t, 
ché dt=0 su y e su gî'y, troviamo t t, n 
$ p da= È pda, che è ciò che si do- Fig. 183. Invariante inte- 
y ely grale di Poincaré. 


veva dimostrare. 

La forma pdq si chiama invariante integrale relativo di 
Poincaré. Esso ha un semplice significato geometrico. Sia o 
una catena orientata bidimensionale, y=d0. In accordo con la 
formula di Stokes abbiamo 


$ pda=|{dp A da. 
Vv (0) 


È così dimostrato l’importante 
Corollario 2. Il flusso di fase conserva la somma delle aree 
orientate delle proiezioni di una superficie sugli n piani coordinati 


(Pi, Qi): 


In altri termini, la 2-forma ©w°= dp /\ dq è un invariante in- 
tegrale assoluto del flusso di fase. 

Esempio. Pern=1%?è un’area e otteniamo il teorema 
di Liouville: il flusso di fase conserva l’area. 

E. Applicazioni canoniche. Sia g un'applicazione differen- 
ziabile dello spazio delle fasi R?* = {(p, g)} in R?”. 

Definizione. L'applicazione g si dice canonica, se g 
conserva la 2-forma 0? = }I dpi A dq;. 

È evidente, sulla base dei ragionamenti precedenti, che 
questa definizione si può esprimere in uno qualsiasi dei tre modi 
equivalenti: 

1) g*0*= 02 (g conserva la 2-forma È dpi A dqi); 


2) Î |or= | | 2v0 (g conserva la somma delle aree delle 
o ° lo, 
proiezioni di una superficie qualsiasi); 
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3) $ pda -$ pda (la forma pdq è un invariante inte- 


grale relativo di E). 

Problema. Mostrare che le definizioni 1), 2) sono equi- 
valenti a 3), se si tratta di un'applicazione di un dominio sempli- 
cemente connesso nello spazio delle fasi R?"; nel caso generale 
I>2«> 1. 

I precedenti corollari possono ora essere formulati così: 

Teorema. La trasformazione dello spazio delle fasi, generata da 
un flusso di fase, è canonica! . 

Sia g: R?” + R? una trasformazione canonica: g conserve 
la forma ©?. Allora g conserva anche il quadrato esterno di ©?: 


g* (0? A 0?) = (2? A 03, g* (@2)? —_ (03)?. 


Le potenze esterne della forma dp; /\ dg; sono proporzionali 
alle forme 


= Xi dpi A dp, A da: \ dq;, 
ZI 
oP= DX dp, N... dp, \da, {... da, 


(PO-< -<ip 
Resta così dimostrato il 

Teorema. Le trasformazioni canoniche conservano gli invarianti 
integrali @*, ..., 0°. 

Geometricamente, l’integrale della forma @? indica la 
somma dei volumi orientati delle proiezioni sui piani coordinati 
(Pi «0°. Pip: di; VIA di) 

In particolare, la forma ©?" è proporzionale all’elemento 
di volume e si ottiene dunque il 

Corollario. Le trasformazioni canoniche conservano l’elemento 
di volume nello spazio delle fasi: 

volume gD = volume D per qualsiasi dominio D. 

Applicando il corollario al flusso di fase otteniamo il 

Corollario. Il flusso di fase delle (1) ha come invarianti integrali 
le forme @*, @*, ..., 07". 

L'ultimo degli invarianti è il volume di fase, cosicché abbia- 
mo nuovamente dimostrato il teorema di Liouville. 


2h 


$ 45. Corollario del teorema dell’invariante integrale di 
Poincaré — Cartan 


In questo paragrafo si dimostra che le trasformazioni cano- 
niche conservano la forma delle equazioni di Hamilton, che un 
integrale primo delle equazioni di Hamilton riduce subito di due 


! La dimostrazione di questo teorema, fatta alla pag. 212 del magnîffi- 
comanuale di Landau e Lifsits (Meccanica, Editori Riuniti, 1976), è erronea. 
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unità l’ordine del sistema (cioè i gradi di libertà) e che il moto 
in un sistema naturale lagrangiano avviene su una geodetica dello 
spazio delle configurazioni, fornito di una metrica riemanniana. 
A. Cambiamento di variabili nelle equazioni canoniche. 
Dalla connessione invariante della forma p dq — H dt con le sue 
linee di rotore segue la possibilità di scrivere le equazioni di moto 
in un qualsiasi sistema di 2n + 1 
coordinate, nello spazio generaliz- 
zato delle fasi {(®, q, t)}. 
Siano (21, ia HIVA le fun- 29° dyre-rT2n01 
zioni coordinate, in qualche carta 
nello spazio generalizzato delle fasi 2 / M \ DI 
{considerato come una varietà M?"4!, TT x 
fig. 184). Le coordinate (p, g, 1) si , 
possono considerare come coordina- rig. 184. Cambiamento di va- 
te, che danno un’altra carta di M.  riabili nelle equazioni di Ha- 
La forma 0! = pdqg — Hdisi può milton. 
considerare una 1-forma differenziale 
su M. Con questa forma è legato in modo invariante (non dipen- 
dente dalle carte) un insieme di linee su M, le linee di rotore. 
Sulla carta (p, g, t) queste linee sono rappresentate dalle traiet- 
torie del flusso di fase 


dp __ dH da _ dH (1 
dt da * di dp ) 


con funzione di Hamilton Z (p, q, ©). 
La forma o! sia espressa, nelle coordinate (21, . - ., Tan+1): 
nel modo seguente: 


pda - Hdt=X,dxr, tt... + Xont1 dint 


Teorema. Sulla carta (x;) le traiettorie delle (1) sono rappre- 
sentate dalle linee di rotore della forma dì X; dz;. 

Dimostrazione. Le linee di rotore della forma 
XX; dz; e p dq — H dt sono le immagini, su due diverse carte, 
delle linee di rotore della stessa unica forma su M. Ma le curve 
integrali delle (1) sono le linee di rotore di p dq — YH dt. Cioè 
le loro immagini sulla carta (7;) sono le linee di rotore della 
forma Y}X;dx;, che è quanto si doveva dimostrare. 

Corollario. Sia (P., - . ., Pani Q - | «s Qni T) un sistema di 
coordinate locali nello spazio generalizzato delle fasi (p,q,t) e 
K (P, Q, T), S(P, Q, T) funzioni tali che 


pdq - Hdt = PdQ — KdT + dS 


(i termini a destra e a sinistra sono forme sullo spazio generalizzato 
delle fasi). 
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Allora, le traiettorie del flusso di fase delle (t) sono rappresen- 
tate sulla carta (P, @, T) dalle curve integrali delle equazioni 


canoniche 


dP____òK dQ _ dK 9 
ar = 790 TT = èP (2) 


Dimostrazione. Per il teorema precedente, le traiet- 
torie delle (1) sono rappresentate dalle linee di rotore della forma 
P dQ — K dT + dS. Ma dS non influisce 
1 sulle linee di rotore (dato che d dS=0). 
Po 9, Quindi le immagini delle traiettorie delle 
(1) sono le linee di rotore della forma 
Pd@Q — KaT. In accordo con il $ 44, 
C le linee di rotore di tale forma sono 
le curve integrali delle equazioni cano- 
Fig. 185. Cammino chiu- iche (2), che è ciò che si doveva dimo- 
so della forma pdg— strare. 
— PdQ. In particolare, sia g: R?" + R?" una 
trasformazione canonica dello spazio del- 
le fasi, che trasporta il punto di coordinate (, q) nel punto di 
coordinate (P, @). 
Le funzioni P (P, 9), Q (P, q) possono essere considerate come 
nuove coordinate nello spazio delle fasi. 
Teorema. Nelle nuove coordinate (P, @) le equazioni cano- 
niche (1) hanno la forma canonica* 


dP _ dK 9Q _ dK 
da 30: da dP (3) 


con la vecchia funzione di Hamilton: K(P, Q,t)= H (p, g; 1). 
Dimostrazione. Consideriamo la 41-forma p dq — 
— PdQ in R””°. Per qualsiasi curva chiusa y abbiamo (fig. 185) 


È p da—P d0=®pda 6 pdQ=0 
Y Y Y 


Pi, di 


per la canonicità di g. Dunque, pdq- PdQ= S non 
,9 
dipende dal cammino d'integrazione, ma soltanto dal punto 


1 In alcuni manuali, la proprietà di conservare la forma canonica delle 
equazioni di Hamilton è presa come definizione delle trasformazioni canoni- 
che. In effetti, essa non è equivalente a quella di uso generale e introdotta 
sopra. Per esempio, non è canonica nel senso qui adottato la trasformazione 
P = 2p, Q2=q, che conserva la forma hamiltoniana delle equazioni di 
moto. La confusione appare persino nel magnifico manuale di Landau 
e Lifsits (vedere nota precedente), al $ 45 del quale si dimostra che ogni tra- 
sformazione, che conserva le equazioni canoniche. è canonica nel senso da 
noi specificato. 
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finale (P1. 91) per un prefissato punto iniziale (Po. d0)). Così, 
dS = p dq — PdQ. Conseguentemente, nello spazio generalizza- 


to delle fasi 
pda -Hdt-PdQ—-Hdt+dS 


ed è applicabile il teorema precedente. Con ciò le (2) si trasformano 


nelle (3), c.v.d. 
Problema. Sia g(t): R?**+ R° una trasformazione 


canonica dello spazio delle fasi, dipendente dal parametro #, 
8(t) (p, 9)=(P(P. 4,1), Q(P,9,1t)) Dimostrate che le equazioni 
canoniche (1) nelle variavili P, Q,°! hanno forma canonica con 
una nuova funzione di Hamilton, data da 


K(P, Q,1)=H(p, 4, de ’ dove S(Pi, Ai t)= 


= | p dg - PdQ. 
Po. do 


B. Riduzione del grado per mezzo dell’integrale dell’energia. 
Ammettiamo ora che la funzione di Hamilton 7 (p, g) non dipenda 
dal tempo. Allora le equazioni canoniche (1) hanno un integrale 
primo A (p (t), q (t))= cost. Con l’aiuto di questo integrale si 
può ridurre la dimensione dello spazio (2n + 1) di due unità, 
riconducendo il problema all’integrazione di qualche sistema di 
equazioni canoniche in uno spazio 2n — 1-dimensionale. 

Supponiamo che (in qualche dominio) l’equazione 4 = 
= H(p, ---. Pnì 9% < | «è In) possa essere risolta rispetto a p,: 


P.1 = K (P, Q, T; h), 


dove P = (pa, - . ., Pri 2= (9 -.., I T=-q 
Allora troviamo 


pda - Hdt=Pd@Q—KdT —d(Ht)+tdH. 


Sia ora y una curva integrale delle equazioni canoniche (1), 
che giace sulla superficie 2n-dimensionale # (p, g) = è in R?"*!. 
Allora y è una linea di rotore della forma p dq — H di (fig. 186). 
Proiettiamo lo spazio generalizzato- delle fasi R?"*! = {(p, gq, t)} 
sullo spazio delle fasi R?°"° = {(p, g)}. La superficie H =» 
è proiettata sulla sottovarietà 2n — 1-dimensionale  M?"-: 
H (p, g)= h in R?°", mentre la curva y nella curva y, che giace 
su questa sottovarietà. Le quantità P, Q, 7 formano le coordi- 
nate locali in M?*-. 

Problema. Dimostrare che la curva y è una linea di roto- 
re della forma p da = PdQ — K dT su M"*. 

Suggerimento. d(Ht) non influisce sulle linee di 
rotore, mentre dH, su M, è nullo. 
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Ma le linee di rotore della forma P dQ — XK dT soddisfano 
le equazioni di Hamilton (2). È così dimostrato il 

Teorema. Le traiettorie di fase delle equazioni (1) sulla super- 
ficie M®"-1, H = h soddisfano le equazioni canoniche 


dpi __ Ok dq; __ OK O 
dai dqi , dg dpi (i=2, ‘0073 n), 


dove la funzione K (ps, ..., Pnì dvn << In T, h) si ricava 
dall’equazione H (K, Par << 0 Pani —T, dn q,) = 

C. Principio di minima azione nello spazio delle fasi. Conside- 
riamo nello spazio generalizzato delle fasi {(p, g, t)} la curva 


Fig. 186. Riduzione di grado di Fig. 187. Principio di minima azio- 
un sistema hamiltoniano. ne nello spazio delle fasi. 


integrale y delle equazioni canoniche (1), che unisce i punti 
{Po do; to) e (Pi d1 t1). 
Teorema. L’integrale \ p dq — H dt ha come estremale ‘%y 


rispetto alle variazioni di y, per le quali gli estremi della curva riman- 

gono sui sottospazi n-dimensionali (t = to q=@) e (t= tn 
= 4. 

1 Dimostrazione. La curva y è una linea di rotore 

della forma p dq — H dt (fig. 187). Quindi l'integrale di p dq — 

— Hdt su «un parallelogramma infinitamente piccolo, che 

passa per la direzione del rotore », è uguale a zero. 


In altre parole, l’incremento \ — | » da — Hdt è un 


infinitesimo di ordine superiore in confronto alla differenza delle 
curve y' e y, che è quanto si doveva dimostrare. 

Se questo ragionamento non sembra abbastanza rigoroso, si 
può sostituire ad esso il calcolo 


(= Da -—— 69 ) di= 


) \ (0g _H) di = | (g5p+p69g E dp 


V 


=ps9a|:+ ([(4-7) d-($4 28) 
Y 
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Vediamo che le curve integrali delle equazioni di Hamilton 
sono gli unici estremali dell’integrale \p dg — H dt nella classe 


delle curve y, i cui estremi giacciono sui sottospazi n-dimensionali 
(tf = td = do) ®© (6=t, q= q1) dello spazio generalizzato 
delle fasi. Il teorema è dimostrato. 

Osservazione. Il principio di minima azione nella 
forma di Hamilton è un caso particolare del principio considerato 
sopra. Effettivamente, lungo un estremale abbiamo 

ti. Ii ii li 
| pda—H di=|(pg—H)dt= | Ldt 
to, do to . lo 
(poiché la lagrangiana L e la hamiltoniana H sono la trasformata 
di Legendre l'una dell’altra). 

Inoltre sia y (fig. 188) la proiezione dell’estremale y sul 
piano q, t. A qualsiasi curva vicina y', che congiunge gli stessi 
punti (to; do), (t1) Qi) SUl piano gq, tt, associamo la curva y° nello 


spazio delle fasi (p, g, t), ponendo p= aL/0q. Allora, anche lungo 

Vv, \ pdq — Hdt = {L dt. Ma per il teorema dimostrato 
v v 

o) \® dq - Hdt=0 per qualsiasi variazione della curva y 


Y 
(con le condizioni al contorno (t = to) gd = go) e (t=t,g9= 
= @1)). In particolare ciò è vero per le variazioni di tipo speciale, 


che portano y in y'. Il che significa che y è estremale di | L dt, 


c.v.d. 

Nel teorema dimostrato si ammette, nel confronto con 7%, 
una classe di curve y' significativamente più larga che non nel 
principio di Hamilton: non si impone alcuna limitazione alla 


connessione tra p e q. Ciò nonostante, si può mostrare in modo 
sorprendente che entrambi i princìpi si equivalgono: dall’estre- 


malità in una classe più ristretta di variazioni (p = 0L/0g) 
segue l’estremalità per qualsiasi variazione. La spiegazione risiede 


nel fatto che, per un q fissato, la grandezza p = aLloq estremizza 


Pq — H (vedere la definizione di trasformata di Legendre, $ 14, 
pag. 66). 

D. Principio di minima azione nella forma di Maupertuis — 
Eulero — Lagrange — Jacobi. Ammettiamo che la funzione di 
Hamilton H(p, g) non dipenda dal tempo. Allora H(p, g) è un 
integrale primo delle equazioni di Hamilton (1). Proiettiamo la 
superficie HA (p, q) = » dallo spazio generalizzato delle fasi 
{(P, g, t)} nello spazio {(p, g)}. Si ottiene la superficie 2n — 1-di- 
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mensionale H# (p, qg) = A in R®", che noi abbiamo già considerato 
al punto B e che abbiamo indicato con _ 

Le traiettorie di fase delle equazioni canoniche (1), che 
iniziano sulla superficie M?"-!, giacciono interamente su questa 
stessa superficie. Esse sorio le linee di rotore della forma p dq = 
= P dQ — KdT (con la simbologia del punto B) definita su 
M®"-!. In accordo col punto C, le curve integrali delle (1) su 
M?®"-1 sono gli estremali del principio variazionale, corrispon- 
dente a questa forma. E così dimostrato il 

Teorema. Se la funzione di Hamilton H = H(p,q) non 
dipende dal tempo, le traiettorie di fase delle equazioni canoniche (1), 


Fig. 188. Curve di confronto peri Fig. 189. Il principio di Mauper- 
principi di minima azione nello tuis. 
\spazio delle configurazioni e in 

quello delle fasi. 


che giacciono sulla superficie M®-!: H (p, q) = h, sono gli estre- 
.mali dell’integrale \p dq nella classe delle curve che giacciono su 


M?"°-1 e uniscono i sottospazi q = Qo € q= Qi 
Consideriamo ora la proiezione di un estremale, che si trova 
sulla superficie M®"-!: H (p, q) = À, sullo spazio delle g. Questa 
curva congiunge i punti go © Qi. 
Inoltre, sia y una seconda curva, che unisce i punti q, © dr 


Cee 


(fig. 189). Questa curva y è la proiezione di qualche curva y 
sulla superficie M?"-1. Scegliamo su y un parametro t, a < T<Zb, 
v (a) = do Y (db) = qi. Allora in ogni punto q della curva y 


è definito il vettore velocità q= (1) e il corrispondente 
impulso p = aLlog. Se il parametro t è preso in modo tale che 
H (p, g) = À, allora sulla superficie M?"-! otteniamo la curva 

‘:gqg= (1), p= aLl0q. Applicando il precedente teorema alla 


curva y su M?", otteniamo il 
Corollario. Tra tutte le curve a = y (1), che congiungono i due 
punti qo € q, sul piano delle q e parametrizzate in modo tale che la 


funzione di Hamilton abbia il valore fissato H (9L/9q, q)=h, 
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la traiettoria delle equazioni della dinamica (1) è l'estremale dell’in- 
tegrale « dell'azione abbreviata » 


{pda= | padi= | mamar. 
: : v % 


Questo è noto come principio di minima azione di Maupertuis 
(Eulero — Lagrange — Jacobi)*. È importante sottolineare che 
l'intervallo a < t < ò, che parametrizza la curva y, non è fissato 
e può essere diverso per le diverse curve, ottenute per variazione. 
Tuttavia, deve essere la stessa l’energia (la funzione di Hamilton). 
Notiamo anche che il principio determina la forma della traietto- 
ria, ma non il tempo in cui viene percorsa: per determinare il 
tempo si deve utilizzare la costante dell'energia. 

Il principio dimostrato prende una forma particolarmente 
semplice quando il sistema compie un moto per inerzia, su una 
varietà regolare. 

Teorema. Un punto materiale, vincolato a restare su una 
varietà regolare riemanniana, si muove su una linea geodetica 


(cioè su un estremale della lunghezza | ds). 
Dimostrazione. In effetti, nel nostro caso 


n-1-1-4(&) &a-r-() 


Conseguentemente, per garantire’ il valore prefissato H = È, 

il parametro 7 deve essere scelto proporzionale alla lunghezza: 
ds 

di= ——. 
V 2h 


I 


L'integrale dell’azione abbreviata è allora uguale a 


Il gar= | V2hds=V 2h | ds, 
dq % 


Y Y 


dunque gli estremali sono le geodetiche della nostra varietà, 
che è quanto si doveva dimostrare. 

Nel caso che si abbia anche un'energia potenziale, le traiet- 
torie delle equazioni della dinamica sono le geodetiche di una 
metrica riemanniana. 

Sia ds? la metrica riemanniana sullo spazio delle configu- 
razioni, che dà l'energia cinetica ( cosicché T=1 (5). Sia 
h costante. 


1 « In quasi tutti i manuali, anche i migliori, questo principio è pre- 
sentato in modo tale che non si può capire » (K. Jacobi Lezioni di dinamica, 
1842-1843, « Gostekhizdat », M.-L. 1936). Non mi azzardo a violare la tra- 
dizione. Una « dimostrazione » istruttiva del principio di Maupertuis è con- 
tenuta nel $ 44 del manuale di meccanica di Landau e Lif$its (Meccanica, 
Editori Riuniti, 1976). 
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Teorema. Definiamo, nella regione dello spazio delle configu- 
razioni, dove U (q)< h, una metrica riemanniana con la formula 


dp=Vh—U (q)ds. 


Allora le traiettorie del sistema, con energia cinetica T= 
41 /ds \2 . . . 
=37 F) , energia potenziale U (q) e energia totale h, saranno 
le geodetiche della metrica dop. 
Dimostrazione. Nel nostro caso L=T-U, , H=T+U, 


dL q=2T = (T) °-9 (h —U). Conseguentemente, per garantire 


dg 

il valore prefissato #7 =h, si deve scegliere il parametro 
_ L’integrale del- 
V2(h_U) 
l’azione abbreviata sarà allora uguale a 


{gar | V2h=0) ds=V2 \ dp. 
y 9% Ù Ù 


Per il principio di Maupertuis, le traiettorie sono le geodetiche 
della metrica dp, c.v.d. 

Osservazione 1. La metrica dp si ottiene da ds con 
una « deformazione », che dipende dal punto q, ma non dipende 
dalla direzione. Per questo motivo, gli angoli nella metrica dp 
coincidono con gli angoli nella metrica ds. Sulla frontiera del 
dominio U < È, la metrica dp ha una singolarità: quanto più 
ci avviciniamo alla frontiera, tanto più piccolo diviene gf, la 
lunghezza. In particolare, la lunghezza di qualsiasi curva, che 
giace proprio sulla frontiera (U = È), è uguale a zero. 

Osservazione 2. Se i punti iniziale e finale della 
geodetica y sono abbastanza vicini, allora l'estremo della lunghez- 


proporzionale alla lunghezza: dr = 


fl) £, 


S' 5 


Fig. 190. Geodetica non minima. Fig. 191. Moto periodico di un 
pendolo doppio. 


za è un minimo. Questo giustifica il nome di « principio di minima 
azione ». Il fatto che, nel caso generale, l'estremo dell’azione 
non sia necessariamente un minimo, risulta chiaro considerando 
le geodetiche sulla sfera unitaria (fig. 190). Ogni arco di meridiano 
è una geodetica, ma sono minimi soltanto quelli più corti di a: 
l’arco NS'M è più corto dell'arco di meridiano NSM. 
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Osservazione 83. Se / © maggiore del massimo di U 
sullo spazio delle configurazioni, allora la metrica dp non ha 
singolarità. Dunque, possiamo applicare i teoremi topologici, 
che riguardano le geodetiche su una varietà riemanniana, allo 
studio dei problemi meccanici. 

Così, per esempio, consideriamo il toro 7?, con qualche 
metrica riemanniana. Tra tutte le curve chiuse su 7, che fanno m 
giri su un parallelo e n su un meridiano, esiste una curva di lun- 
ghezza minima (fig. 191). Questa curva è una geodetica chiusa 
(vedere la dimostrazione in libri dedicati al calcolo variazionale 
o alla « teoria di Morse »). 

D'altro lato, il toro 7? è lo spazio delle configurazioni del 
pendolo doppio piano. Da qui segue il 

Teorema. Comunque si prendano gli interi m ed n, esiste un 
moto periodico del pendolo doppio, tale che un componente fa m 
oscillazioni nel tempo in cui il secondo componente ne fa n. 

Inoltre, tali moti periodici esistono per qualsiasi valore 
abbastanza grande della costante dell'energia 4 (4A deve essere 
maggiore dell'energia potenziale, nella posizione più alta). 

Consideriamo, come ulteriore esempio, ‘un corpo solido vin- 
colato a un punto fisso e posto in un qualsiasi campo potenziale. 
Lo spazio delle configurazioni (S0(3)) non è semplicemente 
connesso: su esso esistono curve non riducibili. Dai precedenti 
ragionamenti segue il 

Teorema. Qualunque sia il campo delle forze potenziali, esiste 
almeno un moto periodico del corpo. Inoltre esistono moti periodici 
tali che per essi la costante dell’energia h è grande a piacere. 


$ 46. Principio di Huygens 


I concetti fondamentali della meccanica hamiltoniana (gli 
impulsi p, la funzione di Hamilton #, la forma pdq—H dt, 
l'equazione di Hamilton — Jacobi, di cui parleremo in seguito) 
originano dalla trasposizione a princìpi variazionali generali 
(in particolare, al principio di azione stazionaria di Hamilton 


ò | L dt == 0) di alcuni semplici e naturali concetti dell’ottica 


geometrica, che si basa sul principio variazionale noto come prin- 
cipio di Fermat. 

A. Fronti d’onda. Consideriamo brevemente! i principali 
concetti dell’ottica geometrica. In accordo col principio di Fer- 
mat, la luce si propaga dal punto q al punto q,; nel tempo più 
breve. Inoltre la velocità della luce può dipendere sia dal punto 


1 Non ci sforzeremo qui di essere rigorosi, supporremo diversi da zero 
tutti i determinanti, ecc. Le dimostrazioni dei teoremi successivi non dipen- 
dono dai ragionamenti semieuristici di questo punto. 
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q (« mezzo non omogeneo »), come anche dalla direzione del 
raggio (a mezzo anisotropo », per esempio i cristalli). 

Le proprietà del mezzo possono essere descritte, definendo 

nello spazio tangente, in ogni punto g, una superficie la ellissoide 

degli indici »). A questo fine poniamo, 

RA lungo ogni direzione, il vettore velocità 

SS di propagazione della luce, in un dato 

punto in una data direzione (fig. 192). 

È G9 GI Sia # >Q0. Consideriamo l’insieme 

di tutti i punti g, ai quali può arrivare 

ti RA, la luce da un dato punto q, in un tempo 

minore o uguale a t. La frontiera di 

Fig. 192. Mezzo aniso- questo insieme, D,, (t), si chiama fronte 

tropo e disomogeneo. —d’onda del punto 9, al tempo t, e con- 

siste di quei punti, cui può giungere 

la luce in un tempo £ e ai quali non può pervenire in un tempo 

minore. 

Tra i fronti d’onda, corrispondenti ai diversi valori di #, 

esiste una relazione sorprendente, scoperta da Huygens (fig. 193). 

Teorema di Huygens. Consideriamo il fronte d'onda del pun- 

to qo al tempo t, D,, (t). Per ogni punto q di questo fronte, costruiamo 


Fig. 193. L’inviluppo dei fronti d’onda. 


il fronte d'onda al tempo s, D, (s). Allora, il fronte d'onda del punto 
do al tiempos + t, Di, ($S+ Di) sarà l’inviluppo dei fronti costruiti 
per ogni Da (s), q € Da, (0). 

Infatti, sia qQ:+s € d, . (t + s). Esiste allora un cammino da 
do 8 di+s, lungo il quale il tempo di propagazione della luce 
è pari a £ + s, e non è più breve. Consideriamo su questo cammino 
un punto gq:, per giungere al quale la luce impiega un tempo t. 
Non può esserci un cammino più breve da go a 4 altrimenti 
qod:+s non sarebbe il cammino più breve. Dunque, il punto q: 
si trova sul fronte D,, (t). Nello stesso modo la luce percorre il 
cammino q:d1+s esattamente nel tempo s, e dal punto q: a quello 
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Q:+s non vi è un cammino più breve. Dunque, il punto q+, Si 
trova sul fronte del punto q: al tempo s, D,, (s). Mostriamo che 


i fronti ®, (s) e D,, (t + s) sono tangenti nel ‘punto qQi+s. Effetti- 


vamente, se si intersecassero (fig. 194), sarebbe possibile arrivare 
in alcuni punti di ®y, (t + 5) dal punto q: in un tempo minore 
di s, e quindi dal punto do in un tempo minore di s + t. Ciò 
contraddice la definizione stessa di D,, (t + s); dunque, i fronti 
Da, (s) e Dy, (t + s) sono tangenti nel punto di+s) C.V.d. 

Il teorema dimostrato si chiama principio di Huygens. Si 
capisce che il punto q, può essere sostituito da una curva, da una 
superficie o, in generale, da un insieme chiuso, lo spazio tridi- 


+ Direzione 
del raggio 


q p=grad S 

9, 9 Direzione di 

% A tes moto 
del fronte 
$ Fi 
9 (S+t ronte 
Fig. 194. Dimostrazione del teore- Fig. 195. Direzione del raggio e di- 
ma di Huygens. rezione di moto del fronte. 


mensionale {g} da una qualsiasi varietà regolare, e la propaga- 
zione della luce, dalla propagazione di qualsiasi perturbazione, 
che si trasmette « localmente ». 

Il principio di Huygens conduce a due descrizioni del processo 
di propagazione. In primo luogo, possiamo seguire i raggi, cioè 
i cammini più brevi di propagazione della luce. In tal caso, il 


carattere locale della propagazione è dato dal vettore velocità q. 
Se è nota la direzione del raggio, allora il modulo del vettore velo- 
cità si ottiene dalle proprietà del mezzo (ellissoide degli indici). 

D'altro lato, possiamo seguire il fronte d'onda. 

Supponiamo che nello spazio {g} sia data una metrica rieman- 
niana. Si può allora parlare di velocità di moto del fronte d’onda. 
Consideriamo, ad esempio, la propagazione della luce in un mezzo, 
che riempia uno spazio euclideo ordinario. Il moto del fronte 
d’onda si può caratterizzare col vettore perpendicolare al fronte, 
P, che si costruisce nel modo seguente. 

Per ogni punto q, definiamo la funzione S,, (9) come lunghezza 
ottica del cammino da q_ a q, cioè il tempo minimo di propagazione 
della Iuce da qo a q- 

L'insieme di livello {g: S,, (9) = t} non è altro che il fronte 
d'onda È,  (t) (fig. 195). Il gradiente della funzione S (nel senso 
della metrica sopra menzionata) è perpendicolare al fronte d’onda 
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e caratterizza il suo moto. Inoltre, quanto maggiore è il gradiente, 
tanto più lentamente si muove il fronte. Per questo Hamilton 
chiamò il vettore 


vettore della lentezza normale del fronte. 


La direzione del raggio, g, e la direzione di moto del fronte, 
P,inun mezzo anisotropo non coincidono. Tuttavia esse sono legate 
da una semplice relazione, che è facilmente deducibile dal prin- 
cipio di Huygens. Ricordiamo che, in 


v . La 
ogni punto, le proprietà del mezzo sono 
caratterizzate dalla superficie dei vet- 
a irszione tori velocità della luce, l’ellissoide de- 


duale gli indici. 
Definizione. La direzione del- 
| , __l’iperpiano, tangente all’ellissoide degli 
Fig. 196. I perpiano du- indici nel punto v, si chiama duale della 
direzione data da v (rig. 196). 
Teorema. La direzione del fronte d'onda ®,, (t) nel punto q; 


è duale di quella del raggio, q. 
Dimostrazione. Consideriamo (fig. 197) i punti qx 
del raggio godi 0  t<t. Prendiamo un e molto piccolo. 
Py (t) 

0 
Ellissoide degli indici, 


relativo al punto g(t) del raggio 
è Direzione 
di moto del 

0 fronte 


Fronte P, (t) 
0 


Fig. 197. Dualità delle direzioni del raggio e del fronte. 


Allora il fronte Da, (e) differisce dall'ellissoide degli indici, 


relativo al punto q:, reso e volte più piccolo, soltanto per infini- 
tesimi dell'ordine di O (e*). Per il principio di Huygens, questo 
fronte D, ;-, (€) è tangente al fronte ®,, (t) nel punto q:. Pas- 
sando al limite, per € + 0, otteniamo il teorema sopra formulato. 

Cambiando la metrica ausiliaria, per mezzo della quale 
abbiamo definito il vettore p, cambierà il concetto di velocità 
di moto del fronte, cioè sia il modulo che la direzione del vettore p. 
Tuttavia, la forma differenziale p dg =dS sullo spazio {g} = R* 
è definita in modo indipendente dalla metrica ausiliaria; il suo 
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valore dipende soltanto dal fronte prescelto (o dal raggio). Questa 
forma è uguale a zero sull’iperpiano duale del vettore velocità del 
raggio mentre il suo valore è uguale a 1 sul vettore velocità !. 

B. Analogia tra l’ottica e la meccanica. Torniamo alla mec- 
canica. Anche qui le traiettorie di moto sono gli estremali di un 
principio variazionale e si può costruire la meccanica come ottica 
geometrica di uno spazio multidimensionale. Proprio così fece 
Hamilton; noi non seguiremo questa costruzione in tutti i det- 
tagli, ma -enumereremo solo quei concetti dell'ottica, che porta- 
rono Hamilton a formulare i concetti fondamentali della mec- 
canica. 


Ottica Meccanica 
Mezzo ottico Spazio generalizzato delle con- 
figurazioni {(g, %)} 
Principio di Fermat Principio di Hamilton è |(Lai=0 
Raggi Traiettorie g (t) 
Ellissoide degli indici Lagrangiana L 
Lentezza normale del fron- Impulso » 
te, p 
Espressione di p attraver- Trasformazione di Legendre 
so la velocità del rag- 
gio, g 
i-forma p dq A-forma p dq — H dt 


Sono rimasti inutilizzati la lunghezza ottica di un cammino 
Sa, (g) e il principio di Huygens. I loro analoghi in meccanica 
sono la funzione d'azione e l'equazione di Hamilton — Jacobi, 
cui ora passiamo. 

C. L’azione come funzione delle coordinate e del tempo. 

Definizione. Si chiama funzione d'azione S (q, t) 
l'integrale 


Sa, 1 (4, )= | Ldt 
; 
lungo l’estremale y, che congiunge i punti (Qo. to) € (9, 1). 
Affinché questa definizione sia corretta bisogna prendere alcuni 
accorgimenti: si deve fare in modo che gli estremali, che escono 
dal punto (go, to), non si intersechino più e formino un cosiddetto 
« campo centrale di estremali » (fig. 198). Più precisamente, as- 


sociamo ad ogni coppia (go, t) il punto (9, t), secondo estremo della 
1 In questo modo, i vettori p corrispondenti a tutti i possibili fronti, 
che attraversano un dato punto, non sono arbitrari, ma sottomessi a una 


condizione: i valori ammessi di p riempiono nello spazio { p} un'ipersuperfi- 
cie, duale dell'ellissoide degli indici. 
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curva estremale y, corrispondente alle condizioni iniziali g (0) = 
= @Qo, 1 (0) = go- Si dice che l'estremale y è inserito nel campo 


centrale, se l'applicazione (go, t) + (g, t) è non degenere (nel 
punto corrispondente all'estremale considerato y e, conseguente- 
mente, in qualche suo intorno). 

Si può dimostrare che, per | ft — t | sufficientemente piccolo, 
l’estremale y è inserito in un campo centrale'!. 

Consideriamo ora un intorno abbastanza piccolo del punto 
finale (g, t) del nostro estremale. Ogni punto di questo intorno 


q 
t 
Fig. 198. Campo centrale di estre- Fig. 199. tEstremale con un punto 
mali. focale, (che non può essere inserito 


in un campo centrale. 


è anito a (dos io) da un unico estremale del campo centrale consi- 
derato. Tale estremale dipende, in modo differenziabile, dal punto 
finale (g, t). Dunque, nell'intorno indicato, è definita in modo 
preciso! la funzione d’azione 


Sant,(9,1)= { Lt. 
Y 
Nell'ottica geometrica abbiamo preso in considerazione il 
differenziale della lunghezza ottica di un cammino. Viene dunque 
naturale considerare anche il differenziale dell’azione. 
Teorema. Il differenziale dell’azione (per un punto iniziale 
prefissato) è uguale a 
dS=pdq—Hdt, 


dove p = dL/dq eH= pq-L sono definiti rispetto alla velocità 


finale q della traiettoria y. 
Dimostrazione. Portiamo ogni estremale dallo spa- 
zio (q, t) nello spazio generalizzato delle fasi {(P, g, t)}, ponendo 


p= dL/9q, cioè sostituendo l’estremale con la traiettoria di fase. 
Allora, nello spazio generalizzato delle fasi, otteniamo una varietà 
n +. 1-dimensionale, formata da traiettorie di fase, cioè da linee 


ì Problema. Mostrare che, per t — f, grandi, non è più così. 
Suggerimento. q= — Q (fig. 199). 
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di rotore della forma pdq — H dt. Incrementiamo ora l’estremo 
(g, t) di (Ag, At) e consideriamo la famiglia degli estremali, 
che congiungono (go, to) con i punti del segmento q + 8Ag, 
t + 0A, O0LZ0OxX 1 (fig. 200). Nello spazio delle fasi otteniamo 
un quadrilatero o formato dalle linee di rotore della forma 
pdq — H dt, la cui frontiera 


do = va — va +B_-a 


consiste di due traiettorie di fase ), e Ye, del segmento di curva a, 
che sta nello spazio (g@ = 9Qo, # = to), e del segmento di curva B, 


Fig. 200. Calcolo del differenziale della funzione d’azione. 


proiettato nel segmento (Aq, At). Poiché o consiste di linee di 
rotore della forma p dq — H dt, abbiamo 


0=|{|d{pda-H d)= | pdq—Hdt= 


fp 


—-{[pda-Hd. 
Vi Yi B a 


Ma sul segmento a risulta dg=0. dt=0. Sulle traiettorie 
di fase yi @ Ye, pdgq—Hdt=Ldt ($ 49, C). Dunque, la diffe- 
renza {-| pda—-Hdt è uguale all’incremento dell’azione 
e si trova h 

| pda—Hdt=S(qg+Ag,t-+At)—S(g, 1). 


B 
Se ora Aqg+0, At-+-0, otteniamo 


I pdq—Hdt=pAgq-HAt+o0(At, Aq) 
B 


ed il teorema è dimostrato. 
Vediamo che la forma pdq — H dt, precedentemente intro- 
dotta da noi ad arte, si presenta da sola, per l’analogia realizzata 
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tra ottica e meccanica, nello studio dell’azione corrispondente alla 
lunghezza ottica di un cammino. 

D. Equazione ‘di Hamilton — Jacobi. Ricordiamo che « il 
vettore lentezza normale p » non può essere completamente arbitra- 


rio: esso è sottomesso alla sola condizione 54 = 41, che deriva dal 
principio di Huygens (pag. 248). Un’analoga condizione è imposta 
anche al gradiente dell’azione S. 

Teorema. L'azione soddisfa l'equazione 


F+A (F.9,t)=0. (1) 


Quest’equazione non lineare del primo ordine alle derivate 
parziali si chiama equazione di Hamilton — Jacobi. 

Per dimostrare il teorema basta notare che, per il teorema 
precedente, 


0S . 06 
a = TH (Pe9 8), D=7I7: 


Il legame stabilito tra le traiettorie di un sistema dinamico 
(« i raggi v) el’ equazione alle derivate parziali (« i fronti d'onda ») 
può essere utilizzato in entrambe le direzioni. 

In primo luogo, si possono utilizzare alcune soluzioni dell’equa- 
zione (1), per integrare le equazioni differenziali ordinarie della 
dinamica. In ciò consiste il metodo di Jacobi, esposto nel para- 
grafo successivo, d’integrazione delle equazioni canoniche di 
Hamilton. 

In secondo luogo, la connessione tra onde e raggi permette di 
trasformare il problema dell'integrazione dell'equazione alle 
derivate parziali (1), in quello dell’integrazione di un sistema di 
equazioni differenziali ordinarie di Hamilton. 

Soffermiamoci più in dettaglio su questo aspetto. Formuliamo 
il problema di Cauchy per le equazioni di Hamilton — Jacobi (1) 


S(9, t)=S0 (9), G-+H (5,9,1)=0. 2) 


Per costruire la soluzione di questo problema, consideriamo il 
sistema di equazioni canoniche di Hamilton 


_ 9H °_èH , 

D==%> 7% 

guardiamo le condizioni iniziali (fig. 201): 
a 

a (to)= 9% P(t0)= Fa la 


La soluzione corrispondente a queste condizioni iniziali è rappre- 
sentata, nello spazio (9g, i), da una curva q = q (t), estremale 


del principio è {L dt = 0 (dove la lagrangiana L (9g, q, t) è la 
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trasformata di Legendre; rispetto a 2, della funzione di Hamil- 
ton H(p, q, t)). Questo estremale si chiama caratteristica del 
problema (2), che esce dal punto go. |» 

Se il valore t, è abbastanza vicino a to, le caratteristiche, che 
escono da punti vicini a go, non si intersecano per i &É < iù, 
la — dol< AR. Inoltre, i valori q, e t si possono prendere come 


Fig. 204. Caratteristiche per la Fig. 202. Funzione d’azione come 
soluzione del problema di Cauch soluzione dell’equazione di Hamil- 
relativo all’equazione di Hamil- ton — Jacobi. 


ton — Jacobi. 


coordinate del punto A nel dominio |q|<A,tpt &ti<&4% 
(fig. 201). 
Costruiamo adesso « l’azione con condizione iniziale $, »: 


A 
S(A)=So(9)+ | L(a, 9,1) dî (3) 


dos to 


(integrazione lungo la caratteristica che porta in A). 
Teorema. La funzione (3) è soluzione del problema (2). 
Effettivamente, la condizione iniziale è chiaramente soddi- 
sfatta. Per dimostrare che la funzione soddisfa l'equazione di Hamil- 
ton — Jacobi si procede come per il teorema sul differenziale 
dell’azione (fig. 202). 
Per il lemma di Stokes {-—{+{—{ ndg—Hdt=0. 
Va Vi B x 
Ma su af dt =0, p= dS/0dqg, dunque | pdq — Hdt = 
x 


_- {p dq = | dSo = So (40 + Aq) — So (go). Inoltre, v,+ 
(04 
sono traiettorie di fase, per cui 
| pdgq—H di= | Ldt. 


Vi 8 Mi 2 
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Così, 
| pdg_H di=[50(9,+49)+ | Ldt)- 


Ya 


— [Ss (00) + | Ldt]=S(4+A44)-5(4). 


Ni 


Per At-+0, si ottiene d_ — H, 5-= p, ed il teorema 
S è dimostrato. 


Problema. Dimostrare che la 
soluzione del problema (2) è unica. 
Suggerimento. Differenzia- 


q re S lungo le caratteristiche. 
p Problema. Risolvere il proble- 
ma di Cauchy(2)perH=-, S=-. 
1 Problema. Disegnare i grafici 


delle « funzioni » plurivoche S (9) e 
p(qg) per t= ts (fig. 201). 


F ie 203. nai soluzione Risposta. Vedere fig. 203. 
ell'equazione di Hamil- Al punto doppio del grafico di S 
ton — Jacobi. corrisponde sul grafico di p la retta di 


Mazwell: le aree tratteggiate sono uguali. 
Il grafico di S (9, t) ha una singolarità, chiamata coda di rondi- 
ne, nel punto (90, te). 


$ 47. Metodo di Jacobi — Hamilton d'integrazione delle equazioni 
canoniche di Hamilton 


In questo paragrafo si definisce la funzione generatrice di una 
trasformazione canonica libera. 

L'idea del metodo di Jacobi — Hamilton consiste in quanto 
segue. Con una trasformazione canonica delle coordinate, si con- 
servano sia la forma canonica delle equazioni di moto che la 
funzione di Hamilton ($ 45, A). 

Dunque, se riusciremo a trovare una trasformazione canonica, 
che riduce la funzione di Hamilton a una forma tale che le equa- 
zioni canoniche siano integrabili, riuséiremo a integrare anche le 
equazioni canoniche di partenza. La costruzione di una tale tra- 
sformazione canonica si riduce al problema di trovare un numero 
abbastanza grande di soluzioni dell'equazione alle derivate par- 
ziali di Hamilton — Jacobi. La funzione generatrice della tra- 
sformazione canonica ricercata deve soddisfare questa equazione. 

Passando all'apparato delle funzioni generatrici, osserveremo 
che purtroppo esso è non invariante e che utilizza, in modo essen- 
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ziale, la struttura delle coordinate nello spazio delle fasi {(P, g)}- 
In relazione a ciò, bisogna far uso delle derivate parziali, la cui 
stessa notazione è già affetta d'ambiguità !. 

A. Funzione generatrice. Ammettiamo che le 2n funzioni 
P(P,q), 2(P, q) nelle 2r variabili p, g forniscano la trasfor- 
mazione canonica g: R?° + R?”. In questo caso la 1-forma 
p dq — Pd@Q è un differenziale totale ($ 45, A): 


pdq — PdQ = dS (p, q). (1) 


Problema. Dimostrare che, inversamente, se questa 
forma è un differenziale totale, la trasformazione è canonica. 
Supponiamo ora che nell'intorno di qualche punto (Po, do) 
si possano prendere come coordinate indipendenti (Q, g). In 
altri termini, supponiamo «he sia diverso da zero lo jacobiano in 


(Po do) 


, 02.9 _ 15; 22 
det 9 (P, 9) det. dp HF 0. 


Tali trasformazioni canoniche si chiamano libere. Allora, jin 
particolare, la funzione S .si può esprimere localmente con queste 
coordinate: 


S(p, g)= Si (0, 9). 


Definizione. La funzione $S, (Q, gq) si chiama fun- 
zione generatrice della trasformazione canonica g. 

Sottolineiamo che la funzione S, non è definita sullo spazio 
delle fasi R?": essa è data in un dominio del prodotto diretto 
Ri x Ry di due spazi coordinati n-dimensionali, i cui punti si 
indicano con q e Q. 

Dalla (1) segue che le « derivate parziali » di S, sono 


0S1(2. 9) _ 0S,(2, 9) _ 
— a =D — 32 == — P. (2) 


Risulta, inversamente, che ogni funzione S, definisce una certa 
trasformazione canonica g, sulla base delle formule (2). 
Teorema. Sia S,(Q, q) una funzione, definita in un intorno 
di un punto (Qo, do) del prodotto diretto di due spazi euclidei coor- 
dinati n-dimensionali. Se 
925, 


der SSL | 
0Q dq Los do 


1 Si deve comprendere chiaramente che la grandezza du/dz sul piano z, y 
dipende non soltanto dalla 7, ma anche dalla y; nelle nuove variabili (7, 2) 
il valore 6u/a7 sarà diverso. Si dovrebbe scrivere 

du du 
Ox |y=cost® dr 


z=cCost 
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la funzione S, è la funzione generatrice di una trasformazione cano- 
nica libera. 

Dimostrazione. Consideriamo l'equazione nelle coor- 
dinate Q 


05, (Q, d) 
dq 


Per il teorema della funzione implicita, tale equazione è riso- 
lubile e determina la funzione @ (7, 9) in un intorno del 


ds, (92. . 
punto (9, pr= (29) 0. ..) (inoltre  Q (Do do) = Lo). 


. CI ° >» e 0°S (Q, g) 
In effetti, il determinante che serve è et —_t 
effetti, il i serve è proprio det 3004 lo. a.’ 


= P. 


ed esso, per ipotesi, è diverso da zero. 
Consideriamo ora la funzione 


P.(0,9=—37-5:(0,9), 


e poniamo 
P (p, 9) = P.(Q (p, 9), 9). 


Allora, l’applicazione locale g: R?" + R?", che porta il punto 


(p, q) nel punto P(P,g9), 2 (P,q), sarà canonica con funzione 
generatrice $,, poiché per costruzione 


_ 4$:(2. 9) 95: (2, 9) 
p da — P_dQ= PIE9° dg + 2129 gg. 


x . - . . L% ò 
Essa è una trasformazione canonica libera, poiché det di _ 


= det (Pio 9) #0. Iì teorema è dimostrato. 
La trasformazione g: R°" + R°" è data in generale da 2r 
funzioni in 2n variabili. Noi vediamo che una trasformazione 
canonica è data in tutto da una sola funzione di 2n variabili, 
cioè dalla sua funzione generatrice. È facile immaginare quale 
vantaggio dia l'applicazione delle [funzioni generatrici in tutti 
i calcoli legati alle trasformazioni canoniche. Tale vantaggio è tan- 
to maggiore, quanto maggiore è il numero delle variabili, 2n. 
B. Equazione di Hamilton — Jacobi per le funzioni generatri- 
ci. Notiamo che le equazioni canoniche, nelle quali l’hamilto- 
niana H dipende solo dalle variabili Q, si integrano facilmente. 
Effettivamente, se H = K(@Q), le equazioni canoniche hanno la 
forma 
OK 


Q=0, P=to, (3) 


da cui si ottiene subito 


Q0=9Q0,  PO=P0+T|, 
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Cercheremo ora una trasformazione canonica, che riduca la funzione 
dijHamilton 4 (p, g) alla forma K (@Q). Cercheremo, a tal fine, 
la funzione generatrice di una simile trasformazione, S(Q, g). 
Dalla (2) otteniamo la condizione 


s 4 
H(°°D9 g, 1)=K(Q), (4) 
dove, dopo la differenziazione, si deve porre q (P, Q) al posto 
di g. Notiamo che, per @ fissato, l'equazione (4) ha la forma del- 
l'equazione di Hamilton — Jacobi. 

Teorema di Jacobi. Se si trova una soluzione S (Q, Q) del- 
l'equazione di Hamilton — Jacobi (4), dipendente da n parametri 


2 
Q.!, e tale che det TO 0, le equazioni canoniche 


° oH ° OH 


si risolvono esplicitamente per quadrature. Inoltre le funzioni 
ds (Q, 9) 


@ (p,q), determinate con le equazioni 39 


= p, sono n integrali 


primi delle equazioni (5). 
Dimostrazione. Consideriamo una trasformazione 
canonica con funzione generatrice S (Q, g). In accordo con le (2), 


abbiamo p=2 (0, q), da cui si ricava Q (P, 9g). Calcoliamo la 
funzione H (p, q) nelle nuove coordinate P, @. Abbiamo 
H(p,q)= H (È (Q, 9), q) Per trovare l’hamiltoniana nelle 


nuove coordinate, si dovrebbe porre in questa espressione (dopo 
aver derivato), al posto di gq, la sua espressione in funzione di 
PeQ.Tuttavia, per la (4), questa espressione non dipende affatto 
da gq, per cui risulta semplicemente 


H (p, ga) = K(Q). 


In questo modo, nelle nuove variabili l'equazione (5) ha la for- 
ma (3), e segue immediatamente il teorema di Jacobi. 

Il teorema di Jacobi riconduce la soluzione del sistema di 
equazioni differenziali ordinarie (9) alla ricerca di un integrale 
completo dell'equazione alle derivate parziali (4). Sorprendente- 
mente, si può mostrare che tale riconduzione di un problema più 
semplice a uno più complesso, rappresenta un metodo efficace di 
soluzione dei problemi concreti. Fra l’altro, questo risulta essere 
il più potente dei metodi esistenti d'integrazione esatta, e molti 
problemi, risolti da Jacobi, non sono generalmente risolubili con 
metodi diversi. 


1 Una famiglia, a n parametri, di soluzioni dell'equazione (4) si chia- 
ma integrale completo dell'equazione. 
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C. Esempi. Prendiamo in considerazione il problema dell’at- 
trazione da parte di due centri fissi. L'interesse per questo problema 
è cresciuto negli ultimi tempi, in relazione allo studio del moto 
dei satelliti artificiali della Terra. È abbastanza chiaro che due 
centri d’attrazione vicini, sull’asse z, approssimano l’attrazione 
di un ellissoide leggermente allungato lungo l’asse z. Purtroppo, 
la Terra non è allungata, ma schiacciata. La soluzione consiste 
nel porre i centri in punti immaginari, a una distanza +ie lungo 
l’asse z. Naturalmente, le formule analitiche per la soluzione con- 
servano la loro validità anche nel campo complesso. In questo 
modo si ottiene un’approssimazione del campo attrattivo terrestre, 
tale che le equazioni di moto si integrano esattamente e che, 
d'altra parte, è più vicina alla realtà dell’approssimazione keple- 
riana (la Terra considerata un punto). 

Per semplicità, considereremo soltanto il problema piano 
dell'attrazione di due masse uguali fisse. L'efficacia del metodo 
di Jacobi è basata sull’utilizzazione, per il sistema di coordinate 
mobile, delle cosiddette coordinate ellittiche. Ammettiamo che 


Fig. 204. Coordinate ellittiche. Fig. 205. Ellissi o iperboli coni 
fuochi in comune. 


la distanza tra i punti fissi 0,, O, sia uguale a 2c (fig. 204), 
mentre le distanze da essi della massa mobile siano rispettiva- 
mente r, e rs. Le coordinate ellittiche È, n si definiscono come 
somma e differenza delle distanze dai punti 0,, 0: È =r,+ ra; 
=} — Fo. 

Pr o) bI e ma. Esprimere la funzione di Hamilton in coor- 
dinate ellittiche. 

Soluzione. Lelinee È = cost sono le ellissi con fuochi 
in O; e O,, n= cost le iperboli con gli stessi fuochi (fig. 205). 
Esse sono mutuamente ortogonali, quindi ds° = a?dE? + db? dy?. 
Troviamo i coefficienti a e d. Per un moto lungo un’ellisse si ha 
dr, = ds cosa, dr, = —dscosa, dn = 2cosa ds. Per un moto 
su un'iperbole si ha invece dr, = ds sen a, dr, = ds sen a, dè = 
= 2 sen a ds. Così, a = (2 sen a), bd = (2-c0s a)". 

Inoltre, dal triangolo 0;M0,, troviamo 


ri +rì + 2r,r, cos 2a = 4c, 
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e da qui 


4c—-r3—r3 >r.r 
cos* & — sen” & Tror, ì COS°'AtS dre ' 


4c2 —(rj-ry)? senza = (r1 + ra)? — 40%" 


2a= 


. q? . pî 
Ma se ds= >) aî dqi, è mT=)) di >, pi= aîgi, H= di zar +U 


Così, dunque, 


a (ri +r7)? —4c? a Act dr, ra)? _ ka k 
H= pi 2r,Fa + Pa 2rirs ri ro” 


Marj+r,= È,rr i = n, 4r,ir, = È — n°. Infine, dunque, 
4 om 4AkÈ 
H=?2piz_r = + 2pt FE 7 B_w: 


Ora risolveremo l' »quazione di Hamilton — Jacobi. 
Definizione. Se nell'equazione 


6S 


©, ( ce dd 1 In) =0 


dg,” 

la variabile g, e la derivata 05/09, appaiono solo sotto forma di 

una combinazione (È, Qu) la variabile g, si dice separabile. 
1 


In questo caso è utile cercare le soluzioni dell'equazione 
nella forma 


S = Sì (91) + S' (92, °°° In). 
Ponendo nell'equazione di partenza @ (FP, qu) =cC,, Ootte- 
1 
niamo un'equazione per S' con un minor numero di variabili 


0S' 95" N 
®a (3 o dan sr Qi 1) =0. 


Sia S' = S' (9%, - - -, dn; Cr €) una famiglia di soluzioni di 
questa equazione, dipendente dai parametri c;. Le funzioni 
Sì (91, c1) + S’ soddisfano l'equazione di partenza, se Sj sod- 


disfa l'equazione ordinaria @ (FP, un)=c- Questa equazione 
1 
si risolve facilmente; esprimendo 1 in funzione di q, e c, si 
1 
di 
. dS 

ottiene rrrimh; (9,, c1) e da qui S,= |v (91, C1) dqa- 

Se nella nuova equazione (con D,) una delle variabili è sepa- 
rabile, diciamo g,, possiamo ripetere la stessa procedura e (in 
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caso favorevole) troveremo la soluzione dell'equazione di par- 
tenza, dipendente da n costanti, 


Si (91; C1) + Sy (99; C1) C9) +t I, +t Sn (Gn: CL) | --9 Cn). 


In tal caso si dice che le variabili sono completamente separabili. 
Se le variabili sono completamente separabili, la soluzione, 
dipendente da n parametri, dell'equazione di Hamilton — Jacobi 


0$ . | . 
Dj (37, a) =0 si trova per mezzo di quadrature. Ma in questo 
caso si integra per quadrature anche il corrispondente sistema di 
equazioni canoniche (teorema di Jacobi). 

Applichiamo quanto detto al problema di due centri fissi. 


L'equazione di Hamilton — Jacobi (4) ha la forma 
0S \2 ds \2 
(3) @-4M+ (7) Ue = RE) + 4 
Possiamo separare le variabili, ponendo, per esempio, 


(FT) ©4094 kE=0, 
(3) (4c2-— n) +Ko=—+c,. 


Troviamo allora un integrale completo dell'equazione (4) nella 
forma 


7A 244K f=0— coni 
S (E, mi cs, c)= | e de (7 otel an 


Il teorema di Jacobi fornisce ora un'espressione esplicita del 
moto, nel problema di due centri fissi, per mezzo di integrali 
ellittici. Un'analisi qualitativa dettagliata di questo moto si può 
trovare nel libro di Charlier Meccanica celeste, Mosca, 1966. 

Un'altra applicazione del problema dell'attrazione da parte 
di due centri fissi è lo studio del moto con una spinta costante nel 
campo d'attrazione di un solo centro. 

Si parla del moto di un punto materiale, sottoposto all’azione 
di un campo attrattivo newtoniano da parte di un centro fisso 
e a quella di una sola forza (« spinta »), costante in modulo e dire- 
zione. 

Questo problema si può considerare come caso limite di 
quello relativo a due centri d’attrazione fissi. Nel processo di 
passaggio al limite il secondo centro si allontana all'infinito nella 
direzione della forza di spinta (inoltre la sua massa deve crescere 
in modo tale da garantire una spinta costante, cioè proporzional- 
mente al quadrato dell’allontanamento). 

Il caso limite, che si ottiene dal problema dell’attrazione di 
due centri fissi, si integra esplicitamente (in funzioni ellittiche). 
Per convincersene basta effettuare il passaggio al limite o separare 
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direttamente le variabili nel problema del moto, in presenza di 
una spinta costante, nel campo attrattivo di un solo centro. 

Le coordinate, in cui si separano le variabili di questo pro- 
blema, si ottengono dalle coordinate ellittiche per passaggio al 
limite, quando uno dei centri si allontana all'infinito. Esse si 
chiamano coordinate paraboliche e sono espresse dalle formule 


u=r_- x, v=rt zx 


(la spinta è diretta lungo l’asse x). 

Si può trovare una descrizione delle traiettorie del moto, 
in presenza di una spinta costante (molte di esse sono piuttosto 
complicate), nel libro di V. V. Beletskij Saggi sul moto dei corpi 
celesti, « Nauka », M., 1972 (in russo). 

Come ulteriore esempio, prendiamo il problema delle geode- 
tiche su un ellissoide triassiale *. Qui sono utili le coordinate ellit- 
tiche di Jacobi À,, 4», 43, che sono le.tre radici dell'equazione 


2Î r5 l r3 2 , 
T — ll, A 
a, À T An LÀ Ag À 1 1 3A da 


con T). Ta,.T3 coordinate cartesiane. Non riporteremo calcoli per 
mostrare che le variabili sono separabili (si possono trovare, per 
esempio, in Lezioni di dinamica di Jacobi), ma soltanto il risul- 
tato: descriveremo il comportamento delle geodetiche. 

Le superfici À, = cost, 4, = cost, À, = cost sono superfici 
del secondo ordine, dette omofocali. Una di esse è un ellissoide, 
un’altra un iperboloide a una falda, la terza un iperboloide a due 
falde. L’ellissoide può degenerare nell'interno di un’ellisse, l’iper- 
boloide a una falda nell’esterno di un'’elrisse o nella regione di 
piano compresa tra i due rami di un'’iperbole, quello a due falde 
nella regione di piano esterna ai rami di un’iperbole o in un piano. 

Ammettiamo che l’ellissoide considerato sia uno degli ellis- 
soidi della famiglia con semiassi a >b >c. Ognuna delle tre 
ellissi x, = 0, x,= 0, z3 = 0 è una geodetica chiusa. Una 
gseodetica, che esce dai punti dell’ellisse maggiore (con semiassi 
a, b), in una direzione vicina a quella dell’ellisse (fig. 206), 
è tangente alternativamente alle due linee chiuse dell’intersezione 
dell’ellissoide con l’iperboloide a una falda della nostra famiglia 
À = cost 2. 

(Questa geodetica o è chiusa o riempie in modo ovunque denso 
la corona tra le linee d’intersezione. All’aumentare dell’inclina- 


1 Il problema delle geedetiche sull'ellissoide, e quello simile del biliar- 
do ellissoidale, hanno trovato applicazione in una serie di recenti lavori 
fisici, collegati ai dispositivi laser. 

2 Queste linee d'intersezione delle superfici omofocali sono anche linee 
di curvatura dell’ellissoide. 
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zione della geodetica, gli iperboloidi si avvicinano al dominio 
« interno » all’iperbole, che interseca il nostro ellissoide nei suoi 
quattro « punti di arrotondamento ». Nel caso limite otteniamo 
le geodetiche passanti per i punti di arrotondamento (fig. 207). 

interessante notare che tutte le geodetiche uscenti da un 
punto di arrotondamento, si riuniscono nuovamente nel punto 
opposto di arrotondamento ed hanno tutte la stessa lunghezza 
tra due punti di arrotondamento. Tuttavia, soltanto una di queste 


CIPE 
ol 5 


Fig. 206. Una geodetica sull'ellis- Fig. 207. Geodetiche uscenti dai 
soide triassiale. punti di arrotondamento. 


geodetiche è chiusa: si tratta dell’ellisse media con semiassi a, c. 
Se ci si sposta lungo una qualunque altra geodetica, che passi 
per un punto di arrotondamento, in un senso o nell'altro, ci si 
avvicina asintoticamente a questa ellisse. 

Infine, le geodetiche che intersecano l’ellisse maggiore in 
modo ancora più « ripido » (fig. 208) sono tangenti alternativa- 
mente alle linee d’intersezione 
del nostro ellissoide con l’'iper- 
boloide a due falde!. In gene- 
rale, esse sono ovunque dense 
nella corona delimitata da que- 
ste due linee. 

Tra queste geodetiche si di- 
stingue l’ellisse minore, di se- 
miassi b, c. 


Fig. 208. Geodetiche dell’ellissoi- «La principale difficoltà ,nel- 
de, tangenti all'iperboloide a due l’integrazione delle equazioni 
falde. differenziali date, consiste nell’in- 


troduzione di variabili comode, 
per la ricerca delle quali non esiste alcuna regola. Per tale motivo, 
dobbiamo seguire il cammino inverso e, dopo aver trovato una 
sostituzione notevole, cercare i problemi nei quali essa può essere 
applicata con successo » (J a c o b i, Lezioni di dinamica). 


1 Esse sono anche linee di curvatura. 
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Una tavola di problemi, che ammettono la separazione delle 
variabili in coordinate sferiche, ellittiche e paraboliche, si trova 
nel $ 48 del libro Meccanica di Landau e Lifsits (Editori Riuniti, 
1976). 


8 48. Funzioni generatrici 


In questo paragrafo si costruisce il sistema delle funzioni 
generatrici per trasformazioni canoniche non libere. 

A. La funzione generatrice S, (P, Q). Sia g: R?" + RP?" una 
trasformazione canonica, g (p, g)=(P, @Q). Per-definizione di 
trasformazione canonica, la 1-forma differenziale su R?”, 


pda —-PdQ=dS, 


è il differenziale totale di una funzione S(p, g). La trasforma- 
zione canonica è libera, se come 2n coordinate indipendenti si 
possono prendere gq, Q. In questo caso la funzione $S, espressa 
nelle coordinate g e @, si chiama funzione generatrice S, (q, 2). 
Nota questa sola funzione, si possono trovare tutte le 2n funzioni, 
che definiscono la trasformazione, con le relazioni 


0S:(q, 0S, (4, 
pf po 28000 (1) 


Tuttavia, solo una parte delle trasformazioni canoniche sono 
libere. Per esempio, nel caso della trasformazione identica, 
qe @=gq sono dipendenti. Dunque la trasformazione identica 
non può essere definita dalla funzione generatrice $, (4g, Q). 

Tuttavia, si può passare a una funzione generatrice di forma 
diversa per mezzo della trasformazione di Legendre. Per esempio, 
ammettiamo che si possano prendere, come coordinate locali 
in R?", P, q (cioè che sia diverso da zero il determinante 


det UP. _ det do). Allora abbiamo 
d(p. a) 0 p 


pda-PdQ=dS, pda +QdP=d(PQ+$). 


La quantità P@ + <S, espressa come funzione di (P, q), si 
chiama ugualmente funzione generatrice 


Ss(P, g)=PQ+S(p, 9). 
Per questa funzione troviamo 
_ 09S,(P. 9) ___ $S,(P, 9) 
| P=Ta Q:= <POI . (2) 
Inversamente, se $,(P, g) è una qualunque funzione, per la 


NIDO i 925, (P. 9) 
quale è diverso da zero il determinante det 97 IP r,, 4’ 
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in un intorno del punto (= a Pi ax do) si può risol- 
vere, rispetto a P, il primo gruppo delle equazioni (2), otte- 
nendo le funzioni P(P, 9) (dove P(Do, do) = Po). Dopo di che, 
il secondo gruppo delle equazioni (2) determina Q(®, 9), 
e l'applicazione (p, 9) + (P, Q) è canonica (dimostratelo!). 

Problema. Trovare la funzione generatrice S, per la 
trasformazione identica P= p, Q=gq. 

Risposta. Pq. 

Osservazione. La funzione generatrice S, (P, g) è 
comoda anche perché le formule (2) non hanno segni negativi 
e si possono facilmente ricordare, tenendo presente che la funzione 
generatrice della trasformazione identica è Pq. 

B. 2"-funzioni generatrici. Purtroppo, anche le variabili P, Q 
non possono essere prese sempre come coordinate locali. Tuttavia 
Si può sempre scegliere una certa collezione di n nuove coordinate 


Pi= (Pi, ««.. Pi 24=(0; Qin) 


in modo tale che, con Je vecchie coordinate gq, si ottengano 2n 
coordinate indipendenti. 

Qui (i, - .., ix) (Î10 - | -: În-®) è una partizione dell’in- 
sieme (1, ..., n) in due insiemi disgiunti: di tali partizioni ve 
ne sono in tutto 2”. 

Teorema. Sia g: R?" + R°" una trasformazione canonica, 
definita dalle funzioni P(p,9), Q(p.,q). In un intorno di ogni 
punto (Po, 90) si possono prendere, come coordinate indipendenti 
in R?", almeno una delle 2" collezioni di funzioni (Pi, Q, 9): 


0 (Pi, 2; 9) — 0 (Pi, 9) 
det 0(Pi, Py, 2) = det 0 (Pi, Pj) usa 


In un intorno di tale punto si può ricavare la trasformazione canonica 
g dalla funzione 


S: (Pi, Q,, 9)= (Pi, Q.)+ | pda— PdQ 


per mezzo delle relazioni 


D= Ga Qi=- i) P;= 0Q; (3) 
Inversamente, se S3 (Pi, Q;, q) è una funzione, per la quale 

z ; n ; ] dis 3 = . . 
è diverso da zero il determinante det 09 |r.. a. (R=P.,, 2), 


le relazioni (3) definiscono una trasformazione canonica in un intorno 


del punto Po, do- n 
La dimostrazione di questo teorema è pressoché identica 
a quella fatta sopra, nel caso particolare %X = n. Si deve solo 
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verificare che, per una delle 2" collezioni (P;, Q;, g) è diverso 
. . o) (Pi, Q;) 
da 0 il determinante det dpi P)) | 
Consideriamo il differenziale della nostra trasformazione g, 
nel punto (Po, go). Identificando con R?” gli spazi che gli sono 
tangenti, possiamo ritenere dg una trasformazione simplettica S: 
R?°° + R?".. 
Consideriamo in R?" il p-pianocoordinato P (fig. 209). Si tratta 
di un piaco nullo n-dimensionale, e anche la sua immagine SP 
è un piano nullo. Proiettiamo il piano SP 
s sul piano coordinato o = {(P;, g;)} paral- 
Na SP lelamente ai restanti assi coordinati, cioè 
nella direzione del piano coordinato nul- 


lo, n-dimensionale, o = {(p;, g;)}. Indi- 


T chiamo con 7: SP + o l’peratore di proie- 

o zione. 
cu. ò(Pi, 2;) | 
La condizione det PP) > 0 si- 


gnifica che 7S: P-+- 0 è non degenere. 

Fig. 209. Per la veri- L'operatore S è non degenere. Dunque, 
fica della non dege- affinché 7S sia non degenere, è necessario e 
nerazione. sufficiente che non sia degenere la proiezio- 

ne T: SP-— o. In altri termini, il piano 


nullo SP deve essere trasversale al piano nullo coordinato o. 
Ma abbiamo dimostrato al $ 41, che almeno uno dei 2" piani 
nulli coordinati è trasversale a SP. Dunque, uno dei nostri 2" 
determinanti è diverso da zero, c. v. d. 

Problema. Dimostrare che il sistema di 2" tipi di fun- 
zioni generatrici da noi introdotto è minimo: esistono trasforma- 
zioni canoniche, per le quali è diverso da zero soltanto uno dei 
2" determinanti!. 

C. Trasformazioni canoniche infinitesime. Consideriamo ora 
una trasformazione canonica, vicina a quella identica. La sua 
funzione generatrice si può prendere vicina alla funzione genera- 
trice dell'identità Pg. Si consideri la famiglia di trasformazioni 
canoniche g., dipendente in modo differenziabile dal parametro e, 
per le quali la funzione generatrice si scrive 


Pg +eS(P, 9; €); p=P+e5>, Q=a+e ti. (4) 


Si chiama trasformazione canonica infinitesima la classe di 
equivalenza delle famiglie g.; due famiglie g. e A, sono equiva- 
lenti, se differiscono per infinitesimi di ordine superiore al primo 
|ge-h.|=Q0(£°), e 0. 


1 Il numero di tipi di funzioni generatrici, nei vari manuali, oscilla 
da 4 a 4, 
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Teorema. Una trasformazione canonica infinitesima soddisfa 
le equazioni differenziali di Hamilton 


dP| _èaH 4Q __ èH 
de |Je=0 dq* de le=0 dp 


con l’hamiltoniana H (P, q)= S (pp, g, 0). 

Da dimostrazione si ottiene dalla ‘formula (4): P-- p per 
e > 

Corollario. Un gruppo a un parametro di trasformazioni dello 
spazio delle fasi R?" soddisfa le equazioni canoniche di Hamilton, 
se e soltanto se le trasformazioni sono canoniche. 

Per questo teorema la funzione di Hamilton # si chiama 
« funzione generatrice di una trasformazione canonica infinite- 
sima ». Notiamo che, a differenza delle 
funzioni generatrici S, la funzione H è una 
funzione di punto dello spazio delle fasi, 
legata in modo invariante con la trasfor- 
mazione. 

La funzione H ha un semplice signifi- 
cato geometrico. Siano x e y due punti di 
R°" (fig. 210), y una curva passante per 
Fig. 210. Significato @SSi, dy = y — x. Consideriamo le trasla- 
geometrico della fun- zioni della curva y per le trasformazioni 
zione di Hamilton. g.y), 0 < t<e. Esse formano una striscia 

o (e). Consideriamo l’integrale della for- 
ma © = Y dp; /\ da, sulla 2-catena o, do = ger— Yv+ 
+ gyY — BT. 

Problema. Dimostrare che 


lim — | \ = H (y) — H (x) 


E-0 o (e) 


esiste e non dipende dall’elemento rappresentativo della classe ge. 
Da questo risultato otteniamo ancora una volta il già noto 
Corollario. Sotto una trasformazione canonica, le equazioni 
canoniche e la grandezza della funzione di Hamilton rimangono 
invariate. 
In effetti, noi abbiamo calcolato l’incremento della funzione 
di Hamilton, utilizzando soltanto una trasformazione canonica 
infinitesima e la struttura simplettica di R°", cioè la forma @?. 
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X. Introduzione alla teoria delle perturbazioni 


La teoria delle perturbazioni è una utilissima raccolta di 
metodi, adatti ad approssimare la soluzione di problemi « pertur- 
bati », vicini a quelli « non perturbati », risolti esattamente. 
E facile giustificare questi metodi, limitatamente allo studio di 
moti su un intervallo di tempo corto. Invece è stata studiata po- 
chissimo la credibilità delle conclusioni della teoria delle pertur= 
bazioni nel caso di moti su intervalli di tempo lunghi o infiniti. 

Vedremo che in molti problemi integrabili « non perturbati » 
il moto risulta essere quasi periodico. Per lo studio del moto sono 
utili, sia nel problema non perturbato, sia specialmente in quello 
perturbato, delle coordinate simplettiche particolari: le variabili 
« azione-angolo ». In conclusione dimostreremo il teorema, che 
giustifica la teoria delle perturbazioni di sistemi a una sola fre- 
quenza, e dimostreremo inoltre l’invarianza adiabatica della 
variabile azione in tali sistemi. 


$ 49. Sistemi integrabili 


Per integrare un sistema di 2r equazioni differenziali ordi- 
narie, si devono conoscere 2r integrali primi. Tuttavia in molti 
casi, se il sistema di equazioni differenziali è canonico, risulta 
sufficiente la conoscenza di soli n integrali primi. Ognuno di essi 
permette di abbassare l’ordine di un sistema non di una, ma di 
due unità. 

A. Teorema di Liouville sui sistemi integrabili. Ricordiamo 
che condizione necessaria e sufficiente affinché la funzione 
sia un integrale primo di un sistema con funzione di Hamilton 
H è che la parentesi di Poisson 


(H, F}=0 
sia identicamente nulla. 
Definizione. Due funzioni Z,, F, definite su una 


varietà simplettica si trovano in involuzione, se la loro parentesi 
di Poisson è uguale a zero. 
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Liouville dimostrò che, se in un sistema angradi di libertà 
(cioè con uno spazio delle fasi 2n-dimensionale) sono noti n integrali 
primi indipendenti in involuzione, il sistema è integrabile per 
quadrature. 

Ecco la formulazione esatta di questo teorema. 

Supponiamo che su una varietà simplettica 2n-dimensionale 


siano definite n funzioni in involuzione 
Fi... Fn, (Fi F)j=0, i, j=1,2,...,n. 
Consideriamo l'insieme di livello delle funzioni F; 


M; = {x: Fi; (x) = fi, = 1, ‘+ 09 n). 


Supponiamo che su M; le n funzioni F; siano indipendenti (cioè 
che le n 1-forme dF; siano linearmente indipendenti in ogni punto 
di M;). 

Allora, 

1) M; è una varietà regolare invariante rispetto al flusso di 
fase con funzione di Hamilton H = F,. 

2) Se la varietà M. è compatta e connessa, essa è diffeo- 
morfa al toro n-dimensionale 


T" = {(p,, -. ., Pn) mod 2a). 


3) Il flusso di fase con funzione di Hamilton H determina su 
My, un moto quasi periodico, cioè in coordinate angolari @ = (P,, . .. 


- <> Pn) 


4) Le equazioni canoniche con funzione di Hamilton H si 
integrano per quadrature. 

Prima di dimostrare questo teorema, enunciamo alcuni dei 
suoi corollari. 

Corollario 1. Se inun sistema canonicocon due gradi di libertà 
si conosce un integrale primo F, che non dipende dalla funzione di 
Hamilton H, allora il sistema si integra per quadrature; la sotto- 
varietà bidimensionale, compatta e connessa, dello spazio delle fasi, 
H = h, F = f, è un toro invariante ed il moto su di esso è quasi 
periodico. 

Effettivamente F ed H si trovano in involuzione, poiché F 
è un integrale primo del sistema con funzione di Hamilton HM. 

Come esempio di sistema con tre gradi di libertà conside- 
riamo una trottola lagrangiana simmetrica pesante, vincolata in 
un punto dell'asse. Qui sono subito evidenti tre integrali primi 
H, M,, M,. Si verifica facilmente che gli integrali M, e M, 
si trovano in involuzione. Inoltre la varietà 7 = A è compatta 
nello spazio delle fasi, Dunque, senza alcun calcolo. possiamo 
subito affermare che, per la maggior parte delle condizioni ini- 
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ziali *, il moto della trottola è quasi periodico: le traiettorie di 
fase riempiono in modo ovunque denso i tori tridimensionali H = 
= cr, M,= ca, Mg = c3. Le corrispondenti frequenze sono chia- 
mate frequenza di rotazione propria, di precessione e di nutazione. 

Altri esempi si ottengono dalla seguente osservazione: se 
un sistema canonico si integra con il metodo di Jacobi — Hamilton, 
allora ha n ‘integrali primi in involuzione. 

In effetti, il metodo consiste in una trasformazione canonica 
(P, q) + (P, 2) tale che le P; siano integrali primi. Ma le fun- 
zioni P;, P; si trovano evidentemente in involuzione. 

In particolare, quanto detto si applica al problema dell’at- 
trazione da parte di due centri fissi. È facile moltiplicare il 
numero degli esempi; in pratica il teorema di Liouville formulato 
sopra include tutti i problemi della dinamica integrati fino ad oggi. 

B. Inizio della dimostrazione del teorema di Liouville. Pas- 
siamo ora alla dimostrazione del teorema. Consideriamo l’insieme 
di livello degli integrali 


My = {x: Fi=f i=1,..., n}. 
Per ipotesi le n 1-forme df; sono linearmente indipendenti in 
ogni punto di M;,. Conseguentemente, per il teorema della fun- 
zione implicita, My, è una sottovarietà n-dimensionale dello 
spazio delle fasi 2n-dimensionale. 

Lemma 1. Sulla varietà n-dimensionale ‘M; esistono n campi 
vettoriali tangenti, che a due a due commutano e sono linearmente 
indipendenti in ogni punto. 

Dimostraz io ne. La struttura simplettica dello spazio delle 
fasi definisce l’operatore /, che trasforma le 1-forme in campi 
vettoriali. Tale operatore / trasforma la 1-forma dF; nel campo 
I dF; della velocità di fase del sistema con funzione di Hamilton 
F;. Mostriamo che gli n campi I dF; sono tangenti a M,, com- 
mutano e sono indipendenti. 

In effetti dall’indipendenza dei dF; e dalla non degenerazione 
dell’isomorfismo / segue l’indipendenza degli / dF; in ogni 
punto di M,. I campi / dF; commutano a due a due, dato che 
le parentesi di Poisson delle loro funzioni di Hamilton (f;, F;)= 
= 0. Per lo stesso motivo, la derivata della funzione /, nella 
direzione del campo / df; è uguale a zero per qualsiasi i, j = 
= 1, ..., n. Dunque i campi / dF; sono tangenti a M; ed il 
lemma 4 è dimostrato. 

Osserviamo che quanto dimostrato è persino più generale 
del lemma 1: 

1') La varietà My; è invariante rispetto a ciascuno degli n flussi 
di fase commutanti gi con funzioni di Hamilton F;; gig; = 8581. 


1 Fanno eccezione gli insiemi singolari di livello degli integrali, dove 
non sussiste l'indipendenza. 
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1") La varietà M, è nulla (cioè la 2-forma w* si riduce a zero 
su TM; lx). 

In effetti gli n vettori / dF, |. sono, a due a due, antiortogo- 
nali ((F;, F;)= 0) e formano una base nel piano tangente alla 
varietà M, nel punto x. 

C. Varietà, su cui agisce transitivamente i gruppo di R”. 
Ci serviremo ora della seguente proposizione topologica. 

Lemma 2. Supponiamo che M" sia una varietà differenziabile, 
compatta e connessa, di dimensione n, sulla quale sono definiti n 
campi vettoriali, a due a due commutanti e linearmente indipendenti 
in ogni punto di M". Allora la varietà M" è diffeomorfa a un toro 
n-dimensionale. 

Dimostrazione. Indichiamo con gi, i=1, ..., n, 
i gruppi a un parametro di diffeomorfismi di MM, corrispondenti 
agli n campi vettoriali dati. Poiché i campi commutano, i grup- 
pi gi, gs commutano. Quindi possiamo definire l’azione g di un 


gruppo commutativo di R” = {t} sulla varietà MM, ponendo 
gti M-+M, g'=ghn... gin(t=(t,,...,tn)€ER°). 
È evidente che gt+* = g'g9VWt, 8CR”. Fissiamo il punto 20€ M. 
Si può allora definire l’applicazione 
g: R°-+-M, g(t)=g'x 


(si deve far muovere il punto 7, per un tempo t; sulla traiettoria 
del primo flusso, per un tempo t, su quella del secondo flusso, ecc.). 

Problema 1. Dimostrare che l'applicazione g (fig. 211) di 
un intorno sufficientemente piccolo V del punto O E R" definisce 


R" M 
U 
n dl 
I 


Fig. 211. Per il problema 1. Fig. 2412. Per il problema 2. 


una carta dell’intorno del punto x: ogni punto x, € M ha un in- 
torno U, € €EUC M, tale che g è un diffeomorfismo di V su U. 

Suggerimento. Applicare il teorema della funzione 
implicita e utilizzare l’indipendenza lineare dei campi nel punto zo. 

Problema 2. Dimostrare che g: R" + MW è un’applica- 
zione su. 

Suggerimento. Congiungete un punto x € M col pun- 
to x, con una curva (fig. 212), ricoprite la curva con un numero fi- 
nito di intorni U del problema precedente e definite £ come somma 
delle traslazioni £;, corrispondenti ai vari tratti della curva. 
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Notiamo che l’applicazione g: R" + M" non può essere biu- 
nivoca, poiché M" è compatto ed R” no. Studiamo l'insieme delle 
controimmagini del punto x, EM”. 

Definizione. Si chiama gruppo stazionario del punto xo 
l'insieme T dei punti t € R”, per i quali g°'z, = Zo- 

Problema 3. Dimostrare che I' è un sottogruppo di R", 
che non dipende dal punto xo. 

Soluzione. Se g°z0 = ro, 89% = x allora 


__ — -_ _ 1 t — 
g*t'ro= g*g'x0= g*r0= to, E7'r0=87'g'r0= To 


Dunque T è ‘un sottogruppo di R”. Se x=g*fo, tel, allora 
p'a=g'tra=g"g'ro=g"10=%. 

Dunque il gruppo stazionario r è un sottogruppo di R" 
interamente definito, indipendente dal punto x,. In particolare 
appartiene evidentemente a T il punto t = 0. 

Problema 4. Dimostrare che, in un intorno sufficiente- 
mente piccolo V del punto t = 0 in R”, non esistono altri punti del 
gruppo stazionario T, oltre al punto t = 0. 


® a 


V 


Fig. 213. Per il problema 5. Fig. 214. Sottogruppo discreto del 
piano. 


Suggerimento. L'applicazione gi: V+U è diffeo- 
morfa. 

Problema ». Dimostrare che, nell’intorno t +V (fig. 213) 
di un punto qualunque t € T — Rî, non vi sono punti del gruppo 
stazionario I diversi dal punto t. 

Dunque i punti del sottogruppo stazionario I sono posti in R” 
in modo discreto. Sottogruppi di questo tipo si chiamano sottogruppi 
discreti. 

Esempio. Siano e,, ..., egk vettori linearmente indi- 
pendenti in R”, 0O<k<n. L'insieme di tutte le loro combina- 
zioni lineari a coefficienti interi (fig. 214) 


mief +...+mye,, mEZ=(...-2, 1,0, 1, . .) 


forma un sottogruppo discreto in R"”. Per esempio, l’insieme di 
tutti i punti a coordinate intere sul piano è un sottogruppo discreto 
del piano. 
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D. Sottogruppi discreti in R". Ci serviremo ora della seguente 
proprietà algebrica: l'esempio citato esaurisce tutti i sottogruppi 
discreti in R”. Più precisamente, si dimostrerà il 

Lemma 3. Sia T un sottogruppo discreto di R". Esistono 
allora k vettori indipendenti linearmente (0% k & n) e), ..., en € 
€ I tali che I è l’insieme di tutte le loro combinazioni lineari a coef- 
ficienti interi. 

Dimostrazione. Considereremo R” dotato di una 
struttura euclidea. Abbiamo sempre O € T. SeT = {0}, il lemma è 
dimostrato. Altrimenti esiste un punto e) ET, er£ O (fig. 215). 
Consideriamo la retta Re,. Mostriamo che su questa retta esiste 


Fig. 215. La dimostrazione del Fig. 216. Per il problema 7. 
lemma :sui sottogruppi discreti. 


il punto e,, che è il piùjvicino ad O. Ineffetti, nella sfera di raggio 
| eo |, con centro in O, vi è solo un numero finito di punti di T 
(come abbiamo visto sopra, ogni punto di IT ha un intorno di gran- 
dezza standard V, che non contiene altri punti di T). 

Il più vicino a O dei punti in numero finito di tale sfera, che 
giacciono sulla retta Re,, sarà il punto di I più vicino a O sul- 
l’intera retta. 

Sulla retta Re, appartengono a T i multipli interi di e, 
(me,, m E Z) e non altri. In effetti, i punti me, dividono la retta 
in varti di lunghezza |e, |. Se in una di queste parti (me,, 
(m -+- 1) e;) fosse contenuto il punto e € T, il punto e — me, ET 
sarebbe più vicino ad Q di e,. 

Se T non ha punti esterni alla retta Re,, il lemma è dimostrato. 
Ammettiamo che esista un punto e € T, e € Re;. Mostriamo che 
esiste un punto e, € T, che è il più vicino alla retta Re; (questo 
punto non appartiene alla retta). Proiettiamo e ortogonalmente 
sulla retta Re,. La proiezione giace interamente in un segmento 
A = f{Xe;}, m<A<mt+ 1. Consideriamo il cilindro circolare 
retto di asse A e raggio uguale alla distanza tra A ed e. In questo 
cilindro è contenuto un numero finito (non nullo) di punti di I. 

Sia e, il più. vicino, tra questi punti, all'asse Re,, che non 
giace sull'asse. 

Problema 6. Dimostrare che la distanza tra qualsiasi 
punto del gruppo IT, non situato sull’asse Re,, e questo asse non 
è inferiore alla distanza tra il punto e, e l’asse Re,. 
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Su ggerimento. Con una traslazione me, si può portare 
la proiezione sull’asse nel segmento A. 

Le combinazioni lineari a coefficienti interi di er. ed e, 
formano un reticolo nel piano Re, + Re,. . 

. Problema 7. Dimostrare che, sul piano Re, 4 Re,, 
non vi sono altri punti del sottogruppo I, a parte quelli ottenuti 
con le combinazioni lineari intere di e; ed ea. 

Suggerimento. Dividete il piano in parallelogrammi 
(fig. 216) A = {Mex + %aea}, Mi < Ma &mi+1. Se fosse e € 
CA, e # me, + meg, allora il punto e — me, — m.€, sarebbe 
più vicino a Re; di e,. 

Se I° non possiede punti esterni al piano Re, + Re,, il 
lomma è dimostrato. Ammettiamo che esista un punto e ET, 
vsterno a tale piano. Allora esiste un punto es € T, che è il più 
vicino al piano Re, + Rey; i punti m;e; + me, + msez esauri- 
scono I° nello spazio tridimensionale Re, +Re, + Re;. Se esi- 
stono punti di I esterni a questo spazio tridimensionale, prendiamo 
il punto più vicino ad esso e così via fino ad esaurire T'. 

Problema 8. Dimostrate che esiste sempre il punto più 
vicino. 

Suggerimento. Prendere il più vicino del numero 
finito di punti del «cilindro » corrispondente. 

Osserviamo che tutti i vettori ottenuti e,, e,, €3... Sono 
linearmente indipendenti. Poiché appartengono tutti a R”, il 
loro numero £ non può essere maggiore di n. 

Problema 9. Mostrate che T è esaurito dalle combina- 
zioni lineari a coefficienti interi di e, ..., @x. 

Suggerimento. Suddividere il piano Re, +-...+ 
+ Re, in parallelepipedi A e mostrare che in nessuno di essi vi 
possono essere punti di T. Se esiste un punto e, € I' esternamente 
al piano Re, +... + Rex, la costruzione non è terminata. 

Abbiamo così dimostrato il lemma 3. 

Ora non è difficile dimostrare il lemma 2: la varietà My; è dif- 
feomorfa a un toro 7". 

Consideriamo il prodotto diretto di % circonferenze e n — k 
rette: 


Tx R"*={(P1,..., Pai Yu i-eè Yn-k)}} god 2a, 
e l’applicazione naturale p: R”-»7* x R"-* 
P(@, Y) = (9 mod 2a, y). 


I punti f,, ...,.f1 ER” (fi ha coordinate p;, = 2a, p;=0, 
y = 0) per questa applicazione hanno come immagine lo 0. 
Supponiamo che e,, ..., eg €eITc R" siano generatrici del 
gruppo stazionario I° (vedere lemma 3). Applichiamo lo spazio 
lineare R” = {(@, y)} sullo spazio R” = {#}, in modo tale che 
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i vettori f; abbiano come immagine i vettori e;. Sia A: R”" + R” 
un tale isomorfismo. 
Osserviamo ora che R” = {(g, y)} fornisce le carte di 7* x 
x R"-* mentre R” = {t} le carte della nostra varietà My. 
Problema 10. Dimostrare che l'applicazione delle carte 


A: R" + R” definisce un diffeomorfismo A: T* x R"-* + My, 
A 
R"= {(@, y)} > R"= {t} 


P| Je 


mxR® im, 


Ma poiché, per ipotesi, la varietà M, è compatta, k = n 
e M; è un toro n-dimensionale. Il lemma 2 è dimostrato. 

In forza del lemma 1 sono dimostrate le prime due afferma- 
zioni del teorema di Liouville. 

Nello stesso tempo abbiamo costruito su My le coordinate 
angolari @,, . .., Pr mod 2a. 

Problema 11. Mostrare che sotto l’azione del flusso di 
fase con funzione di Hamilton H le coordinate angolari © variano 
uniformemente: 


Pi=0; Qi;=@1(f); P(1)=P(0) +0. 


In altri termini, il moto sul toro invariante M; è quasi periodico. 
Suggerimento. p= At. 


$ 50. Variabili azione-angolo 


Si mostrerà in questo paragrafo che, nelle condizioni del 
teorema di Liouville, si possono scegliere delle coordinate sim- 
plettiche (/, ) tali, che gli integrali primi F dipendono soltanto 
da T, mentre @ sono delle coordinate angolari sul toro My. 

A. Descrizione delle variabili azione-angolo. Nel $ 49 ab- 
biamo studiato soltanto la varietà compatta connessa di livello 
degli integrali M; = {x: F(x)=f)}; è risultato che M, è ‘un 
toro n-dimensionale, invariante rispetto al flusso di fase. Abbiamo 
scelto delle coordinate angolari su M;, @; tali, che il flusso di 
fase con funzione di Hamilton H = È, prenda la forma particolar- 
mente semplice 


TFT =o0(f), g()=9(0)+0t. 


Consideriamo ora un intorno della varietà r-dimensionale M, 
nello spazio delle fasi 2r-dimensionale. 

‘Problema. Dimostrate che la varietà M; ha un intorno 
diffeomorfo al prodotto diretto di un toro n-dimensionale T" per 
una sfera D" di uno spazio euclideo n-dimensionale. 


274 


Suggerimento. Prendere come coordinate le funzioni 
Fi e gli angoli g, costruiti sopra. Per l’indipendenza lineare dei 
dF,, le funzioni F, e g; (i = 1, ..., n) forniscono un diffeomor- 
fismo di un intorno di My, sul prodotto diretto T" x D". 
Nelle coordinate (F, ) introdotte, il flusso di fase con fun- 
zione di Hamilton H = FF, si scrive nella forma particolarmente 
semplice di un sistema di 2n equazioni differenziali ordinarie 
dF _ de _ 
==0 #3 ®(P) (1) 
che si integra subito: F (t) = F (0), p(t)=@P(0)+@®(F(0))t. 
Dunque, per integrare esplicitamente il sistema canonico 
iniziale di equazioni differenziali, è sufficiente trovare esplicita- 
mente le variabili g. Si può fare ciò utilizzando solo delle quadra- 
ture. Tale costruzione delle variabili g è fatta in seguito. 
Osserviamo che le variabili (F, @) non sono, in generale, 
delle coordinate simplettiche. Ma risultano esistere delle fun- 
zioni di F, che indicheremo con T= IT(F), /= (7. ..., In) 
tali che le variabili (7, @) sono coordinate simplettiche: la strut- 
tura simplettica iniziale 0? si esprime in queste coordinate secondo 
la formula nota 


o2= SV dI, \ der. 


Le variabili / si chiamano variabili d’azione * e con le variabili 
angolari @ formano, in un intorno della varietà M,, un sistema 
di coordinate canoniche azione-angolo. 

Le grandezze /; sono integrali primi del sistema con funzione 
di Hamilton H = F,, in quanto funzioni degli integrali primi Z,. 
A loro volta le variabili F, possono éèssere espresse attraverso le 
I e, in particolare, H = F, = HZ (71). Nelle variabili azione-ango- 
lo le equazioni differenziali del nostro flusso (1) hanno la forma 


SI 20, Le 001). (2) 


Problema. La funzione ©(I) nella (2) può essere arbi- 
traria? 

Soluzione. Nelle variabili (7, @) le equazioni del 
flusso (2) hanno forma canonica, con funzione di Hamilton Z (/). 
Conseguentemente, ©(/) = 0H/0I; dunque se il numero dei gradi 
di libertà è "n =2, le funzioni ®© (7) non sono arbitrarie, ma verifi- 
cano la condizione di simmetria d0;/0/; = d0;/dI. 

Le variabili azione-angolo sono particolarmente importanti 
per la teoria. delle perturbazioni; nel $ 52 si indica il loro uso 
nella teoria degli invarianti adiabatici. 

B. Costruzione delle variabili azione-angolo nel caso di un 
solo grado di libertà. Un sistema a un grado di libertà è definito 
sul piano delle fasi (p, g) dalla hamiltoniana 7 (p, 9). 


1 È facile controllare che Y ha le dimensioni di un'azione. 
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Esempio 41. L’oscillatore armonico 7 = + p° +3 g? o, in 
generale, / = 4 a*p? +4 b2q?. 


Esempio 2. Il pendolo matematico H = LI p° — cos q. 


In entrambi i casi si hanno delle curve chiuse compatte My, 
(H = h), esiamo nelle condizioni del teorema del $ 49, pern = 1. 

Per costruire le variabili azione-angolo, cercheremo una tra- 
sformazione canonica (p, 9) + (7, @), che soddisfi le due condi- 
zioni 


4) I=I(h), 2) $ dp=22. (3) 


Problema. Trovarele variabili a.ione-angolo nel caso di 
un semplice oscillatore armonico H = > p° + + q°. 
Soluzione. Se r, psono coordinate polari, allora dp /\ 
2 2 
A dg=rdr \ dg=d5- \\ do. Dunque /=H = 2 st, 
Nel caso generale, per costruire la trasformazione canonica 
p,q-»I, @ cercheremo la sua funzione generatrice S (/, g): 
9S (I, 9) ds (I, 9) . dS (I, 9) 
= Ed, gp E098; A(ELQ, 9) eh. (4) 
Supponiamo dapprima che la funzione È (/) sia nota e inverti- 
bile, cosicché ogni curva My, sia definita dal valore di / (M, = 
= Muy). Allora, per un valore fissato di /, otteniamo dalla (4) 


ds | I=cost = p dq. 


Tale relazione definisce completamente la 1-forma differenziale 
d$S sulla My 

Integrando questa 1-forma lungo la curva My, otteniamo 
(nell’intorno di un punto go) la funzione 


q 
S (I, a)= | p dq. 


do 


Questa funzione sarà proprio la funzione generatrice della 
trasformazione (4) nell'intorno del punto (/, go). La prima delle 
condizioni (3) è soddisfatta automaticamente: / = / (h). Per 
soddisfare la seconda condizione, consideriamo il comportamento 
di S(/, q) «in grande». 

Per un giro completo della curva chiusa My, l'integrale 
di pdq ha un incremento 


AS(I)= È pdaq, 


MW) 
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pari all'area II, delimitata dalla curva My. Perciò la funzione S 
è una « funzione plurivoca » sulla curva Mn; essa è definita 
a meno di un multiplo intero di II. Questo termine non influisce 


sulla derivata 28 (1,9). tuttavia esso causa la plurivocità di 
p = 0S/0I. Questa derivata risulta definita a meno di un termine 
multiplo di 7 AS (I). Più precisamente, le formule (4) definiscono 
la 1-forma de sulla curva My © l'integrale di questa forma lungo 
la curva in questione è uguale a + T AS (I). 

Affinché sia soddisfatta la seconda delle condizioni (3), 
cioè $ dp=2k, è necessario che 


My 
d AS __I 
ar SS ()=2n 13%: 


dove II= $ p dg è l’area delimitata dalla curva di fase A =h. 
Definizione. Si chiama variabile' d'azione, nel pro- 
blema unidimensionale con hamiltoniana 7 (p, 9g), la grandezza 


I (h)=-Il (#). 
Infine giungiamo alla seguente conclusione. Sia, dIl/dh =£ 0. 
È definita allora la funzione È (/) inversa di I (h). 


Teorema. Poniamo S (I, q) = Pda \H=h1. Allora le; for- 


mule (4) definiscono una trasformazione canonica p,q-+ I, ©, che 
soddisfa le condizioni (3). 

Abbiamo così costruito le variabili azione-angolo nel caso 
unidimensionale. 

Problema. Trovare S ed / per l’oscillatore armonico. 


Risposta. Se H =} a?p" +3 629? (fig. 217), allora My, 
y2h V2h 21th 25th 


è un’ellisse, che delimita l’area II(f)=n-— <= = TG: 


Dunque, per l'oscillatore armonico la variabile d'azione è il rapporto 
tra energia e frequenza. Naturalmente, la variabile angolere © 
è la fase delle oscillazioni. 

Problema. Dimostrare che il periodo T del moto sulla 
curva chiusa H = h sul piano delle fasi p, q è uguale alla derivata 
rispetto ad h dell’area delimitata da questa curva: 
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Soluzione. Nelle variabili azione-angolo le equazioni 

del moto (2) danno 
°_3H (dl dIl 
o=7=(#) =2() m=S= 
C. Costruzione delle variabili azione-angolo in R?". Passiamo 
ora a un sistema conn gradi di liber- 
VZi tà, definito in R?" = {(p, g)} dalla 


funzione di Hamilton H (p, g), e con 
C-- - n integrali primi in involuzione F,= 


= H, F.,..., Fn. Non ripeteremo 
€ 


i ragionamenti, che ci hanno condot- 
to alla scelta 2n/ = $ pdq nel caso 


. o. unidimensionale e definiremo subito 
Fig. 217. Variabile d'azione n variabili d'azione /. 
per l'oscillatore armonico. Siano Y,, - --, Yn dei cicli di ba- 
se unidimensionali del toro M7,(l'in- 
cremento della coordinata g; sul ciclo y; è uguale a 2 se i=}, 
e a 0, se i j). Poniamo 


1 
I(1)=-z | pda. (5) 
Vi 
Problema. Dimostrare che questo integrale non dipende 
dalla scelta della curva yi, che rappresenta il ciclo di base (fig. 218). 


Fig. 218. Indipendenza della va- Fig. 219. Indipendenza del cammi- 
ile d’azione dalla scelta della no dell’integrale pdq su M,. 
curva |d’integrazione. 


Suggerimento. Nel paragrafo 49 si è mostrato che 
sulla varietà M, la 2-forma 0? = Y dp; /\ dqi è uguale a zero. 
In base alla formula di Stokes 


$e@ pda= | | dp A da=0, 
vv o 


dove do = y — y.. 
Definizione. Le n grandezze 7;(f), definite dalle 


formule (5), si chiamano variabili d'azione. 
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Supponiamo ora che, per dei dati valori f, degli n integrali F,, 


le n grandezze /, siano indipendenti: det S7-| 350. Allora, nel- 
l'intorno del toro M,, si possono prendere come coordinate /, @. 


Teorema. La trasformazione p, q+ I, @ è canonica, cioè 
Y dpi A dqi= X dI \ dei. 


Tracciamo la dimostrazione di questo teorema. Consideriamo 
su My; la 41-forma differenziale p dg. Poiché la varietà M, è nulla 
($ 49), questa 1-forma è chiusa su M,: la sua derivata esterna 
w* = dp /\ dq sulla varietà M, è identicamente nulla. Dunque 
(fig. 219) 


s=| pda], 


Xe 


non cambia in seguito a una deformazione del cammino d'’integra- 
zione (formula di Stokes). Dunque $ (x) è « una funzione pluri- 
voca » su /M;; i suoi periodi sono uguali a 


A;S= $ dS=2anl;. 
Vi 


Sia ora 7, un punto di .{,., nell'intorno del quale n variabili q 
fungono da coordinate su M,, cosicché la sottovarietà M, c R?" 
è definita da n equazioni della forma p = p(/, q), g (co) = do 
In un intorno semplicemente connesso del punto q, è definita la 
funzione univoca 


che noi possiamo prendere come funzione generatrice della 
trasformazione canonica p, q+I, @: 


__ 0S 9S 
Pan ar: 


E facile verificare che queste formule in effetti definiscono una 
trasformazione canonica, non soltanto nell’intorno del punto con- 
siderato, ma anche « in grande » nell’intorno di M,. Inoltre le 
coordinate @ saranno plurivoche di periodi 
ds ò o) 
Aig; = Aigt; = CLri AS NOTI 2r1; = 2n8;; 
c.v.d. 

Osserviamo ora che tutte le nostre operazioni contengono 
solo operazioni « algebriche » (inversione di funzioni) e una « qua- 
dratura », il calcolo dell’integrale di una funzione nota. Perciò 
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il problema dell’integrazione di un sistema canonico di 2r equa- 
zioni, di cui si conoscono n integrali primi in involuzione, si 
risolve per quadrature, il che dimostra anche l’ultima afferma- 
zione del teorema di Liouville ($ 49). 

Osservazione 1. Già nel caso unidimensionale le 
variabili azione-angolo 7, non sono definite univocamente dalle 
condizioni (3). Cioè, come variabile d’azione si sarebbe potuta 
prendere /’' = / + cost e come variabile angolare p’ = gp + c (I ). 

Osservazione 2. Abbiamo costruito le variabili azio- 
ne-angolo per un sistema che ha come spazio delle fasi R?”. 


C. 


Fig. 220. Variabili azione-angolo su una varietà simplettica. 


Si sarebbero potute introdurre le variabili azione-angolo anche per 
un sistema dato su una qualunque varietà simplettica. Ci limite- 
remo qui a un semplice esempio (fig. 220). 

E naturale prendere come spazio delle fasi del pendolo (A = 


= 5 p? — cos a) non il piano {(p, 9)}, ma la superficie del cilin- 


dro R*' x S!, che si ottiene identificando gli angoli g, che diffe- 
riscono di multipli interi di 2x. 

Le linee di livello critiche 7 = +1 dividono il cilindro in 
tre regioni A, B, C, ognuna delle quali è diffeomorfa al prodotto 
diretto R! x (S!. In ogni regione si possono introdurre le variabili 
azione-angolo. 

Nella regione limitata (2) le traiettorie chiuse rappresen- 
tano l'oscillazione del pendolo, nelle regioni non limitate, le rota- 
zioni. 

Osservazione 3. Anche nel caso generale, come nel- 
l'esempio portato, le equazioni F; = f;, per certi valori di f,, 
cessano di essere indipendenti, ed M; non è più una varietà. A tali 
valori critici di f corrispondono delle separatrici, che dividono lo 
spazio delle fasi del problema da integrare in regioni, simili 
alle regioni A, B, C dell’esempio precedente. In alcune di queste 
regioni le varietà MM, possono essere illimitate (regioni A e C 
sul piano{(p, g)}); le altre si decompongono in tori invarianti n-di- 
mensionali M;; nell'intorno di un tale toro si possono introdurre 
le variabili azione-angolo. 
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$ 51. Media 


In questo paragrafo si dimostra che, in sistemi che compiono 
un moto quasi periodico, le medie temporali e spaziali coincidono. 
A. Moti quasi periodici. Abbiamo incontrato spesso nei 
paragrafi precedenti, il moto quasi periodico: le figure di Lis- 
sajou, le precessioni, le nutazioni, la rotazione della trottola, ecc. 
Definizione. Siano 7” un toro n-dimensionale, g = 
= (1, - . ., Pn) mod 2x delle coordinate angolari. Si chiama moto 
quasi periodico un gruppo a un parametro 
di diffeomorfismi 7” + 7", definito dalle 7. 
equazioni differenziali (fig. 221) 


I 27 7 

Q = 0, 0= (0, - . 3 O) = cost. 
Queste equazioni differenziali si inte» : 
grano subito: 

0 
e (1) = (0) + ot. 2a 

Perciò, sulla carta {}, le traiettorie sono Fig. 221. Moto quasi pe- 
delle rette. La traiettoria sul toro si chia- riodico. 


ma elica del toro. 

Esempio. Sia n=2. Se 0/50, = ky/ko, le traiettorie 
sono chiuse; se ©w,/w, è irrazionale, le traiettorie sono ovunque 
dense sul toro (vedere il $ 16). 

Le quantità ©,, ..., ©, si chiamano frequenze del moto 
quasi periodico. Le frequenze si dicono indipendenti, quando sono 
linearmente indipendenti sul campo dei numeri razionali: se 
kKEZ"! e (k, 0) =0, allora K=0. 

B. Media temporale e spaziale. Supponiamo che f (@) sia 
una funzione integrabile sul toro 7”. 

Definizione. Si chiama media spaziale della funzione f 
sul toro 7" il numero 


21 23 
=" {L.. | f(9) dpL... den. 
0 0 


Consideriamo il valore della funzione f(@) sulla traiettoria 
e (1) = @, + @t. Si tratta di una funzione del tempo f (p, + @t). 


Consideriamo la sua media. 
Definizione. Si chiama media temporale della fun- 


zione f sul toro 7” la funzione 
T 


f" (go) =lim + Îf (Po +0t) di 


(definita là dove il limite esiste). 
1 k = (Ki, 000 y kn) con ki interi, 
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Teorema della media. La melia temporale esiste ovunque 
e coincide con quella spaziale, se la funzione f è continua (o almeno 
integrabile secondo Riemann) e le frequenze ©, sono indipendenti. 

Problema. Mostrare che, se le frequenze sono dipendenti, 
la media temporale non può coincidere ovunque con quella spa- 
ziale. 

Corollario 1. Se le frequenze sono indipendenti, ogni traietto- 
ria { (t)} è ovunque densa sul toro T". 

Dimostrazione. Supponiamo il contrario. Allora 
nell’intorno D di qualche punto del toro, non vi sono punti della 
traiettoria @ (t). E facile costruire una funzione continua f, uguale 


a zero fuori di D e con media spaziale f = 1. La media temporale 
f* (o) sulla traiettoria (i) è uguale a 0 # 1. Poiché ciò contrad- 
dice il teorema. il corollario 1 è dimostrato. 

Corollario 2. Se le frequenze sono indipendenti, ogni traiettoria 
è distribuita uniformemente sul toro T". 

Ciò significa che il periodo di tempo, durante il quale la traiet- 
toria si trova nel dominio D, è proporzionale alla misura di D. 

Più precisamente, supponiamo che -D sia un dominio di 7", 
misurabile secondo Jordan. Indichiamo con t, (7) la quantità di 
tempo per cui l'intervallo 0 < t< 7 della traiettoria g@ (t) 
si trova all’interno di D. Allora 


tp (7) __ mis D 
TT (25) 


lim 


T+00 


Dimostrazione. Applichiamo il teorema alla fun- 
zione caratteristica f dell’insieme D (f è integrabile secondo Rie- 
T 


mann, poiché D è misurabile secondo Jordan). Allora { f(@(t)) dt = 
Ò 


= tp (7), e j= (2x)-" mis D, e il corollario segue immediata- 
mente dal teorema. 

Corollario. Nella successione 

1, 2, 4, 8, 3, 6, 1, 2,0, 1,2... 
delle prime cifre dei numeri 2" il numero 7 si incontra più spesso 
del numero 8 nel rapporto di iI volte. 

Il teorema della media si incontra implicitamente già nei 
lavori di Laplace, Lagrange e Gauss sulla meccanica celeste; 
è uno dei primi « teoremi ergodici ». La dimostrazione rigorosa 
è stata data soltanto nel 1909 da P. Bohl, V. Serpinskij e G. Weyl, 
in relazione al problema di Lagrange sul moto medio del perielio 
della Terra. Più in basso è riprodotta la dimostrazione di H. Weyl. 

C. Dimostrazione del teorema della media. 

Lemma 1. Ilteoremaè verc per gli esponenziali f=e'*. ®©, HEZ". 
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Dimostrazione. Se kK=0, allora f=f=f*=1 
e il teorema è evidente. Se XK 0, allora f= 0. D'altra parte, 
T i(k, ©T __4 


i(k, po+ot)'di— cilk, po do TI 
fe o+wi) dt= e o ik, ©) 
0 


Dunque la media temporale 
il) ST _ 
n Tk ©) ° T 


T+00 


=0, 


c.v.d. 
Lemma 2. Il teorema è vero per i polinomi trigonometrici 


= D fre, 
|KI<N 

Dimostrazione. Sia la media temporale che quella 

spaziale dipendono linearmente da f, dunque coincidono per il 


lemma 1, c.v.d. 
Lemma 3. Sia f una funzione reale continua (0 almeno inte- 


grabile secondo Riemann). Allora, comunque si prenda e >Q0, 
esistono due polinomi trigonometrici P,, P, tali, che P,<f< Pa, 


e TA ) (P,— P.)dp<e. « 


Di m ostrazione. Supponiamo dapprima f continua. 
Per il teorema di Weierstrass la si può approssimare con un polino- 
mio trigonometrico P, |f— P 


<35-1 polinomi = P— 3,P.= FR 
= P+ 3 sono i polinomi cercati. 


Se invece f è discontinua ma inte- 
grabile nel senso di Riemann, esistono z 
due funzioni continue f,e f.,c cioè 
Ai<f<fa (20) | (f_- 1) de< 5 
(la fig. 222 corrisponde alla funzione Fig. 222. Approssimazione 

a 


caratteristica del segmento). Appros- Ù funzione f con i, po- 
simando fi e fo con i polinomi P,< inomi trigonometrici P, e 


9 è 
<h<f<Px (22)" | (Pf) x 
Xx dp< Î, 20)" | (fi-P,) de<+ otteniamo quanto affermato. 


Il lemma 3 è dimostrato. 
Ora è facile terminare la dimostrazione del teorema. Sia e > 0. 
Per il lemma 3 esistono dei polinomi trigonometrici P_<f< P.,, 


(Qr)-" | (P, — P.)dgp<e. 


P 
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Allora, per 7 qualunque, abbiamo 
T T 


T 
ARZICIO LES ARI LEE AT) 
0 0 0 
In base al lemma 2, per 7>7o(e), 
T 
PF |Pema|<e (i=1,2) 
0 


Inoltre, P,<f< P, e P, — P,<e. Dunque P, — f<e, 
f-Pi<&; conseguentemente, per 7 > To (€) 


T 
7 {f(90) d-f|<%, 
c.v.d. ° 
Problema. Un oscillatore bidimensionale di energia 
cinetica 7 = 2° + 4° e energia potenziale U= + 23 + y3 
compie delle oscillazioni di ampiezza a, = 1, a, = 1. Trovare la 
media temporale dell’energia cinetica. 


Problema. Supponiamo che gli ©, siano indipendenti, 
axt> 0. Calcolare 


3 
._ 1 
lim + arg DI ape. 
1-+00 t h=1 


Risposta. Sit aa gta , dove a, d», «; sono gli angoli 
di un triangolo di lati a, (fig. 223). 


Fig. 223. Il problema del moto medio dei perielii. 


D. Degenerazioni. Fin qui abbiamo considerato il caso di 
frequenze indipendenti ©. Un vettore a coefficienti interi % € Z" 
si chiama relazione tra frequenze, se (k, ®@)=0. 

è Lagrange ha mostrato che lo studio del moto medio dei perielii dei 
pianeti si riconduce a un problema simile. La soluzione di questo problema 
si può trovare nei lavori di H. Weyl. L'eccentricità dell'orbita della Terra 
varia come il modulo della somma analoga. Alla variazione dell’eccentricità 
sono probabilmente legati i periodi glaciali. 
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Problema. Mostrare che l'insieme di tutte le relazioni 
ira frequenze date @ forma un sottogruppo I° del reticolo Z". 

Ma al $ 49 abbiamo visto che un tale sottogruppo consiste 
di tutte le combinazioni lineari a coefficienti interi di r dei vet- 
tori indipendenti X%,, 1<zr<n. Diremo che tra le frequenze 
si hanno r relazioni (indipendenti) *. 

Problema. Dimostrare che la chiusura delle traiettorie 
{p (1) = @, + @t} (su 7") è un toro di dimensione n—r, se 
tra le frequenze @ esistono r relazioni indipendenti; in questo caso 
il moto su T” è quasi periodico, con n — r frequenze indipendenti. 

Torniamo ora a un sistema hamiltoniano integrabile, defi- 
nito nelle variabili azione-angolo /, @ dalle equazioni 


I=0, w=ol(2), dove © (1)= E a 
Nello spazio delle fasi di dimensione 2r ogni toro n-dimensionale 
I = cost è invariante e il moto su di esso è quasi periodico. 

Definizione. Un sistema si dice non degenere se 
è diverso da zero il determinante 


0*H 


det 20 — det SIE. 


ò 


Problema. Dimostrare che se un sistema è non degenere 
allora in un intorno qualunque di un punto arbitrario esistono 
dei moti quasi periodici a n frequenze e a qualsiasi numero minore 
di frequenze. 

Suggerimento. Al posto delle variabili / si possono 
prendere come coordinate locali le stesse frequenze @. Gli insiemi 
di punti @ con un numero qualunque r di relazioni (0<r< n) 
sono ovunque densi nello spazio delle collezioni di frequenze. 

Corollario. Se un sistema è non degenere, i tori invarianti 
I = cost sono definiti in modo univoco, indipendentemente dalla 
scelta delle coordinate azione-angolo I, @ nella cui costruzione vi 
è sempre una certa arbitrarietà ?. 

Effettivamente, i tori TY = cost possono essere definiti come 
la chiusura delle traiettorie di fase, corrispondenti alle @ indipen- 

enti. 

Osserviamo a tal proposito che per la maggior parte dei valori 
di / le frequenze © saranno indipendenti. 

Problema. Dimostrare che la misura di Lebesgue del- 
l'insieme di quegli I, per i quali le frequenze @(I) in un sistema 
non degenere sono dipendenti, è uguale a 0. 


1 Dimostrare che il numero r non dipende dalla scelta dei vettori indi- 
pendenti K,. 


2 Per esempio, sono sempre possibili i cambiamenti di variabile 2’ = 
=I,o°=@+ S;(I) o I, Tx; Gr Pa + Z1+ Ta, I2; Pr) Pa — Pro 
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Suggerimento. Mostraredapprima che mis {o: 31 k# 
#0, (0, A) = 0} =0. 

Al contrario, in un sistema degenere si possono costruire dei 
sistemi di variabili azione-angolo tali, che i tori T = cost saranno 
diversi in un sistema e nell'altro. Ciò si spiega col fatto che le 
chiusure delle trafettorie di un sistema degenere sono dei tori 
di dimensione X < n e si possono unire in modi diversi in tori 
n-dimensionali. 

Esempio 1. L'oscillatore armonico piano x = —xj n = 
= 2, k= 1. La separazione delle variabili in coordinate carte- 
siane e coordinate polari porta a delle variabili azione-angolo 
diverse, e a dei tori diversi. 


Esempio 2. Il moto kepleriano piano (U = i), n= 
= 2, k= 1. Anche qui la separazione delle variabili in coor- 
dinate polari ed ellittiche conduce a diversi 7. 


$ 52. Media delle perturbazioni 


Si dimostra qui l’invarianza adiabatica della variabile 
d’azione in un sistema con un solo grado di libertà. 

A. Sistemi vicini a sistemi integrabili. Abbiamo considerato 
più in alto un grande numero di sistemi integrabili (problemi uni- 
dimensionali, problema dei due corpi, piccole oscillazioni, caso 
di Eulero e di Lagrange del moto di un corpo rigido vincolato in 
un punto, ecc.). Abbiamo studiato il carattere delle traiettorie 
di fase in questi sistemi: si tratta di « eliche di tori », che riem- 
piono in modo ovunque denso tori invarianti nello spazio delle 
fasi; ogni traiettoria è distribuita uniformemente su questo toro. 

Non si deve tuttavia pensare che tale situazione è tipica per 
problemi di carattere generale. In effetti, le proprietà delle traiet- 
torie in sistemi multidimensionali possono essere molto diffe- 
renti e non essere affatto simili a quelle dei moti quasi periodici. 
In particolare, la chiusura della traiettoria di un sistema a n gradi 
di libertà può riempire insiemi complicati, nello spazio delle 
fasi 2n-dimensionale, aventi dimensione maggiore di n; la traiet- 
toria può persino essere ovunque densa e distribuita uniformemente 
su tutta la varietà di dimensione 2n — 1, definita dall’equazione 
H = h*. Il termine « non integrabili » usato per questi sistemi 
è giustificato dal fatto che essi non ammettono integrali primi 
univoci, indipendenti da H. 

Lo studio di tali sistemi complicati è ancora lontano dall’es- 
sere completato; esso è oggetto della « teoria ergodica ». 


1 A questa classe appartiene, per esempio, il moto per inerzia sulle 
varietà di curvatura negativa. 
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Uno degli approcci per sistemi non integrabili è lo studio di 
sistemi vicini a quelli integrabili. Per esempio, il problema del 
moto dei pianeti intorno al Sole è vicino al problema integrabile 
del moto di punti non interagenti intorno a un centro fisso; citiamo 
ancora il problema del moto di una trottola pesante leggermente 
asimmetrica e quello delle oscillazioni non lineari vicino a una 
posizione d'equilibrio (il problema vicino integrabile è lineare). 
Nello studio di questi e di problemi simili è estremamente fecondo 
il metodo che segue. 

B. Principio della media. Siano I, @ le variabili azione- 
angolo in un sistema integrabile (« non perturbato ») di hamilto- 
niana H, (1): 


i=0, g=0(2); (=, 


Come sistema vicino « perturbato » consideriamo il sistema 
g=0(1)+ef(I, 9), 
I= eg(I, ©), 


(1) 


dove E « 1. 

Dimentichiamocìi momentaneamente del fatto che il sistema 
è hamiltoniano e consideriamo un sistema arbitrario di equazioni 
differenziali (1), definito sul prodotto diretto T* Xx G del toro 
k-dimensionale 7* = {@ = (@,, . . ., x) mod 2x} e del dominio 
G di uno spazio /-dimensionale GC R' = {IT = (/,, ..., Z.)}. 
Per e = 0) il moto (1) è quasi periodico, con un numero di fre- 
quenze <È e con tori invarianti di dimensione È. 

Il principio della media per il sistema (1) consiste nella sua 
sostituzione con un altro sistema, detto sistema mediato: 


Da 


ce (GT, dp... don (2) 
0 


J=eg(I), 9(7)=(2m)? 


nel dominio /-dimensionale Gc R° = {J=(J,, ..., Jp} 

Si afferma che il sistema (2) « approssima bene » il sistema (1). 

Osserviamo che questo principio non è un teorema, né un 
assioma, né una definizione, ma una proposizione fisica, cioè 
una formulazione vaga che, in termini rigorosi, è sbagliata. 

Tali affermazioni sono spesso fonte feconda di teoremi mate- 
matici. 

Il principio della media considerato si incontra esplicita- 
mente già in Gauss (per lo studio delle perturbazioni che i pianeti 
esercitano tra loro, Gauss propose di distribuire la massa di ogni 
pianeta sulla sua orbita proporzionalmente al tempo e di sosti- 
tuire l'attrazione dei pianeti con l’attrazione degli anelli ottenuti). 
Tuttavia non è stato fatto, sino ad oggi, uno studio soddisfacente 
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del legame che esiste, nel caso generale, tra le soluzioni del 
sistema (1) e quelle del sistema (2). 

Sostituendo il sistema (1) col sistema (2) trascuriamo nella 
parte destra il termine eg (/, Q) = eg (/, ®) — eg (N. Questo 
termine è dell'ordine di grandezza di e, come il termine restante 
eg. Per capire i diversi ruoli di ge g in g, studiamo un esempio 
semplice. 

Problema. Considerare il casok == 1, 


q=0£0, Î=eg(9). 
Mostrare che per 0<t< i 


IT (t) JI (t)|<ce, dove J(t)=Z(0)+egt. 
Soluzione, 
t 
I(1)—1(0)= | eg(90+ 06) di= 
0 
t/% 


egdit+— 6 | E(9)do=egt+lh(—), 


dove A (@)= | g(9)dp è una funzione periodica e quindi limitata. 


t 
"] 
i) 
L 
Dunque, la variazione nel tempo di / consiste di due parti: 
di oscillazioni di ordine e, dipendenti da g e di una « evoluzione » 
sistematica di velocità eg (fig. 224). 

Il. principio della media è basato sulla supposizione che, 
anche nel caso generale, il moto del sistema (1) si può scomporre 
I in una «evoluzione » (2) e in piccole 
oscillazioni. Nella forma generale tale 
It) supposizione è ingiustificata e lo stesso 

J(t) principio è falso. 
Nonostante ciò applichiamolo al 

sistema hamiltoniano (1): 


1 ef p= — 7 (Ho (D+2H(I, 9), 
Fig. 224. Evoluzione e . 3 
oscillazioni. I= 1) (H0(1)+8H,(I,qg). 


Nel membro a destra del sistema mediato (2) otteniamo allora 
27 


— n ò 
g= (27) | Fe H1(I, 9) do=0. 
0 gs 
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In altri termini, in un sistema hamiltoniano non degenere non 
vi è evoluzione. 

Una delle varianti di questa conclusione, del tutto priva 
di rigore, ci conduce al cosiddetto teorema di Laplace: 

I. semiassi maggiori delle ellissi kepleriane dei pianeti non 
hanno perturbazioni secolari. 

Quanto detto è sufficiente per convincersi dell’importanza 
del principio della media; formuleremo ora il teorema che giusti- 
fica questo principio in un caso molto particolare: quello di oscil- 
lazioni a una sola frequenza (k = 1). Questo teorema mostra 
che l'equazione mediata descrive correttamente l’evoluzione su un 
intervallo di tempo grande’ (0<t< 1/e). | 

C. Media in un sistema a una sola frequenza. Consideriamo il 
sistema di / + 1 equazioni differenziali 


foeemidao « mod 2r € S', 
1I=- eg (I, 9), IEGCRI, 


dove f(/, g+ 2a) =f(I, 9), g(I, p+2a)=g(I, 9), e il 
sistema « mediato » di equazioni 


(1) 


2% 
J=eg(9), dove 9(9)=3- |9(7,9)do. (2) 
0 


Indichiamo con I (t), g (t) la soluzione del sistema (1), con con- 
dizione iniziale / (0), @ (0), e con J (t) la soluzione del sistema (2) 
con la stessa condizione iniziale J (0) = 
= I (0) (fig. 225). 6-d 
Teorema. Supponiamo che: 1) le funzio- 
ni ®, f, g siano definite, quando I varia nel 
dominio limitato G, e siano limitate in G 
con le loro derivate fino al secondo ordine 
incluso: 


5 


I ®, f, g lezxox st) < Ci 


2) nel dominio G Fig. 225. Teorema del- 
(I) >c>0; la media. 


à) per O%t</1/e il punto J (t) appartiene a G, insieme a un 
intorno di raggio d: 


J (MEG d. 
Allora per un e abbastanza piccolo (0<E< €) sarà 
|I(t)-JI(t)}<.cs€ per ogni t, O<zit<1le, 


dove la costante cy > 0 dipende da c;, c, d, ma non da e. 
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Alcune applicazioni di questo teorema saranno date più 
in basso (« invarianti adiabatici »). Osserviamo che l’idea fonda- 
mentale per la dimostrazione di questo teorema (un cambiamento 
di variabili, che diminuisce la variazione) è più importante dello 
stesso teorema; si tratta di una delle idee fondamentali nella teoria 
delle equazioni differenziali ordinarie, che si incontra già nel 
corso elementare sotto forma del « metodo di variazione delle 
costanti ». 

D. Dimostrazione del teorema della media. Al posto delle 
variabili 7 introduciamo le nuove variabili P 


dove scegliamo le funzioni X, di periodo 2n in @, in modo tale 


che il vettore P verifichi un'equazione differenziale più semplice. 
In conseguenza delle (1) e (3) la velocità di variazione di 


P (t) è uguale a 
P= ÎI+et2 T+e 


ok 
fee niet (4) 
Supponiamo che la sostituzione (3) sia invertibile: 
I=P+eh(P,@,e) (5) 


(dove le funzioni h sono periodiche in @, con periodo 2). 
Allora per la (4) e la (5) P (t) soddisfa il sistema di equazioni 


P=e[g(P.9) +70 (P)]+R, (6) 


dove il « termine residuo » /R è un infinitesimo del secondo ordine 
rispetto a e: 
|R|<c28, c2(01, 3,4) >O, (7) 
purché 
lolla<co Iflla<co 9 loa<cs Ils <c3, Plc (8) 
Cerchiamo ora di scegliere il cambio di variabili (3) in modo: 


tale da ridurre a 0 il termine con e nella (6). Otteniamo per X 
l'equazione 


In generale, tale equazione non è risolvibile nella classe 
delle funzioni X, periodiche in @. In effetti, il valore medio (ri- 
spetto a g) del membro sinistro è sempre uguale a 0, mentre il 
valore medio del membro destro può anche essere diverso. 
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Dunque non possiamo scegliere X in modo da eliminare com- 
pletamente il termine con e nella (6). Tuttavia, possiamo eli- 
minare tutta la parte « periodica » di g, 


g(P, 9)=9(P.9)-9(P), 
ponendo 


O 
P., 
k(P,9)=— | LTS do, (9) 
0 


Dunque, definiremo la funzione & con la formula (9). Allora, 
per le ipotesi 1) e 2) del teorema da dimostrare, la funzione % 
ammette la limitazione || X |le: < cs, dove c3(c., c) >0. Per 
stabilire la disuguaglianza (8) resta da maggiorare h. Per fare ciò, 
si deve prima di tutto mostrare che la sostituzione (3) è invertibile. 

Fissiamo un numero positivo a. 

Lemma. Se e è abbastanza piccolo, la restrizione dell’applica- 
zione (3)! 


I-1I-eKk, dove Ilex < 8 


al dominio G — a (che consiste di quei punti contenuti in G insieme 
ad un a-intorno) è un diffeomorfismo. Il'diffeomorfismo inverso (5), 
nel dominio G — 2a, ammette la maggiorazione || h Ile: < c, con 
la costante c, (a, ca) > 0. 

Dimostrazione. La maggiorazione deriva immedia- 
tamente dal teorema delle funzioni implicite. Un po’ più difficile 
è dimostrare la biunivocità dell’applicazione /+ / + &% nel 
dominio G — a. 

Osserviamo che la funzione X, nel dominio G — a, seddisfa 
una condizione di Lip$its (con una costante L (a, c3)). Conside- 
riamo due punti /,, /, di G— a. Per e abbastanza piccolo (cioè 
per Le< 1) la distanza tra eX(/;) ed ek(/.) sarà €minore di 
| I, — Ia |. Dunque T, + eXk(T1) 7 /, + ek (I.). Dunque, l'ap- 
plicazione (3) è biunivoca in G — a ed il lemma è dimostrato. 

Dal lemma segue che, per e abbastanza piccolo sono valide 
tutte le maggiorazioni (8), cioè è valida anche la maggiorazione (7). 

Confrontiamo ora i sistemi di equazioni differenziali per J 


J=e9(J) (2) 
e per P; l’ultimo, per la (9), si scrive 


P=eg(P)+R. (6°) 


i Per qualsiasi valore fissato del parametro g. 
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Poiché la differenza tra i secondi membri è dell'ordine di 
<e° (vedere la (7)), nel tempo t < 1/e le soluzioni si allontanano 
di una distanza |P—J |xe (fig. 226). 
D'altra parte, |/— P|=e]|Xk]|x< e. Per- 
ciò, la differenza |T — J |, pert < 1/e, è 
dell'ordine di <e, c.v.d. 

Per una maggiorazione più accurata, 
introduciamo la grandezza 


<(t)=P(t)—J (t). (10) 


Fig. 226. Dimostrazio- Allora, dalle (6') e (9) segue 
ne del teorema della 


media. «=e(9(P)—g(J)+R=e 22 2+R', 


dove | R' |< c?e? + cse | & |, se l'intervallo (P, J) è contenuto 
in G — a. Con questa ipotesi troviamo 


|a|<cs]a|+c322 (dove co=cs+c1), |*(0)[cse. (11) 


Lemma. Se la Iza|a|]+d, 1a (0)|<d; a, db, d,t> 
> 0, allora | a (t) |<(d + bt) e". 
Dimostrazione. |a (t) | nonsuperala soluzione y (t) 


dell'equazione y = ay + ò, y (0) = d. Risolvendo questa equa- 
zione troviamo y = Ce, Ce = b, C = e-b, C(0)=d, C< 
<d + bt, c.v.d. 

Ora dalla (11), nell'ipotesi che l’intervallo P, J sia conte- 
nuto in G — a (fig. 226), abbiamo 

1a (t)| < (03€ +22) el»0!, 
da qui, per O<%t<1/e 
|le(t)|<c38, c7=(603+c2)0%. 

Vediamo ora che, se a = d/3 ed e è abbastanza piccolo, 
l'intervallo P (t), J (t) (t<1/e) è tutto interno a G — a e dunque 
IP(t)-J(t)|<cse per tutti gli O<t<4/e. 

D'altra parte, | P(4) - T(f)|<|e&k]|<cse. Dunque per 
tutti i t, 0<t<1/g, 
IIM —-J (1) |< 0g, co=c3+c3>O0, 
e il teorema è dimostrato. 
E. Invarianti adiabatici. Consideriamo un sistema hamilto- 


niano a un solo grado di libertà, di hamiltoniana / (p, g; À), 
dipendente dal parametro À. 
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Come esempio possiamo prendere il pendolo 
p° q* 
H= gt, 


dove come parametro À si può prendere la lunghezza 2 o l’accelera- 
zione di gravità g. 

Supponiamo che il parametro vari lentamente col tempo. 
Al limite, quando la velocità di variazione del parametro tende 
a zero, appare un notevole comportamento asintotico: due gran- 
dezze, in generale indipendenti, diventano funzioni l’una del- 
l’altra. 

Supponiamo, ad esempio, che la lunghezza del pendolo cambi 
lentamente (in confronto alle sue oscillazioni proprie). Risulta 
che l'ampiezza delle sue oscillazioni diventa funzione della lun- 
ghezza del pendolo. Per esempio, se si raddoppia molto lentamente 
la lunghezza del filo del pendolo, e poi molto lentamente la si 
riporta al valore iniziale, l'ampiezza delle oscillazioni sarà la 
stessa alla fine e all’inizio del processo. 

Risulta inoltre che il rapporto tra l'energia del pendolo H 
e la frequenza © non cambia quasi per una variazione lenta dei 
parametri, sebbene possano variare di molto l’energia e la fre- 
quenza stesse. I fisici hanno chiamato queste grandezze, che cam- 
biano poco in seguito a una variazione lenta dei parametri, inva- 
rianti adiabatici. 

E facile convincersi che l’invarianza adiabatica del rapporto 
tra energia e frequenza del pendolo è un'affermazione di carattere 
fisico, cioè falsa se non vi sono condizioni supplementari. In 
effetti, modificando la lunghezza del pendolo lentamente quanto 
si vuole, ma scegliendo la fase delle oscillazioni, per la quale la 
lunghezza aumenta o diminuisce, si può far aumentare l'ampiezza 
(risonanza parametrica). Rendendosi conto di ciò, i fisici hanno 
proposto di formulare la definizione d’invarianza adiabatica così: 
la persona, che cambia i parametri del sistema, non deve vedere 
in che stato si trova il sistema (fig. 227). È ancora un problema 
non risolto e molto delicato quello Ùi dare a questa definizione un 
senso matematico rigoroso. Per fortuna possiamo ricorrere a un’ipo- 
tesi sostitutiva, richiedendo, invece della non ingerenza della per- 
sona che cambia i parametri nei fatti interni del sistema, che la 
variazione continua dei parametri, più esattamente, sia due volte 
continuamente differenziabile. 

Supponiamo che / (p, g; X) sia una funzione fissata, due 
volte continuantente differenziabile rispetto a X. Poniamo 4 = et 
e consideriamo il sistema ottenuto con il parametro lentamente 
variabile A = et: 


. OH ° 0H 
P= 739° 17" H=H (p, 9; et). (+) 
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Definizione. Lagrandezza/ (p, g; À) si chiama inva- 
riante adiabatico del sistema (*), se per ogni x >O esiste un &, >0 
tale che, se e <&, 0<t<1/e, si ha 


IT (p (0), g (0); e) — Ip (0), 9 (0); 0) 1<x. 


È chiaro che ogni integrale primo è anche un invariante 
adiabatico. 

Ogni sistema unidimensionale (*) risulta avere un invariante 
adiabatico. Più esattamente, l’invariante adiabatico è la variabile 
d'azione nel corrispondente problema a coefficienti costanti. 

Supponiamo che le traiettorie di fase del sistema di hamilto- 
niana 41 (p, g; }) siano chiuse. Definiamo la funzione / (p, g; À) 
nel modo seguente. Per A fissato alla funzione # (p, g;' A) corri- 


ha fissato 


Fig. 227. Variazione adiabatica Fig. 228. Invariante adiabatico di 
della lunghezza di un pendolo. un sistema unidimensionale. 


sponde un determinato grafico (fig. 228). Consideriamo una traiet- 
toria di fase chiusa, che passa per un punto (p, 9g). Essa delimita 
un’area sul piano di fase. Indichiamo questa area con 2x/ (p, 9; À). 
Su ogni traiettoria di fase (per À dato) I = cost. È chiaro che 
I non è altro che la variabile d’azione (vedere il $ 50). 

Teorema. Se la frequenza (I, ) del sistema considerato (*) 
non si annulla, allora I (p, q; }) è invariante adiabatico. 

F. Dimostrazione dell’invarianza adiabatica dell’azione. Per 
À fissato nel sistema (*) si possono introdurre le variabili azione- 
angolo 7, g@ con una trasformazione canonica, che dipende da A: 


p,d+I, g; Q=o(/5,2), I=0; @©(5,)= 
Hr, H,=Ho(I,}). 


Indichiamo con $ (7, g; 4) la funzione generatrice (plurivoca) 
di questa trasformazione: 


28 9288 
— dg” PSE 31: 


Sia ora A = et. Poiché il passaggio dalle variabili p, 9g 
alle variabili 7, @ si effettua ora con una trasformazione canonica 
dipendente dal tempo, le equazioni del moto nelle nuove variabili 
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I, © avranno forma hamiltoniana, ma con funzione di Hamilton 
(vedere il $ 45, A), 
0S. 
K=H+gr=Ht®7. 


Problema. Dimostrare che 25 (I, 9g; A) è una funzione 


ugivoca sul piano delle fasi. 
Suggerimento. La non uniyocità di S si riconduce 


alla aggiunta di multipli di 2x/. 
Otteniamo dunque le equazioni del moto nella forma 


q=0(I, 2) +ef(I, 9; 2), f= — 025/91 0A. 
Î= eg(I, ®;), g= 02S/dp dA, 
)= e. 


Poiché «© 0, si può applicare il teorema della media 
(pag. 289). Il sistema mediato ha la forma 


J=eg, A=6 
+. mentre 2° è una funzione univoca sulla cir- 
conferenza /=cost. Quindi g=(23)! x 
X { gdp=0 e nel sistema mediato J 


U 
non varia affatto: J (t)=J (0). | | 
Per il teorema della media 


Ma g= 


\T()_--Z(0)|<ce per ogni #1, lg 
O<t<1/e, c.v.d. p 
Esempio. Per l’oscillatore ar- v 
monico (vedere la fig. 217) 
g 
— e b° -v 
“ptt Fig. 229. I d 
— ig. . Invariante adia- 
_ dd V2 V2h _dh = ab, batico di una sfera perfet- 


tamente elastica tra pa- 
reti, che si muovono len- 


cioè l’invariante abiabatico è il rapporto tamente. 
tra energia e frequenza. 

Problema. Lalunghezza di un pendolo raddoppia lenta- 
mente (= (14 et), 0<%t<1/e). Come varia l’ampiezza 
dell’angolo di deviazione gmar? 
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Soluzione. = 3 9/3 011 ghnax; dunque 


amar ()= dmax (0) (40) 


Come secondo esempio consideriamo il moto di una sfera 
rigida, perfettamente elastica, di massa 1 tra pareti perfettamente 
elastiche, la cui distanza, /, varia lentamente (fig. 229). 

Si può pensareche il punto si muove in « una buca potenziale 
rettangolare, infinitamente profonda » e che le traiettorie di fase 
sono rettangoli di area 2v/, dove v indica la velocità della sfera. 
In tal caso l’invariante adiabatico è il prodotto vl della velocità 
della sfera per la distanza tra le pareti!. 

Dunque, se si dimezza la distanza delle pareti, la velocità 
della sfera raddoppia, mentre se si aumenta la distanza, la velo- 
cità diminuisce. 


! Ciò non deriva formalmente dal teorema dimostrato, poiché esso 
riguarda sistemi regolari, senza urti. La dimostrazione dell’invarianza adia- 
batica di vl è un istruttivo problema elementare. 
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APPENDICI 


Appendice 1 
Curvatura riemanniana 


Arrotolando un foglio di carta si può ottenere un cono o un 
cilindro, ma nonsi può ottenere alcun pezzo di sfera senza piegarlo, 
tirarlo o tagliarlo. Il motivo risiede nelle diverse « geometrie 
interne » di queste superfici: nessuna regione di una sfera si può 
applicare isometricamente su un piano. 

L’invariante, che caratterizza le metriche riemanniane, si 
chiama curvatura riemanniana. La curvatura riemanniana del 
piano è uguale a zero, mentre quella di una sfera di raggio A} 
a R-?. Se una varietà riemanniana è applicata isometricamente 
su un’altra, allora le curvature riemanniane in punti corrispon- 
denti sono uguali. Per esempio, poiché il cono o il cilindro sono 
localmente isometrici al piano, la curvatura riemanniana del 
cono o del cilindro è uguale a zero in qualsiasi punto. Conseguente- 
mente, nessuna regione del cono o del cilindro si. può applicare 
isometricamente sulla sfera. 

La curvatura riemanniana di una varietà ha una grandissima 
influenza sul comportamento delle sue geodetiche, cioè sul moto 
nel corrispondente sistema dinamico. Se la curvatura riemanniana 
della varietà è positiva (come sulla sfera o sull’ellissoide), le 
geodetiche vicine oscillano l’una vicina all'altra nella maggior 
parte dei casi, mentre, se la curvatura è negativa (come sulla 
superficie dell’iperboloide auna falda), si allontanano rapidamente 
in direzioni diverse. 

In questo complemento si definisce la curvatura riemanniana 
e si discutono brevemente le proprietà delle geodetiche su varietà 
di curvatura negativa. Ulteriori informazioni sulla curvatura 
riemanniana si possono trovare nel libro di J. Milnor La teoria 
di Morse (ed. «Mir », 1965, in russo o « Princetan », 1963, in ingle- 
se), e sulle geodetiche su varietà a curvatura negativa nel libro 
di D. V. Anossov Flussi geodetici sulle varietà a curvatura negativa 
(Lavori dell'istituto Steklov, M., 1967, in russo). 

A. Trasporto parallelo sulle superfici. La definizione della 
curvatura riemanniana è basata sulla costruzione del trasporto 
parallelo di vettori lungo le curve di una varietà riemanniana. 
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Cominciàmo con un esempio, quando la varietà riemanniana 
considerata è bidimensionale, cioè una superficie, e la curva è una 
geodetica di questa superficie. 

Il trasporto parallelo di un vettore, tangente alla superficie, 
lungo una geodetica di questa superficie si definisce nel modo seguen- 
te: il punto di applicazione del vettore si muove sulla geodetica, 
mentre il vettore si trasforma continuamente in modo tale che 
restano costanti il suo modulo e l'angolo che esso forma con la 
geodetica. 

Trasportando in questo modo nel punto finale di una geode- 
tica tutti i vettori, tangenti alla superficie nel punto iniziale, sî 

origina un’applicazione -del piano, tan- 
gente nel punto iniziale, nel piano tan- 
gente nel punto finale. Tale applicazione 
è lineare e isometrica. 
Definiamo ora il trasporto parallelo 
di un vettore su una superficie, lungo una 
poligonale, composta da archi di geodetica 
Fig. 230. Trasporto pa- (fig. 230). Per trasportare un’ vettore 
rallelo lungo una poligo- ]lungo una poligonale lo trasporteremo 
nale geodetica. dal primo vertice nel secondo lungo il 
primo arco di geodetica, trasporteremo 
poi il vettore ottenuto nel vertice successivo lungo il secondo 
arco di geodetica, e così via. 

Problema. Trasportare un vettore, tangente alla sfera, 
in uno dei vertici di un triangolo sferico con tre angoli retti, fino 
a farlo tornare nello stesso vertice, lungo il triangolo. 

Risposta. Come risultato di tale trasporto, il piano tangente 
alla sfera nel vertice di partenza ruoterà di un angolo retto. 

Infine, il trasporto parallelo lungo una curva regolare qualsiasi 
si definisce approssimando la curva con poligonali, formate da 
archi di geodetiche, e passando al limite. 

Problema. Trasportare un vettore, diretto verso il Polo 
Nord, partendo da Leningrado (latitudine 4 = 60°) muovendosi 
verso est lungo il parallelo 60° l.n. e ritornando a Leningrado. 

Risposta. Il vettore ruota di un angolo 2x (1 — cos À), cioè 
circa di 50° verso ovest. Dunque la grandezza dell'angolo di 
rotazione è proporzionale all'area delimitata dal nostro parallelo, 
mentre il senso della rotazione coincide con quello intorno 
al Polo Nord ‘durante il trasporto del vettore. 

Suggerimento. È sufficiente trasportare il vettore 
lungo la stessa circonferenza sul cono generato dalle tangenti alla 
Terra dirette verso nord, tracciate in tutti i punti del parallelo 
(fig. 231). Questo cono sì può distendere su un piano, cosicché i) 
trasporto parallelo sulla sua superficie diventa l’usuale trasporto 
parallelo sul piano. 
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Esempio. Consideriamo il semipiano superiore y >0 
del piano della variabile complessa z = x + iy di metrica 


ds = +4 
y% ° 


È facile calcolare che le geodetiche di questa varietà bidimensionale 


Fig. 231. Trasporto parallelo sulla sfera. 


riemanniana sono circonferenze e rette perpendicolari all'asse z. 
Le trasformazioni omografiche a coefficienti reali 


az+ b 
ne cz+d 


sono trasformazioni isometriche della nostra varietà, che si chiama 
piano di Lobacevskij. 

Problema. Trasportare il versore dell'asse immaginario 
dal punto z = i al punto z = t+ i lungo una retta orizzontale 
(dy = 0) (fig. 232). 

Risposta. Per uno spostamento Y 
pari a t il versore ruota di t radianti 
nel senso di rotazione orario. 

B. Forma di curvatura. Ora pos- 
siamo definire in ogni punto la cur- 
vatura riemanniana di una varietà 
bidimensionale riemanniana (cioè di 
una superficie). A questo fine sceglia- 
mo nell’intorno del punto considerato Fig.232. Trasporto parallelo 
l’orientazione della nostra superficie su! piano di Lobatevskij. 
e studiamo un trasporto parallelo di 
vettori lungo la frontiera di un piccolo dominio D della super- 
ficie. Si vede facilmente che il risultato di questo trasporto 
è la rotazione di un angolo piccolo. Indichiamo questo angolo 
con ® (D) (il verso di rotazione positivo è fissato dall’orienta- 
zione della superficie). 

Se si divide il dominio D in due regioni D, e Di, si può otte- 
nere il risultato del trasporto parallelo sulla frontierra di D, 
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girando dapprima sulla frontiera di una regione e poi su quella 
dell'altra. Dunque, 


P(D)=p(D)+(D,), 


cioè l'angolo g è una funzione additiva di dominio. Se si cambia 
il senso di rotazione sulla frontiera, anche l’angolo p cambia di 
segno. È perciò naturale rappresentare p (D) come l'integrale 
esteso a D di una 2-forma appropriata. Una tale 2-forma effetti- 
vamente esiste; si chiama forma di curvatura e la indicheremo- 
con £. Definiamo così la forma di curvatura £ con la relazione 


e(D)=|9. (4) 
D 


Il valore della forma di curvatura £ su una coppia di vettori 
tangenti È, n di TM, si può determinare come segue. Identifi- 
chiamo un intorno del punto 0 dello spazio tangente a M nel punto 
x con un intorno del punto x su M (per esempio per mezzo di coor- 
dinate locali). Possiamo allora costruire su .M il parallelogram- 
ma II., avente come lati i vettori eÈ, en, almeno per valori suf- 
ficientemente piccoli di e. 

Ora il valore della forma di curvatura sui nostri vettori 
è determinato con la formula 


O, m=lim SEL, (2) 


In altri termini, il valore della forma di curvatura su una coppia 
di vettori tangenti infinitesimi è uguale all'angolo di rotazione dovuto 
al trasporto lungo il parallelogramma infinitesimo costruito sui 
vettori dati. 

Problema. Trovare la forma di curvatura sul piano, su 
una sfera di raggio A e sul piano di Lobatevskij. 

Risposta. Q = 0, 2 = R?dS, Q = —dS, dove la 2-forma 
dS è l'elemento di area sulla nostra superficie orientata. 

Problema. Dimostrare che la funzione definita con la 
formula (2) è effettivamente una 2-forma differenziale, indipen- 
dente dalla costruzione e che la rotazione di un vettore, in seguito 
al trasporto lungo la frontiera di un dominio orientato e finito D, 
si esprime attraverso questa forma con la formula (1). 

Problema. Dimostrare che l'integrale della forma di 
curvatura, esteseuca una qualsiasi superficie convessa di uno spazio 
clideo tridimensionale, è uguale a 41. 

C. Curvatura riemanniana di una superficie. Osserviamo ora 
che qualsiasi 2-formr differenziale su una varietà riemanniana 
euorientata bidimensionale M si può scrivere nella forma gp d$, 
dove dS è l'elemento di area orientata, p una funzione numerica 
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definita univocamente dalla scelta della metrica e dell’orienta- 


rione. 
In particolare, la forma di curvatura si può scrivere 


Q= KdSs, 


dove X: M + Rè una funzione regolare su M e dS è l'elemento 
li area. 

Il valore della funzione K nel punto z si chiama curvatura 
riemanniana della suverficie nel punto x. 

Problema. Cricolarela curvatura riemanniana del piano 
vuclideo, di una sfera di raggio A e del piano di Lobétaevskij. 

Risposta. K=0, K= R?>3,K=-1. 

Problema. Dimostrare che la curvatura riemanniana non 
dipende dall’orientazione della varietà, ma soltanto dalla sua 
metrica. 

Suggerimento. Sesicambia l’orientazione, le 2-forme 
‘2 e dS cambiano segno contemporaneamente. 

Problema. Dimostrare che per una superficie dello 
spazio euclideo ordinario la curvatura riemanniana è uguale in 
ogni punto al prodotto delle grandezze inverse dei raggi principali 
di curvatura (col segno meno se i centri di curvatura sono situati 
da parti opposte rispetto alla superficie). 

Osserviamo che il segno della curvatura di una varietà in 
un punto non dipende dall’orientazione della varietà; il segno 
si può definire prescindendo dall’orientazione. 

Più esattamente, su una varietà a curvatura positiva, in 
seguito a un trasporto parallelo sulla frontiera di un piccolo 
dominio, un vettore ruota intorno al suo primo estremo nello 
stesso senso, in cui il punto sulla frontiera gira intorno al dominio; 
su una varietà acurvatura negativa il verso di rotazione è opposto. 

Osserviamo inoltre che il valore della curvatura in un punto 
è determinato soltanto dalla metrica nell’intorno di questo punto 
e quindi si conserva in seguito a una deformazione: le curvature, 
in punti corrispondenti di superfici isometriche, coincidono. Per 
questo motivo la curvatura riemanniana si chiama anche curva- 
tura interna. 

Le formule per il calcolo della curvatura, in funzione delle 
componenti della metrica in un sistema di coordinate qualunque, 
contengono le derivate seconde della metrica e sono alquanto 
complicate (vedere i problemi del punto F più in basso). 

D. Trasporto parallelo multidimensionale. La costruzione del 
trasporto parallelo sulle varietà riemanniane di dimensione su- 
periore a due è più complicata di quella fatta nel caso bidimen- 
sionale. Il fatto è che, a partire dal caso tridimensionale, la 
condizione d’invarianza dell'angolo con la geodetica non è suffi- 
ciente a definire la direzione del vettore trasportato. Infatti 
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questo vettore sì può ancora ruotare intorno alla direzione della 
geodetica, conservando l’angolo formato. 

Per completare la costruzione del trasporto parallelo lungo 
una geodetica si deve scegliere un piano bidimensionale, passante 
per la tangente alla geodetica, nel quale deve stare il vettore da 
trasportare. Tale scelta si effettua nel modo seguente (purtroppo 
alquanto complicato). 

Nel punto iniziale della geodetica il piano cercato esiste: 
è il piano costruito sul vettore da trasportare e sul versore della 
geodetica. Consideriamo tutte le geodetiche uscenti dal punto 
iniziale in direzioni, che giagrciono su questo pia.r0. Tutte queste 


A 


Fig. 233. 'frasporto parallelo nello spazio. 


geodetiche formano una superficie regolare (nell'intorno del 
punto iniziale), che contiene anche quella geodetica, lungo la 
quale intendiamo trasportare il vettore (fig. 233). 

Consideriamo un nuovo punto su questa geodetica, posto a una 
distanza piccola A dal punto iniziale. Il piano tangente nel nuovo 
punto alla superficie appena descritta contiene la direzione della 
geodetica in questo nuovo punto. Prendiamo il nuovo punto 
come iniziale e usiamo il piano tangente in esso per costruire 
una nuova superficie (formata dal fascio di geodetiche, che escono 
da questo nuovo punto). Tale superficie contiene la geodetica 
iniziale. Muoviamoci ancora su di essa di un tratto A e ripetiamo 
dall'inizio tutta la costruzione. 

In un numero finito di passi arriveremo.a qualunque punto 
della geodetica ifiiziale. Come risultato della costruzione in 
ogni punto di questa geodetica si definisce un piano tangente, 
che contiene la direzione della geodetica. Questo piano dipende 
dal passo A. Per A+0, la famiglia di piani tangenti ottenuta 
tende (come si può calcolare) a un limite definito. 

Così, lungo la nostra geodetica si origina un campo di piani 
bidimensionali tangenti, che contengono la direzione della geode- 
tica. Tale campo è definito intrinsecamente dalla metrica della 
varietà. 

Ora il trasporto parallelo del nostro vettore lungo la geodetica 
si definisce come nel caso bidimensionale: questo vettore, durante 
il trasporto, deve restare sui. piani descritti, conservare il modulo 


304 


e l'angolo formato con la direzione della geodetica. Il trasporto 
parallelo lungo una curva qualsiasi si definisce, come nel caso 
a due dimensioni, per mezzo di una approssimazione della curva, 
fatta con poligonali geodetiche. 

Problema. Dimostrare che il trasporto parallelo di 
vettori da un punto di una varietà riemanniana a un altro, lungo 
un cammino fissato, è un operatore isometrico lineare dallo spazio 
tangente nel primo punto a quello tangente nel secondo punto. 

Problema. Trasportare parallelamente, lungo la linea 


z,=t, r,=0, y=1 (0<t#<7) 
di uno spazio di LobaCevskij con la metrica 


2 2 2 
dse = SEIT ERT4 


un vettore qualunque. 

Risposta. I versori degli assi 7, e y ruotano nel piano da essi 
individuato di un angolo t nel verso che va dall'asse y all'asse z,, 
mentre il versore di x, è trasportato parallelamente a se stesso, 
nel senso della metrica euclidea. 

E. Tensore di curvatura. Consideriamo ora, come nel caso 
bidimensionale, il trasporto parallelo su un piccolo cammino 
chiuso, che inizia e termina in un punto di una varietà rieman- 
niana. | 

Il trasporto parallelo lungo un tale cammino fa ruotare i vetto- 
ri nello spazio tangente iniziale. L'applicazione ottenuta dello 
spazio tangente in se stesso è una piccola rotazione (cioè una 
trasformazione ortogonale, vicina a quella identica). 

Nel caso bidimensionale noi abbiamo caratterizzato questa 
rotazione con un numero: l'angolo di rotazione gp. Nel caso multi- 
dimensionale il ruolo del numero @ è preso .da un operatore anti- 
simmetrico. 

Più precisamente, ogni operatore ortogonale A, vicino all’ope- 
ratore identità, si scrive in modo univoco nella forma 


A=e®=E+®+G-+..., 


dove ® è un operatore antisimmetrico piccolo. 
Problema. Calcolare D, se A è la rotazione del piano 
di un angolo @ piccolo. 


Risposta. 4-( 005 9 pena ®=( ° 0). 
— seng cosg —gp 0 


A differenza del caso bidimensionale, la funzione ® non è, 
in generale, additiva (dato che il gruppo ortogonale dello spazio 
n-dimensionale per n >2 non è commutativo). Tuttavia, nono- 
stante ciò possiamo costruire per mezzo di ® la forma di curva- 
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tura, che descrive « una rotazione infinitesima causata dal traspor- 
to lungo un parallelogramma infinitesimo » in modo analogo al 
caso bidimensionale, cioè per mezzo della formula (2). 

Dunque, supponiamo che È, n di 7M, siano dei vettori 
tangenti alla varietà riemanniana M nel punto x. Costruiamo 
su M un piccolo parallelogramma curvilineo II. (I lati del paralle- 
logramma II si ottengono dai vettori eÈ, en dello spazio tangente 
identificando, per mezzo di coordinate locali, un intorno dello 
zero di TM, con un intorno del punto x su M.) Consideriamo il 
trasporto parallelo lungo i lati del parallelogramma II, (comince- 
remo a girare da È). 

Il risultato del trasporto sarà una trasformazione ortogonale 
gello spazio 7TM,, vicina a quella identica. Essa differisce dalla 
trasformazione identica per una quantità dell'ordine di e? e si 
scrive 


Ae (E, n) =Z+e22+0(e?), 


dove £! è un operatore antisimmetrico, dipendente da È e da n. 

Possiamo dunque definire una funzione £, sulla coppia di 
vettori È, n dello spazio tangente nel punto z, con valori nello 
spazio degli operatori antisimmetrici su 7M,, usando la formula 


Q (È, n= lim fel& M=E 
e-0 € 


Problema. Dimostrare che la funzione £ è una 2-forma 
differenziale (a valori nello spazio degli operatori antisimmetrici 
su 7 M,), che non dipende dalla scelta delle coordinate per mezzo 
delle quali abbiamo identificato TM, e M. 

La forma £ si chiama tensore di curvatura della varietà rie- 
manniana. Il tensore di curvatura descrive perciò una rotazione 
infinitesima dello spazio tangente, causata dal trasporto parallelo 
lungo i lati di un parallelogramma infinitesimo. 

F. Curvatura in una direzione bidimensionale. Consideriamo 
un piano bidimensionale L nello spazio tangente a una varietà 
riemanniana in uno qualunque dei suoi punti. Tracciamo da 
questo punto le geodetiche in tutte le possibili direzioni del 
piano L. Queste geodetiche formano nell'intorno del nostro punto 
una superficie regolare. La superficie costruita è immersa nella 
varietà riemanniana, da cui prende la metrica riemanniana. 

Si chiama curvatura della varietà riemanniana M nella dire- 
zione del 2-piano L, nello spazio tangente a M nel punto x, la curva- 
tura riemanniana nel punto x della superficie descritta sopra. 

Problema. Trovare le curvature della sfera tridimen- 
sionale di raggio A e dello spazio di Lobacevskij in tutte le possi- 
bili direzioni bidimensionali. 

Risposta. R-*, —1. 
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In generale, le curvature di una varietà riemanniana, rispetto 
a diverse direzioni bidimensionali in un punto, sono differenti. 
lla formula (3) introdotta più in basso descrive la loro dipendenza 
dalla direzione. 

Teorema. La curvatura di una varietà riemanniana rispetto 
a una direzione bidimensionale, definita dalla coppia di vettori 
ortogonali È, n, di modulo 4, è espressa in funzione del tensore di 
curvatura £ con la formula 


K =(Q(E, n)È, n), (3) 


dove le parentesi angolari indicano il prodotto scalare, che definisce 
la metrica riemanniana. 

La dimostrazione si ottiene confrontando la definizione di 
tensore di curvatura e di curvatura in una direzione bidimensiona- 
le. Non ci fermeremo in dettaglio su di essa. Se si vuole, si può 
prendere la (3) come definizione della curvatura XK. 

G. Differenziazione covariante. Al trasporto parallelo lungo 
le curve di una varietà riemanniana è legato un particolare calcolo 
differenziale, chiamato differenziazione covariante o connessione 
riemanniana. Essa si definisce nel modo seguente. 

Sia/$ un vettore tangente alla varietà riemanniana M nel 
punto 7, e v un campo vettoriale definito su M nell'intorno del 
punto x. La derivata covariante del campo v rispetto alla direzione 
del vettore È si definisce per mezzo di una curva qualunque, che 
esce dal punto x con velocità È. 

Muovendosi su questa curva per un intervallo di tempo pic- 
colo t, si arriverà a un nuovo punto: < (t). Prendiamo il vettore 
del campo v nel punto x (t) e trasportiamolo parallelamente lungo 
la curva, indietro fino al punto iniziale x. Otteniamo un vettore 
dipendente da #, nello spazio tangente a M nel punto iniziale z. 
Per t = 0 questo vettore è v (x) mentre per £ diversi varia, in 
quanto i vettori del campo v non sono paralleli lungo la nostra 
curva di direzione È. 

Consideriamo la derivata rispetto a # del vettore ottenuto, 
per ît = 0. Questa derivata è un vettore dello spazio tangente, 
TM,. Essa si chiama derivata covariante del campo v rispetto a È 
e si indica con Vv. 

È facile verificare che il vettore Vv non dipende dalla scelta 
della curva usata per definirlo, ma soltanto dal vettore È e dal 
campo »v. 

Problema 41. Dimostrare le seguenti proprietà della 
differenziazione covariante: 

1) Vv è una funzione bilineare di È e v. 

2) Vefu = (Laf)v + f (x) Vi, dove f è una funzione regola- 
re, Z:f.la derivata della funzione f rispetto alla direzione del 
vettore È di TM.. 
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3) Lr (0, w) = (Vi, w(2)) + (2), Vel). 

4) Vu W — Vis V = lw W, _v] (2) (dove L{w,o] = 
=L,— wT7 4wlp 

Problema 2. Dimostrare che il tensore di curvatura si 
esprime in funzione delle derivate covarianti nel modo seguente: 


2 (to, No) fo= — VeVab + VaVib + Vin, iù, 


dove È, n, È sono campi vettoriali qualunque, i cui valori nel 
punto considerato sono uguali a È, no, bo- 

Problema 3. Dimostrare che il tensore di curvatura 
soddisfa le seguenti identità: 


Q (E, nié+Q(NnDE+2(5, Ein = 
(O (E, n) a, B)= (2 (a, B)E, n). 


Problema 4. Supponiamo che una metrica riemanniana 
sia definita in un sistema locale di coordinate z,, . ..., z, dalla 
matrice simmetrica gi;: 


= di 81; dx; dr;. 


Indichiamo con e;, ..., én dei campi vettoriali diretti come 
i versori degli assi coordinati (cosicché la derivata nella direzione 
ei è 0; = 0/0x;). Allora si possono calcolare le derivate covarianti 
per mezzo delle formule del problema 1 e delle formule seguenti: 


Ve, = È lie Ti; = =I7 (dign+d;gu— gi) 8", 


dove (g'*) è la matrice inversa di (gui). 

Utilizzando l’espressione del tensore di curvatura del proble- 
ma 2, otteniamo la formula esplicita del tensore di curvatura. 
I numeri Rijai = (2 (ei, €;) ex, €:) si chiamano componenti del 
tensore di curvatura. 

H. Equazione di Jacobi. La curvatura di una varietà rieman- 
niana è strettamente legata al comportamento delle sue geodetiche. 
‘Consideriamo in particolare una geodetica che esce da un punto 
«qualunque in una direzione arbitraria e cambiamo di poco le 
condizioni iniziali, cioè il punto e la velocità iniziali. Le nuove 
condizioni iniziali definiscono una nuova geodetica. Essa in un 
primo momento differisce poco da quella iniziale. Per lo studio 
dello scarto è utile linearizzare l'equazione differenziale delle 
geodetiche nell’intorno della geodetica iniziale. 

L'equazione differenziale lineare ottenuta è del secondo ordine 
(« equazione alle variazioni » per l'equazione delle geodetiche). 
Essa si chiama equazione di Jacobi ed è comodo scriverla in fun- 
zione delle derivate covarianti e del tensore di curvatura. 

Indichiamo con x (t) un punto, che si muove su una geodetica 
della varietà M/ con velocità costante in modulo v (t) E TM.) 
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Se la condizione iniziale dipende in modo differenziabile 
da un parametro a, anche la geodetica dipende dal parametro 
in modo differenziabile. Consideriamo il moto corrispondente 
a un valore del parametro a. Indichiamo con x(t, a) E M la 
posizione del punto all'istante # sulla corrispondente geodetica. 
Faremo corrispondere la geodetica iniziale al valore nullo del 
parametro, in modo che x(t, 0) = x (2). 

Si chiama campo vettoriale della variazione di una geodetica 
la derivata della funzione 7 (t, a) rispetto al parametro a, cal- 
colata per a = 0; il valore di questo campo nel punto x (t) è 
uguale a 


ST |_,20 @)=E()€TMz0 


Per scrivere l'equazione alle variazioni, definiamo ancora la 
derivata covariante rispetto a t del campo vettoriale & (t) definito 
sulla geodetica x (t). La definizione consiste in ciò: prendere un 
vettore & (t + A), trasportarlo parallelamente dal punto x (t + k) 
al punto x (t) lungo la geodetica e quindi differenziare il vettore 
ottenuto nello spazio tangente TM,,, rispetto ad h, perh=0. 
Si ottiene così un vettore dello spazio tangente TM,,, che si 
chiama derivata covariante del campo 5 (t) rispetto a # e si indica 
con DYDt. 

Teorema. Il campo vettoriale della variazione di una geodetica 
verifica l’equazione differenziale lineare del secondo ordine 


DE (1, Bo, (4) 


Dir 

dove £ è il tensore di curvatura, mentre v = v (t) è il vettore velocità 
del moto lungo la geodetica iniziale. 

Inversamente, ogni soluzione dell’equazione differenziale (4) è 
campo di variazione della geodetica iniziale. 

L'equazione (4) si chiama equazione di Jacobi. 

Problema. Dimostrare il teorema formulato. 

Problema. Sia M una superficie, y (t) la componente 
di un vettore È (t) lungo la normale alla geodetica considerata; 
la lunghezza del vettore v (i) sia uguale a 1. Dimostrare che y 
soddisfa l'equazione differenziale 


y= —Ky, (5) 


dove X = K (t) è la curvatura riemanniana della superficie nel 
punto x (t). 

Problema. Utilizzando l’equazione (5), confrontare il 
comportamento delle geodetiche, vicine a una data, sulla sfera 
(K = +?) e sul piano di Lobacevskij (K = —1). 

I. Esame dell’equazione di Jacobi. Per esaminare delle equa- 
zioni alle variazioni è utile escludere le variazioni banali, con- 
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sistenti nel modificare l'origine dei tempi e la grandezza della 
velocità iniziale del moto. A tal fine, scomponiamo il vettore 
variazione È nelle componenti parallela e perpendicolare al vettore 
velocità v. Allora (poiché £ (v, v) = 0 e poiché l'operatore 
O (v, È) è antisimmetrico), per la componente normale otteniamo 
di nuovo l’equazione di Jacobi, mentre per quella parallela 
l'equazione D°E/Dt? = 0. 

Osserviamo ora che l'equazione di Jacobi per la componente 
normale si può riscrivere nella forma dell’'« equazione di Newton » 


D3E 
Dt 


= — grad U. 


dove la forma quadratica U in È si esprime in funzione del tensore 
di curvatura ed è proporzionale alla curvatura X nella direzione 
del piano (È, v): 


U(=+(Q0, Br B=TKE dB, 0). 


Dunque, Za componente normale del vettore variazione di una 
geodetica, percorsa con velocità 1, ha un comportamento descritto 
dall’equazione di un oscillatore lineare (non autonomo), la cui 
energia potenziale è uguale al semiprodotto della curvatura nella 
direzione del piano generato dai vettori velocità e variazione per il 
quadrato della lunghezza della componente normale della variazione. 

In particolare, consideriamo il caso, in cui la curvatura sia 
negativa in tutte le direzioni bidimensionali, contenenti il vettore 
velocità della geodetica (fig. 234). Allora, la deviazione delle 


K>0 K<0 


Fig. 234. Geodetiche vicine su varietà di curvatura positiva e negativa. 


geodetiche vicine da quella data, lungo la normale, è descritto 
dall’equazione di un oscillatore con ‘energia potenziale definita 
negativa (e dipendente dal tempo). Dunque, la componente 
normale della deviazione delle geodetiche vicine si comporta 
come la deviazione dal vertice di un monte di una sfera che si 
trovi vicino a questo vertice. La posizione d’equilibrio della sfera 
sul vertice è instabile. Ciò significa che le geodetiche vicine a quella 
data si allontaneranno esponenzialmente da essa. 
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Se l’energia potenziale dell'equazione di Newton ottenuta 
non dipendesse dal tempo, la nostra conclusione sarebbe perfetta- 
mente rigorosa. Non solo: supponiamo che le curvature nelle 
diverse direzioni, contenenti v, siano comprese nei limiti 


—a°<K<z —b’, dove 0<b<a. 


Allora le soluzioni dell'equazione di Jacobi per le deviazioni 
normali saranno combinazioni lineari di esponenziali con espo- 
nenti +À;, dove i numeri positivi À;, sono compresi tra a e b. 

Perciò ogni soluzione dell'equazione di Jacobi cresce almeno 
come eb l'l sia per ft -+ +00, che per t + —c0; inoltre la maggior 
parte delle soluzioni cresce ancora più velocemente, con velo- 
cità esl!1, 

L’instabilità della posizione d'equilibrio per un'energia po- 
tenziale definita negativa è intuitivamente chiara nel caso non 
autonomo. Si può dimostrare per confronto con un sistema autono- 
mo appropriato. Ci convinciamo, dopo tale confronto, che tutte 
le soluzioni dell'equazione di Jacobi per le deviazioni normali su 
una varietà di curvatura negativa crescono, durante il moto lungo 
una geodetica, almeno come l’esponenziale del cammino percorso, 
il cui esponente è uguale alla radice quadrata del modulo della 
curvatura nella direzione bidimensionale, per cui tale modulo è 
minimo. 

In effetti, la maggior parte delle soluzioni cresce ancora 
più velocemente, ma ora non possiamo affermare che l’esponente 
di crescita della maggior parte delle soluzioni è determinato dalla 
direzione della curvatura negativa più grande in modulo. 

Riassumendo, possiamo dire che il comportamento delle 
geodetiche su una varietà di curvatura negativa è caratterizzato 
dall’instabilità esponenziale. Per una valutazione quantitativa 
di tale instabilità è utile introdurre il cammino caratteristico s, 
come il cammino medio nel percorrere il quale i piccoli errori sulle 
condizioni iniziali aumentano di e volte. 

Più esattamente, il cammino caratteristico s può essere defi- 
nito come l’inverso dell’esponente 4, che caratterizza la crescita 
delle soluzioni dell'equazione di Jàcobi per le deviazioni normali 
dalla geodetica, percorsa con velocità 1: 


x=lim F max max In[ft(t)|, 
T+00 Itl<T [E(0)j=1 


s= 1/4. 


In generale, l'esponente A e il cammino s dipendono dalla geodeti- 
ca iniziale. 

Se le curvature della nostra varietà in tutte le direzioni bidi- 
mensionali sono minori o uguali a —b* (b >0), il cammino caratte- 
ristico non è superiore a b*. 
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Dunque, tanto maggiore è la curvatura negativa della varie- 
tà, tanto minore è il cammino caratte istico s, sul quale l’in- 
stabilità delle geodetiche produce una crescita degli errori di e 
volte. A causa del carattere esponenziale della crescita degli 
errori, l'andamento di una geodetica su una varietà di curvatura 
negativa non può essere in pratica predetto. 

Supponiamo, ad esempio, che la curvatura sia negativa e 
minore o uguale a —4m"?. Il cammino caratteristico non supera 
mezzo metro, cioè su una porzione di geodetica di cinque metri 
l'errore cresce di e!° »— 104 volte. Dunque, un errore di un decimo 
di millimetro sulle condizioni iniziali comporta una deviazione 
dell'ordine del metro alla fine della geodetica. 

L. Flussi geodetici su varietà compatte di curvatura negativa. 
Sia M una varietà compatta riemanniana, la cui curvatura in 
ogni punto sia negativa in tutte le direzioni bidimensionali (tali 
varietà esistono). Consideriamo il moto per inerzia sulla varietà M 
di un punto materiale di massa 1, in assenza di qualsiasi forza 
esterna. La funzione di Lagrange di questo sistema è uguale 
all'energia cinetica, all'energia totale ed è un integrale primo 
delle equazioni del moto. 

Se la varietà M è di dimensione r, allora la varietà di livello 
dell'energia è di dimensione 2n — 1. Questa varietà è una sotto- 
varietà del fibrato tangente della varietà M. Fissiamo, ad esempio, 
il valore della costante dell'energia 1/2 (che corrisponde alla 
velocità iniziale 1). Allora la velocità del punto resterà sempre 
uguale a 1 e la nostra varietà di livello sarà lo spazio del fibrato 


TMc TM, 


costituita delle sfere unitarie degli spazi tangenti a MM in ogni 
punto. 

Dunque, un punto della varietà 7,/M rappresenta un vettore 
di lunghezza unitaria, applicato in un punto della varietà M. 
In accordo col principio di Maupertuis — Jacobi, il moto di un 
punto materiale con condizioni iniziali fissate su 7;M si può 
descrivere così: il punto si muove con velocità 1 lungo la geodetica 
definita dal vettore indicato. 

Per la legge di conservazione dell’energia la varietà 7,M 
è una varietà invariante nello spazio delle fasi del nostro sistema. 

Perciò, il nostro flusso di fase definisce un gruppo a un para- 
metro di diffeomorfismi della varietà di dimensione 2n — 1, 7;M. 
Questo gruppo si chiama flusso geodetico su M. Il flusso geodetico 
può essere descritto nel modo seguente: una trasformazione che al 
tempo t manda un vettore unitario È € 7;M, applicato in un 
punto x, nel vettore velocità unitario della geodetica, uscente dal 
punto x nella direzione di È, applicato nel punto di tale geodetica 
che si trova a una distanza ? dal punto x. Osserviamo che si defi- 


312 


nisce naturalmente l’elemento di volume in 7;M e che il flusso 
geodetico, per il teorema di Liouville, lo conserva. 

Fin qui la negatività della curvatura della varietà M non 
ha svolto alcun ruolo. Ma per quanto riguarda lo studio delle 
traiettorie del flusso geodetico descritto, la negatività della 
curvatura ha una grande influenza sul loro comportamento (ciò 
è legato all’instabilità esponenziale delle geodetiche su M). 

Esponiamo alcune delle proprietà dei flussi geodetici su 
varietà di curvatura negativa (per maggiori dettagli vedere il 
libro di D. V. Anossov, citato a pag. 299). 

1. Quasi tutte le traiettorie sono ovunque dense su una varie- 
tà di livello dell'energia (le traiettorie, che non sono ovunque 
dense, formano un insieme di misura nulla). 

2. Distribuzione uniforme: quasi ogni traiettoria resta in 
qualunque dominio dello spazio delle fasi 7,M per un intervallo 
di tempo proporzionale al volume del dominio. 

3. Il flusso di fase g' ha una proprietà di « mixing »: se A e B 
sono due domini, si ha 


lim mis[(g'4) N) B] = mis 4 mis B 
t+00 


(dove mis indica il volume, normalizzato dalla condizione che la 
misura di tutto lo spazio è uguale a 1). 

Da queste proprietà delle traiettorie nello spazio delle fasi 
derivano proposizioni analoghe per le geodetiche sulla stessa 
varietà. I fisici chiamano tali proprietà « stocasticità »: asintoti- 
camente, per f grande, la traiettoria si comporta come se il punto 
fosse aleatorio. Per esempio, la proprietà di « mixing » significa 
che la probabilità di ritrovarsi in B, dopo l'uscita da A, è pro- 
porzionale al volume di 28 dopo un intervallo di tempo 
t grande, ecc. 

Dunque, l'instabilità esponenziale delle geodetiche su una 
varietà di curvatura negativa determina la stocasticità del corrispon- 
dente flusso geodetico. 

M. Altre applicazioni dell’instabilità esponenziale. L'’insta- 
bilità esponenziale delle geodetiche di curvatura negativa, a 
cominciare da Hadamard (e nel caso di curvatura costante da 
Lobatevskij), è stata studiata da numerosi autori e in particolare 
da E. Hopf. È stata una scoperta inattesa degli anni sessanta la 
sorprendente stabilità dei sistemi esponenzialmente instabili 
rispetto alle perturbazioni del sistema. 

‘ Consideriamo, per esempio, un campo vettoriale che definisce 
un flusso geodetico su una superficie compatta di curvatura 
negativa. Come è stato indicato sopra, le curve di fase di tale 
flusso sono molto complesse: quasi tutte sono ovunque dense 
sulla varietà tridimensionale di livello dell’energia. Questo 
flusso ha un numero infinito di traiettorie chiuse e l’insieme dei 
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punti delle traiettorie chiuse è anch’esso ovunque denso nella 
varietà tridimensionale di livello dell'energia. 

Consideriamo ora un campo vettoriale vicino. Nonostante la 
complessità delle curve di fase, il passaggio a un campo vicino 
quasi non cambia questo quadro, con traiettorie di fase ovunque 
dense e un'infinità di traiettorie chiuse. Precisamente, esiste un 
émeomorfismo vicino alla trasformazione identica, che'manda le 
traiettorie di fase del flusso non perturbato in quelle del flusso 
perturbato. 

. Dunque, il nostro flusso di fase di forma complessa possiede 
la stessa proprietà di « scarsa sensibilità » o « stabilità strutturale » 
di un ciclo limite, diciamo, o di un fuoco stabile sul piano. Osser- 
viamo che né un centro sul piano, né le eliche di un toro godono 
di questa proprietà: il tipo topologico dell'immagine di fase in 
questi casi varia per una piccola variazione del campo vettoriale. 

La possibilità di sistemi insensibili con moti complessi, 
‘ognuno dei quali in sé è esponenzialmente instabile, è una delle 
recenti scoperte fondamentali nella teoria dele equazioni diffe- 
renziali ordinarie (l’ipotesi della stabilità strutturale dei flussi 
geodetici su varietà di curvatura negativa è stata fatta da S. Sma- 
le nel 1961, mentre la dimostrazione è stata data da D. V. Anossov 
e pubblicata nel 1967; risultati fondamentali sulla stocasticità 
di questi flussi sono stati ottenuti da Ja. G. Sinaj e D. V. Anossov 
sempre negli anni sessanta). 

Prima si supponeva che in wn sistema di equazioni diffe- 
renziali di « forma generale » erano possibili solo regimi limite 
stabili semplici: posizioni di equilibrio e cicli. Se il sistema era 
più complesso (conservativo, per esempio), allora si ammetteva 
che cambiando un poco i suoi livelli (per esempio, tenendo conto 
di piccole perturbazioni non conservative) i moti complessi 
« si decompongono » in moti semplici. Ora sappiamo che le cose 
stanno diversamente e che nello spazio funzionale dei campi 
vettoriali vi sono interi domini, composti di campi con un anda- 
mento più complicato delle curve di fase. 

Le conclusioni che ne derivano coprono una larga classe di 
fenomeni, in cui si osserva il comportamento « stocastico » di 
‘oggetti deterministici. 

Cioè immaginiamo che nello spazio delle fasi di un sistema 
(non conservativo) esista una varietà (o un insieme) invariante 
attrattiva, su cui le curve di fase sono esponenzialmente instabili. 
Sappiamo ora che sistemi con questa proprietà non sono un'ecce- 
zione: le proprietà indicate si conservano per una piccola varia- 
zione del sistema. Cosa vedrà lo sperimentatore, che osserva i moti 
di un tale sistema? 

L’approssimarsi delle curve di fase all'insieme attrattivo 
sarà percepito come un regime limite. Il moto ulteriore del punto 
di fase vicino all'insieme attrattivo provocherà delle variazioni 
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di « fase » caotiche, difficilmente prevedibili, da considerare come 
« stocasticità » o « turbolenza ». 

Purtroppo, finora non è stata fatta un'analisi convincente 
degli esempi fisici di tale natura dal punto di vista indicato. 
l'esempio che viene naturale è l'instabilità idrodinamica di un 
fluido viscoso, descritto dall'equazione di Navier — Stokes. 

Lo spazio delle fasi di questo problema è di dimensione 
infinita (si tratta dello spazio dei campi vettoriali di divergenza 0 
nella regione della corrente), ma l’infinità della dimensione non è, 
evidentemente, un ostacolo serio, perché la viscosità smorza -le 
armoniche superiori (i piccoli vortici) tanto più velocemente 
quanto più è elevato l'ordine dell’armonica. Perciò le curve di 
fase dello spazio di dimensione infinita si avvicinano alla varietà 
(o insieme) di dimensione finita, cui appartengono anche i regimi 
limite. 

Per una viscosità elevata esiste una posizione di equilibrio 
attrattiva stabile (« corrente stazionaria stabile »). Al diminuire 
della viscosità essa perde la stabilità; inoltre può apparire, pet 
esempio, un ciclo limite stabile nello spazio delle fasi (« corrente 
periodica ») o una posizione di equilibrio stabile di tipo nuovo 
(« corrente stazionaria secondaria »)*®. Ancora, man mano’ che 
diminuisce la viscosità, entra in gioco un numero crescente di 
armoniche e i regimi limite possono aumentare di dimensione. 

Per una viscosità piccola sembra del tutto verosimile ‘il 
passaggio a regimi limite con traiettorie esponenzialmente insta- 
bili. Purtroppo non sono stati fatti sinora i calcoli corrispondenti, 
a causa dei limiti dei calcolatori. Tuttavia si può trarre la seguente 
conclusione generale senza fare calcoli: perché appaiano fenomeni 
di tipo turbolenza non è necessaria la non esistenza o la non uni- 
cità delle soluzioni: è sufficiente l'instabilità esponenziale, che 
si incontra persino in sistemi deterministici con un numero finito 
di gradi di libertà. 

Come ulteriore esempio di applicazione dell'instabilità espo- 
nenziale indichiamo la dimostrazione, annunciata da Ja. G. Sinaj, 
dell’« ipotesi ergodica » di Boltzmann per un sistema di sfere 
solide. L’ipotesi consiste nell'affermare che il flusso di fase, 
corrispondente al moto di sfere perfettamente elastiche in una 
scatola con pareti elastiche, è ergodico su insiemi connessi di 
livello dell'energia. (L’ergodicità significa che quasi ogni curva 
di fase trascorre in ogni regione misurabile dell'insieme di livello 
un tempo proporzionale alla misura di questa regione.) 

L'ipotesi di Boltzmann permette di scambiare le medie tempo- 
rali con quelle spaziali e a lungo è stata considerata necessaria 


! Per maggiori dettagli sulla perdita di stabilità si veda Lezioni sulle 
biforcazioni e le famiglie versali, « Uspekhi matematiceskikh nauk » 27, n. 5, 
1972, 119-184 (in russo). 
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come fondamento della meccanica statistica. In effetti, per il 
passaggio al limite statistico (il numero delle particelle tende 
all'infinito) l'ipotesi di Boltzmann (dove si tratta di limits per 
il tempo che tende all'infinito) non è necessaria. Tuttavia l’ipote- 
si di Boltzmann ha dato origine a tutta l'analisi delle proprietà 
stocastiche dei sistemi dinamici (la cosiddetta teoria ergodica) 
e la sua dimostrazione serve come metro di misura della maturità 
di questa teoria. 

L’instabilità esponenziale delle traiettorie nel problema di 
Boltzmann deriva dagli urti tra le sfere e può essere spiegata nel 
modo seguente. 

Consideriamo, per semplicità, un sistema di due sole particel- 
le sul piano e sostituiamo il cassetto quadrato con un toro piano 
{(x, y) mod 1}. Allora possiamo considerare fissa una delle par- 

ticelle (utilizzando la conservazione degli 


impulsi), mentre l’altra si può assimilare 
a un punto. 
Passiamo così al problema tipo del 
. moto di un punto su un biliardo torico con 
parete circolare nel mezzo, su cui il punto 
si riflette secondo la legge di riflessione 
« l'angolo d’incidenza è uguale all'angolo 
Fig. 235. Biliardo to- di riflessione » (fig. 239). 
rico con parete circo- Per lo studio di questo problema con- 
lare disperdente. sideriamo un altro biliardo analogo, limi- 
tato esternamente da una curva piana con- 
vessa (per esempio il moto di un punto dentro un'ellisse). Il 
moto su tale biliardo si può considerare come il caso limite di 
un flusso geodetico sulla superficie di un ellissoide. Il passaggio 
al limite consiste nel ridurre fino a zero l’asse minore dell’ellis- 
soide. Le geodetiche sull’ellissoide si trasformano allora nelle 
traiettorie sul biliardo ellittico. Inoltre, si constata che è logico 
considerare l’ellisse come a due facce e che dopo ogni riflessione 
la geodetica passa da una faccia all’altra dell'ellisse. 

Torniamo ora al nostro biliardo torico. Anche qui si può 
considerare il moto come caso limite di un flusso geodetico su una 
superficie regolare. Questa superficie si ottiene se consideriamo 
un toro con un buco come una superficie a due facce, cui si con- 
ferisce un certo spessore, avendo arrotondato lo spigolo acuto. 
Si ottiene una superficie con la topologia di un mostacciolo (sfera 
con due manici). 

Se gonfiando un'ellisse si ottiene una superficie di curvatura 
positiva, un ellissoide, gonfiando un toro con un buco si origina 
una superficie di curvatura negativa (in entrambi i casi la curva- 
tura è concentrata vicino al bordo, ma il gonfiamento si può 
effettuare in modo che non vari il segno della curvatura). 

Dunque il moto nel nostro biliardo torico si può considerare 
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come caso limite del moto su una geodetica di una superficie di 
curvatura negativa. 

Ora per la dimostrazione dell’ipotesì di Boltzmann (nel caso 
semplice considerato) è sufficiente verificare che l’analisi delle 
proprietà stocastiche dei flussi geodetici su superfici di curvatura 
negativa rimane valida nel caso limite indicato. 

La dimostrazione dettagliata è molto complicata. Ne è stata 
pubblicata solo una parte, riguardante un sistema di due particelle 
(Ja. G. Sinaj, Sistemi dinamici con riflessioni elastiche, 
« Uspekhi'matematideskikh nauk » 25, n. 2, 1970, 144-492, in 
rUSSo). 


Appendice 2 


Geodetiche delle metriche invarianti 
a sinistra su dei gruppi 
di Lie e idrodinamica del fluido perfetto 


Il moto euleriano di un corpo rigido può essere descritto 
come il moto su una geodetica sul gruppo delle rotazioni di uno 
spazio euclideo tridimensionale, munito di una metrica rieman- 
niana invariante a sinistra. Una parte significativa della teoria 
di Eulero è legata solo a questa invarianza e perciò si trasporta 
al caso di gruppi diversi. 

Tra gli esempi, inclusi da tale generalizzazione della teoria 
di Eulero, vi sono il moto di un corpo solido in uno spazio multi- 
dimensionale e, di particolare interesse, l’idrodinamica del fluido 
perfetto (incomprimibilee non viscoso). Nell'ultimo caso il gruppo 
in questione è un gruppo di diffeomorfismi di un dominio di flusso, 
che conservano l’elemento di volume. Il principio di minima 
azione in questo esempio significa che il moto del fluido è descrit- 
to da una geodetica di una metrica, definita dall’eriergia cinetica 
(se si vuole si può considerare questo principio come definizione 
matematica del fluido perfetto). È facile verificare che la metrica 
indicata è invariante (a destra). 

Infine, la generalizzazione al caso di dimensione infinita 
dei risultati, ottenuti per i gruppi di Lie di dimensione finita, 
va fatta con delle precauzioni. Per esempio, non vi sono ancora 
nell’idrodinamica tridimensionale teoremi di esistenza ed unicità 
delle soluzioni delle equazioni di moto. 

Tuttavia è interessante vedere le conclusioni, cui si pervie- 
ne con una trasposizione formale al caso di dimensione infinita 
delle proprietà delle geodetiche su gruppi di Lie a dimensione 
finita. Queste conclusioni hanno il carattere di proposizioni 
a priori (identità, disuguaglianze, ecc.), che devono essere vere 
per qualunque interpretazione ragionevole delle soluzioni. In 
alcuni casi le conclusioni ottenute qui possono essere giustificate 
rigorosamente e direttamente, tralasciando l’analisi del caso di 
dimensione infinita. 

Per esempio, le equazioni di Eulero del moto di un corpo 
rigido hanno come analogo in idrodinamica le equazioni di Eulero 
del moto del fluido perfetto. Al teorema di Eulero sulla stabilità 
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delle rotazioni intorno agli assi maggiore e minore dell’ellissoide 
d'inerzia, corrisponde il teorema leggermente generalizzato di 
Rayleigh sulla stabilità dei flussi, che non presentano punti di 
flesso nel profilo delle velocità, ecc. 

Dalle formule di Eulero si deduce anche, senza difficoltà, 
l'espressione esplicita della curvatura riemanniana di un gruppo 
n metrica invariante da un lato. Nel caso idrodinamico troviamo 
la curvatura di un gruppo di diffeomorfismi che conserva l’ele- 
mento di volume. 

interessante notare che per direzioni bidimensionali ab- 
bastanza buone, la curvatura è finita e in molti casi negativa. 

La negatività della curvatura implica l’instabilità esponen- 
ziale delle geodetiche (vedere appendice 1). Nel caso considerato 
le geodetiche sono le linee di corrente del fluido perfetto. Quindi 
dal calcolo della curvatura del gruppo di diffeomorfismi si può 
ottenere una certa informazione sull’instabilità dei moti del 
fluido perfetto. 

Più precisamente, la curvatura definisce il cammino caratte- 
ristico, sul quale gli errori sulle condizioni iniziali crescono di e 
volte. La negatività della curvatura impedisce praticamente 
qualsiasi predizione sul moto: su un cammino, più grande di 
quello caratteristico di solo qualche volta, lo scarto delle condi- 
zioni iniziali da quelle calcolate cresce centinaia di volte. 

In questa appendice si espongono brevemente i risultati dei 
calcoli, legati alle geodetiche su gruppi a metriche invarianti 
da un lato. Le dimostrazioni e maggiori dettagli si possono trovare 
nei seguenti lavori: 

V. Arnold, Sur la géométrie différentielle des groupes de 
Lie de dimension infinie et ses applications à l’hydrodinamique 
des fluides parfaits, « Annales de l’Institut Fourier », XVI, n. 1, 
1966, 319-361. 

V. Arnold, Su una maggiorazione a priori della teoria 
della stabilità idrodinamica, « Izvestija vuzov », Matematica, 
n. 5 (54), 1966, 3-5 (in russo). 

V. Arnold, Osservazioni sul comportamento dei moti 
del fluido perfetto tridimensionale per una piccola perturbazione 
del campo iniziale di velocità, PMM 836, n. 2, 1972, 255-262 (in 
russo). . 
V. Arnold, Hamiltonicità delle equazioni di Eulero 
della dinamica del corpo rigido e del fluido perfetto, UMN XXIV, 
n. 3 (147), 1969, 225-226 (in russo). 

L. Dikij, Osservazioni sui sistemi hamiltoniani legati al 
gruppo delle rotazioni, « Analisi funzionale e sue applicazioni » 
6, n. 4, 1972 (in russo). 

D. G. Ebin, J. Marsden, Groupsof diffeomorphisms 
and the motion of an incompressible fluid, « Annals of Math. » 
92, n. 1, 1970, 102-163. 


319 


O. Ladygenskaja, Sulla risolubilità in piccolo dei 
problemi non stazionari per i liquidi perfetti incomprimibili 
e viscosi e per una viscosità che tende a zero, « Problemi al con- 
torno della fisica matematica », t. 5 (« Appunti dei seminari di 
studio LOMI », t. 21), Leningrado, « Nauka », 1971, 65-78 (in 
russo). 

A. Miséenko, Integrali dei flussi geodetici sui gruppi 
di Lie, « Analisi funzionale e sue applicazioni » 4, n. 3, 1970, 
73-78 (in russo). 

A. Obukho v, Sugli invarianti integrali nei sistemi di 
tipo idrodinamico, DAN 184, n. 2, 1969 (in russo). 

L. Faddeev, Per la teoria della stabilità dei moti sta- 
zionari paralleli piani del fluido perfetto, « Problemi al contorno 
della fisica matematica», t. 5 (« Appunti dei seminari di studio 
LOMI », t. 21), Leningrado, « Nauka », 1971, 164-172 (in russo). 

A. Notazioni. Rappresentazioni aggiunta e coaggiunta. Sia 
G un gruppo reale di Lie, g la sua algebra, cioè lo spazio tangente 
al gruppo nell'unità, munito dell'operazione di commutazione [,]. 

Il gruppo di Lie opera su se stesso con traslazioni a sinistra 
e a destra: per ogni elemento g del gruppo G sono definiti dei 
diffeomorfismi del gruppo in se stesso 


Lg G+G, Lg = gh; RyG+G, Ryà= hg. 
Noteremo le applicazioni indotte degli spazi tangenti con 
Le: TG, > TGgni R gs: TG, > TGhg 


per ogni & € G. 

Il diffeomorfismo Ry3L, è un automorfismo interno del 
gruppo. Esso lascia al suo posto l’unità del gruppo. La sua derivata 
nell'unità è un’applicazione lineare dell'algebra (cioè dello 
spazio tangente al gruppo nell'unità) in se stessa. Tale applica- 
zione sarà indicata con 


Adgi:g+ 9, Ady= (Reg Lg)*e 


e si chiama rappresentazione aggiunta del gruppo. 
Si verifica facilmente che Ad, è un omomorfismo dell'algebra, 
cioè che 


Adg [E, n] = [Adgè, Adgn], È, U E G- 


È chiaro anche che Ady, = AdzAdy. 

Consideriamo inoltre Ad come un'applicazione del gruppo 
nello spazio degli operatori lineari sull’algebra: Ad (g) = Ady. 

L’applicazione Ad è differenziabile. Consideriamo la sua 
derivata nell’unità del gruppo. Questa derivata è un'applicazione 
lineare dall’algebra nello spazio degli operatori lineari su di essa. 
L'applicazione così costruita sarà indicata con ad, mentre l’im- 
magine di un elemento È dell'algebra sotto questa applicazione 
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verrà indicata con ads. Dunque ad: è un endomorfismo dell’al- 
gebra e abbiamo 
d 
ad = Ada: g-+Endg, adi= # lo Ad, 
dove e'è è un gruppo a un parametro'con vettore tangenrte E. Dalla 
formula scritta si deriva facilmente l’espressione di ad in termini 
della sola algebra: 


adzn = IE, n]. 


Consideriamo lo spazio lineare g* duale dell'algebra di Lie g. 
Si tratta dello spazio delle funzioni lineari reali definite sul- 
l’algebra di Lie. In altri termini, g* è lo spazio cotangente al 
gruppo nell'unità, g* = 7*G.. 

Il valore dell'elemento E dello spazio cotangente al gruppo 
in un qualunque punto g, sull’elemento n dello spazio tangente 
nello stesso punto, sarà notato per mezzo di parentesi tonde: 


(E, nnER, EET*G,, nE TG, 


Le traslazioni a sinistra e a destra inducono negli spazi 
cotangenti degli operatori, duali di Ly» e Ry-. Li noteremo con 


Li: T*Gen > T*Gh, Ri: T*Gng+ T*Gx 
per ogni — € G. Questi operatori sono definiti dalle identità 
(LgE, n) = (È, Lgan), (Ri È, n)= = (È, R gen). 


L'operatore, duale dell’ operatore Adg, applica lo spazio cotan- 
wente al gruppo nell'unità in se stesso. Lo si indica con 


Adg: g* — g* 
ed è definito dall’identità 


Gli operatori Ad}, dove g percorre il gruppo di Lie G, formano 
una rappresentazione di questo gruppo, cioè sussiste la relazione 


Ad*,= AdtAd*. 


Tale rappresentazione si chiama rappresentazione coaggiunta 
«del gruppo e svolge un ruolo importante in tutte le questioni, che 
riguardano le metriche invarianti (a sinistra) sul gruppo. 

Consideriamo la derivata dell'operatore Ad? rispetto a g 
nell'unità del gruppo. Tale derivata è un'applicazione lineare 
dall’algebra nello spazio degli operatori lineari, definiti sullo 
spazio duale dell'algebra. L'applicazione lineare in questione 
viene indicata con ad*, mentre l’immagine sotto la sua azione 
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di un elemento È dall’algebra si indica con adî. Dunque adî è un 
operatore lineare sullo spazio duale dell'algebra, 


adf: g*—+g*. 
Si constata facilmente che l’operatore adf è coniugato di adi: 
(adfn, ©) == (n, adi ©) per tutti gli n E g*, LE g. 
A volte è comodo notare l’effetto di ad* con parentesi graffe: 
ad? n ={}, n}, dove EE g, nE sg”. 


Dunque, la parentesi graffa designa una funzione bilineare da 
g X g* in g*, legata al commutatore dell'algebra dall’identità 


({5, n}, ©) = (n, IE, dI). 


Consideriamo le orbite della rappresentazione coaggiunta del 
gruppo nello spazio duale dell'algebra. Su ognuna di queste orbite 
esiste una struttura simplettica naturale (chiamata formula di 
Kirillov, poiché egli se ne servì per primo nello studio delle rap- 
presentazioni nilpotenti dei gruppi di Lie). Perciò, le orbite della 
rappresentazione coaggiunta sono sempre di dimensione pari. 
Notiamo anche che si ottiene tutta una serie di esempi di varietà 
simplettiche, considerando diversi gruppi di Lie e tutte le possi- 
bili orbite. 

Una struttura simplettica sulle orbite della rappresentazione 
coaggiunta è definita nel modo seguente. Sia x un punto dello 
spazio duale dell'algebra, È il vettore tangente in questo punto 
alla sua orbita. Poiché g* è uno spazio lineare, possiamo ritenere 
il vettore È, che a rigor di termini appartiene allo spazio tangente 
a g* nel punto z, come giacente in g*. 

Il vettore È si può rappresentare (in molti modi) sotto forma 
del vettore velocità di moto del punto x nella rappresentazione. 
coaggiunta di un gruppo a un parametro e°’ con vettore velocità 
a € g. In altri termini, ogni vettore È, tangente all’orbita del 
punto x nella rappresentazione coaggiunta del gruppo, si esprime 
in funzione di un vettore appropriato a dell'algebra secondo la. 
formula 


è =fa, x}, a Eg, xEg*. 

Siamo ora in grado di definire il valore della 2-forma simplet- 
tica 2 sulla coppia di vettori È,, È,, tangenti all'orbita del punto x. 
Più esattamente, esprimiamo È, e È, in funzione di alcuni elementi 
dell'algebra a, e a,, secondo la formula precedente, e quindi 
formiamo, con questi due elementi dell’algebra ed un elemento 
dello spazio duale, lo scalare 


o, (È, Es) <= (7, [a,, asl), I E g*, di € Gg. 
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Si verifica senza difficoltà che 1) la forma bilineare £ è definita 
correttamente, cioè il suo valore non dipende dalla scelta di a,; 
2) la forma £} è antisimmetrica e, quindi, definisce una 2-forma 
differenziale £ sull'orbita; 3) la forma £ è nen degenere e chiusa 
(le dimostrazioni si trovano, per esempio, nell'Appendice 5). 

Così, la forma £ è una struttura simplettica sull’orbita della 
ra )presentazione coaggiunta. 

B. Metriche invarianti a sinistra. Una metrica riemanniana su 
un gruppo di Lie G si chiama invariante a sinistra, se essa si con- 
serva per tutte le traslazioni a sinistra Ly, cioè se la derivata di 
una traslazione a sinistra manda ogni vettore in un vettore della 
stessa lunghezza. 

È sufficiente definire una metrica riemanniana invariante 
a sinistra in un solo punto del gruppo, per esempio nell'unità: 
si può allora introdurre la metrica negli altri punti con trasla- 
zioni a sinistra. Dunque, su un gruppo vi sono tante metriche 
riemanniane invarianti a’sinistra, quante strutture euclidee 
sull’algebra. 

Una struttura euclidea sull’algebra è definita da un operatore 
simmetrico definito positivo, dall’algebra nel suo spazio duale. 
Dunque, sia A: g-> g* un operatore lineare simmetrico e posi- 
tivo: 

(AÉ, n) = (An, È) per tutti gli È, n E g. 
(La positività di A non è fondamentale, ma nelle applicazioni 
meccaniche la forma quadratica (AÈ, È) è definita positiva.) 


Definiamo l'operatore simmetrico Ag: TG, + T*G; con la 
traslazione a sinistra 


AgÈ == Li. A Lg: sb. 


Otteniamo così il seguente diagramma commutativo di operatori 
lineari: 


, Ad g , 
Lug-: Rug: 


Il prodotto scalare definito dall'operatore A, sarà notato con 
parentesi angolari: 


(È, M)g = (A gi, n) = (Ag, E) =(N, E) g- 


(Questo prodotto scalare definisce sul gruppo G una metrica rieman- 
niana, invariante rispetto alle traslazioni a sinistra. 
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Il prodotto scalare nell’algebra lo indicheremo semplicemente 
con ( ,). Definiamo l'operazione B: g X g-+ g con l'identità 


([a, bl, c)= (8 (c, a), db) per ogni dbE g. 


É chiaro che l'operazione B è bilineare e antisimmetrica nel 
secondo argomento, se il primo è fissato: 


(B (c, a), b) + (B (c, d), a)=0. 


C. Esempio. Sia G = SO(3) il gruppo delle rotazioni dello 
spazio euclideo tridimensionale, cioè lo spazio delle configura- 
zioni di un corpo rigido, vincolato in un punto. Il moto del corpo 
è descritto allora dalla curva g = g (t) sul gruppo. L’algebra di 
Lie del gruppo G è lo spazio tridimensionale delle velocità angola- 
ri di tutte le possibili rotazioni. Il commutatore di questa algebra 
è il prodotto vettoriale usuale. 


La velocità di rotazione del corpo g è un vettore, tangente al 
gruppo nel punto g. Per ottenere la velocità angolare bisogna 
trasportare questo vettore nello spazio tangente al gruppo nel- 
l’unità, cioè nell’algebra. Ma ciò si può fare in due modi: con una 
traslazione a destra e con una a sinistra. In corrispondenza si 
ottengono due diversi vettori dell'algebra: 


Od = Lg-128 E 8, 0g = Rg-148 E g. 


Questi due vettori non sono altro che « la velocità angolare rispet- 
to al corpo » e « la velocità angolare rispetto allo spazio ». 

In effetti, all'elemento g del gruppo G corrisponde la posi- 
zione del corpo, che si ottiene da uno stato iniziale (scelto arbitra- 
riamente e corrispondente all'unità del gruppo) con il moto g. 
Sia © un elemento dell'algebra. 

Indichiamo con e?' il gruppo a un parametro delle rotazioni 
con velocità angolare ©w; © è la tangente nell'unità al gruppo in 
questione. Consideriamo ora lo spostamento 


etg, doveg=g(t) EG, MwÉEg, tK1 
ottenuto dallo spostamento di g con una rotazione di velocità 


angolare ©, durante un tempo t piccolo. Se il vettore g coincide 
con il vettore 


d 


di edt 
dt Tt=0 8; 
w si definisce velocità angolare rispetto allo spazio e si indica 


con ©y. Dunque @, si ottiene da g con una traslazione a destra. 
In modo analogo, si dimostra che la velocità angolare rispetto 


“ 


al corpo è una traslazione a sinistra, nell'algebra, del vettore g. 
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Nel nostro esempio lo spazio duale dell'algebra, g*, è quello 
dei momenti cinetici. | 

L'energia cinetica del corpo è definita dal vettore velocità 
angolare nel corpo e non dipende dalla posizione del corpo nello 
spazio. Perciò l'energia cinetica definisce una metrica riemanniana 
invariante a sinistra sul gruppo. L'operatore simmetrico definito 
positivo Ag: TGg + T*G;, che definisce questa metrica, si 
chiama operatore (o tensore) d'inerzia; esso è legato all'energia 
cinetica dalla formula 


4 . . 4 4 1 ° ° 
T=- 8 B)g= 3 (Oo 0) =+ (Aw0, o) =- (Agg, 8)» 


dove A: g- g* è il valore di Ag perg=e. 
L'immagine del vettore g sotto l'operatore d'inerzia Ag si 


chiama momento cinetico e si indica con M = Agg. 

Il vettore M giace nello spazio cotangente al gruppo nel 
punto g e lo si può trasportare nello spazio cotangente al gruppo 
nell’unità, sia con traslazioni a sinistra che con traslazioni a 
destra. Si ottengono in corrispondenza due vettori 


M.,=LgM € g*, 
M,= RM €g*. 


Questi vettori dello spazio duale dell'algebra non sono altro 
che il momento cinetico rispetto al corpo (M.) e il momento 
cinetico rispetto allo spazio (M,). Il secondo si deduce facilmente 
dall'espressione dell'energia cinetica, in funzione del momento 
e della velocità angolare, 


1 1 ° 
T== (Mo, o)=+(M, 8) 


In accordo col principio di minima azione, il moto del corpo 
rigido per inerzia (in assenza di forze esterne) è una geodetica sul 
gruppo delle rotazioni, munito della metrica invariante a sinistra, 
che abbiamo indicato. 

Considereremo ora le geodetiche di una qualunque metrica 
riemanniana invariante a sinistra, su un qualunque gruppo di Lie, 
come i moti di un « corpo rigido generalizzato » con spazio delle 
configurazioni G. Tale « corpo rigido di gruppo G » è definito 
dalla sua energia cinetica, cioè da una forma quadratica definita 
positiva sull’algebra di Lie. Più esattamente, rappresenteremo 
le geodetiche della metrica invariante a sinistra sul gruppo G, 
definita dalla forma quadratica (@, w) sull’algebra, come i moti 
di un corpo rigido di gruppo G ed energia cinetica (@, «w)/2. 
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Ad ogni moto ft» £ (t) del nostro corpo rigido generalizzato, 
possiamo far corrispondere le quattro curve seguenti: 


Lr» Oo(1)CE8, tm» O, (1)Cg, 
tr» M.(t)Eg*, tr-M,(t)Es°, 


chiamate moti dei vettori velocità angolare e momento nel corpo’ 
e nello spazio. | 

Le equazioni differenziali, cui obbediscono queste curve, 
sono state trovate da Eulero per l’usuale corpo rigido. Ma esse 
sono valide nello stesso caso più generale di un qualunque grup- 
po Ger ii chiameremo equazioni di Eulero per il corno rigido 
generalizzato. 

Osservazione. Nella comune teoria del corpo rigido 
sono identificati sei diversi spazi di dimensione 3: R*, R°*, g, g*, 
TGg, T*Gg. Il fatto che la dimensione dello spazio R*, in cui 
si muove il corpo, e quella dell'algebra di Lie g del suo gruppo 
dei moti coincidano, è del tutto casuale e vero per n = 3; infatti, 
nel caso n-dimensionale, g ha dimensione n (n — 1)/2. 

L’identificazione dell'algebra di Lie g con il suo spazio 
duale g* ha una giustificazione più profonda. Il fatto è che sul 
gruppo delle rotazioni esiste una metrica riemanniana (unica 
a meno di un fattore) invariante bilaterale. Questa metrica defi- 
nisce una volta per tutte un isomorfismo degli spazi lineari g e g* 
(e anche di TG, e T*G;). Essa permette quinii di considerare 
giacenti nello stesso spazio euclideo i vettori velocità angolare 
e momento. In seguito a tale identificazione, l'operazione { , } 
si trasforma nel commutatore dell'algebra, preso col segno meno. 

Una metrica invariante bilaterale esiste su ogni gruppo di 
Lie compatto; quindi, nello studio dei moti dei corpi rigidi a 
gruppi compatti, si possono identificare gli spazi delle velocità 
angolari e dei momenti. Tuttavia, noi non opereremo questa 
identificazione, avendo come scopo essenziale le applicazioni 
al caso non compatto (e perfino di dimensione infinita) di gruppi 
di diffeomorfismi. 

D. Equazioni di Eulero. I risultati di Eulero (da lui ottenuti 
nel caso particolare G = SO (3)) si possono formulare sotto forma 
dei seguenti teoremi sul moto dei vettori velocità angolare e mo- 
mento di corpi rigidi generalizzati di gruppo G. 

Teorema 1. Il vettore momento rispetto allo spazio si conserva 
durante il moto: 

dMs 
dt 

Teorema 2. Il vettore momento rispetto al corpo soddisfa 
l'equazione di Eulero: 

dM._ 


n= {05, Mo} 
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Le dimostrazioni di questi teoremi per il corpo rigido gene- 
falizzato sono le stesse che per quello ordinario. 

Osservazione 41. Il vettore velocità angolare nel 
corpo @, si esprime linearmente in funzione del vettore momento 
nel corpo M., ricorrendo all'operatore inverso di quello d’inerzia: 
o. = AM.. Perciò, l'equazione di Eulero si può considerare 
come un’equazione nel solo vettore momento rispetto al corpo; 
il suo membro destro è una forma quadratica in M.. 

Possiamo esprimere questo risultato anche nel seguente modo. 
Consideriamo il flusso di fase del nostro corpo rigido. (Il suo 
spazio delle fasi 7*G ha una dimensione doppia rispetto a quella n 
del gruppo G o dello spazio dei momenti g*.) Allora questo flusso 
di fase, definito su una varietà 2n-dimensionale, si fattorizza sul 
flusso, definito dall’equazione di Eulero nello spazio lineare 
n-dimensionale g*. 

Si chiama fattorizzazione del flusso di fase g', definito su 
una varietà X sul flusso di fase f' definito su una varietà Y, 
un'applicazione regolare n di X sù Y, che manda i moti g* nei 
moti f', in modo che sia commutativo il diagramma 


» 

X>X 

x| | cioè ng'=f‘n. 
p 


Nel nostro caso X = 7*G è lo spazio delle fasi del corpo, Y = 
= g* lo spazio dei momenti cinetici. La proiezione n: T*G + g* 
è definita dalle traslazioni a sinistra (nM = LgéM per M € T*G;). 
Inoltre, g* è il flusso di fase del corpo in questione nello spazio 
2n-dimensionale 7*G, mentre f' è il flusso di fase dell'equazione 
di Eulero nello spazio n-dimensionale dei momenti g*. 

In altri termini, il moto del vettore momento rispetto al 
corpo dipende solo dalla posizione iniziale del vettore momento 
rispetto al corpo e non dipende dalla posizione del corpo nello 
spazio. 

Osservazione 2. La legge di conservazione del vetto- 
re momento rispetto allo spazio si può esprimere dicendo che ogni 
componente di questo vettore, in qualunque sistema di coordinate 
sullo spazio g*, si conserva. Otteniamo, così, l’insieme degli 
integrali primi delle equazioni del moto del corpo rigido. In 
particolare, ad ogni elemento dell'algebra di Lie g corrisponde 
una funzione lineare sullo spazio g* e quindi un integrale primo. 
Come è facile calcolare, le parentesi di Poisson degli integrali 
primi, definiti da funzioni su g*, saranno ugualmente delle 
funzioni. su g*. Otteniamo dunque un'estensione (di dimensione 
infinita) dell'algebra di Lie g, consistente di tutte le funzioni 
su g*. La stessa algebra di Lie g, come algebra di Lie delle fun- 
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zioni lineari su g*, è immersa in questa estensione. Naturalmente, 
di tutti questi integrali primi del flusso di fase nello spazio 2n- 
dimensionale solo- n sono indipendenti. Per esempio, come 2 
integrali indipendenti si possono prendere r funzioni lineari su g*, 
che formano una base in g. 

Interessandoci alle applicazioni al caso infinito, vorremmo 
sbarazzarci delle coordinate e formulare in modo invariante la 
proposizione relativa agli integrali primi. Ciò si può fare rifor- 
mulando il teorema 1 come segue. 

Teorema 3. Le orbite della rappresentazione coaggiunta di 
un gruppo nello spazio duale dell'algebra sono varietà invarianti 
per il flusso, definito in questo spazio dall'equazione di Eulero. 

Dimostrazione. M.(t) è ottenuto da M,(t) per 
effetto della rappresentazione coaggiunta, mentre M, (t) è fisso, 
c.v.d. 

Esempio. Nel caso del corpo rigido ordinario le orbite 
della rappresentazione coaggiunta del gruppo nello spazio dei 
momenti sono le sfere Mj + M3} + Mî? = cost. In questo caso 
il teorema 3 si trasforma nella legge di conservazione del quadrato 
del momento. Esso afferma che, se il punto iniziale di M, è su 
un'orbita qualunque (nel nostro caso sulla sfera M? = cost), 
allora tutti i punti della sua traiettoria, per l’effetto dell'equazione 
di Eulero, sono situati sulla stessa orbita. 

Torniamo ora al caso generale di un qualunque gruppo G 
e ricordiamo che le orbite della rappresentazione coaggiunta hanno 
una struttura simplettica (vedere il punto A). D'altra parte, 
l'energia cinetica del corpo può essere espressa in funzione del 
momento rispetto al corpo. Otteniamo, perciò, la forma quadratica 
sullo spazio dei momenti 


=> (M., 44M.) 


Fissiamo un'orbita qualunque V della rappresentazione coaggiun- 
ta. Consideriamo l'energia cinetica come una funzione su questa 
orbita: 


H:V+R, H(M.) + (Ma, AUM\). 


Teorema 4. Su ogni orbita V della rappresentazione coaggiun- 
ta, l'equazione di Eulero è hamiltoniana, con funzione di Hamil- 
ton H. 

Dimostrazione. Ogni vettore È, tangente a V nel 
punto x, ha forma È ={f, M)}, dove f€ g. In particolare, il 
campo vettoriale nel membro destro dell'equazione di Eulero 
si può scrivere come X ={d7, M)} (qui il differenziale della 
funzione 7 nel punto M dello spazio lineare g* è considerato 
come un vettore dello spazio duale di g*, cioè come un elemento 
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dell'algebra di Lie g). Dalla definizione della struttura simpletti- 
ca Q e dell'operazione { , } (vedere il punto A) deriva che per 
ogni vettore È, tangente a V nel punto M, si ha 


O (E, X) = (M, If, dT)) = (d7, {f, M)) = (dH, È), 


c.v.d. 

L’equazione di Eulero può essere trasportata dallo spazio 
duale dell'algebra, nella stessa algebra g, per inversione del- 
l'operatore d’inerzia. Sì ottiene così la seguente formulazione 
dell'equazione di Eulero in termini dell'operazione 8 (pag. 323). 

Teorema 5. Il moto del vettore velocità angolare nel corpo 
è definito dalla posizione iniziale di questo vettore e non dipende dalla 
posizione iniziale del corpo. Il vettore velocità angolare nel corpo 
soddisfa l'equazione con secondo membro quadratico 


0. =B(0., 0). 


Chiameremo questa equazione equazione di Eulero per la 
velocità angolare. Notiamo che le orbite della rappresentazione 
coaggiunta sono mandate dall'operatore A7: g* + g nelle va- 
rietà invarianti dell'equazione di Eulero per la velocità angolare: 
queste varietà possiedono una struttura simplettica, ecc. Tutta- 
via, a differenza delle orbite in g*, queste varietà invarianti 
non sono definite dallo stesso gruppo di Lie G, ma dipendono 
anche dalla scelta del corpo rigido (cioè dell'operatore d’inerzia). 

La legge di conservazione dell’energia implica il 

Teorema 6. Le equazioni di Eulero (per i momenti e per le 
velocità angolari) possiedono un integrale primo quadratico, il cui 
valore è uguale all’energia cinetica 


T=3(M, 4'M:)= (40, 0%). 


E. Rotazioni stazionarie e loro stabilità. Si chiama rota- 
zione stazionaria di un corpo rigido una rotazione tale che sia 
costante la velocità angolare del corpo (rispetto al corpo e rispetto 
allo spazio: si vede facilmente che l’una implica l’altra). Dalla 
teoria del corpo rigido ordinario in R* sappiamo che sono rota- 
zioni stazionarie quelle intorno agli assi principali dell’ellissoide 
d’inerzia. Più in basso, si formula la generalizzazione di questo 
teorema per il caso di un corpo rigido con gruppo di Lie arbitra- 
rio. Notiamo che le rotazioni stazionarie sono le geodetiche d'una 
metrica invariante a sinistra, che sono sottogruppi a un parametro. 

Osserviamo, inoltre, che le direzioni degli assi principali 
d'inerzia possono essere definite considerando i punti stazionari 
dell'energia cinetica sulla sfera dei vettori momento di lunghezza 
fissata. 
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Teorema 7. Il momento cinetico (e rispettivamente la velocità 
angolare) di una rotazione stazionaria rispetto al corpo è un punto 
critico dell'energia su un'orbita della rappresentazione coaggiunta 
(e rispettivamente sull'immagine di un'orbita sotto l'operatore A). 
Inversamente, ogni punto critico dell'energia su un'orbita definisce 
una rotazione stazionaria. 

La dimostrazione si fa o con un calcolo diretto o basandosi 
sul teorema 4. 

Osserviamo che la partizione dello spazio dei momenti in 
orbite della rappresentazione coaggiunta, nel caso di un gruppo 
qualunque, può non essere così semplice, come .1-'1 caso elementare 
del corpo rigido ordinario, per cui si ottiene la partizione dello 
spazio tridimensionale in sfere di centro Oe il punto O. In partico- 
lare, le orbite possono avere dimensioni diverse e la partizione 
in orbite può non essere un fibrato tangente nell'intorno di un 
punto dato: tale singolarità esiste già nel caso tridimensionale 
nel punto O. 

Noi chiameremo un punto M dello spazio dei momenti rego- 
lare, se la partizione di un intorno di questo punto in orbite è 
diffeomorfa alla partizione dello spazio euclideo in piani paralleli 
(in particolare, tutte le orbite vicine al punto /M hanno la stessa 
dimensione). Per esempio, per il gruppo delle rotazioni dello 
spazio tridimensionale, sono regolari tutti i punti dello spazio 
dei momenti, ad eccezione dell'origine delle coordinate. 

Teorema 8. Supponiamo che un punto regolare M dello spazio 
dei momenti sia un punto critico dell'energia su un'orbita della 
rappresentazione coaggiunta e che il differenziale secondo dell'energia 
d*H in questo punto sia una forma quadratica di segno definito. 
Con queste ipotesi, M è una posizione di equilibrio stabile (nel senso 
di Ljapunov) dell'equazione di Eulero. 

La dimostrazione si basa sul fatto che, in seguito alla regola- 
rità sulle orbite vicine al punto M, c’è un massimo o un minimo 
vincolato dell'energia. 

Teorema 9. Il differenziale secondo dell'energia cinetica, ristret- 
to a un'immagine dell'orbita della rappresentazione coaggiunta 
nell'algebra, è dato in un punto « € g dalla formula 


20°H lo (8) =(B (0, f), B(0, f))}+ If, ol, B (0, f)), 


dove È è un vettore tangente all'immagine indicata, che si esprime 
in funzione di f con la formula 


E=25(0, fi f E g. 


F. Curvatura riemanniana di un gruppo a metrica invariante 
a sinistra. Sia G un gruppo di Lie munito di una metrica inva- 
riante a sinistra. Sia (, ), il prodotto scalare definito nell’algebra, 
che introduce questa metrica. Osserviamo che la curvatura rie- 
manniana del gruppo G, in un punto qualunque, è definita dalla 
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curvatura nell'unità (dato che le traslazioni a sinistra trasformano 
isometricamente il gruppo in se stesso). Quindi basta calcolare la 
curvatura per piani bidimensionali, contenuti nell’algebra di Lie. 

Teorema 10. La curvatura del gruppo nella direzione bidi- 
mensionale, definita da una coppia di vettori ortonormali È, n dal- 
l’algebra, è data dalla formula 


Kx,n =(6 6) + 2(a, B) — 3(a, a) — 4(Bi, Bn) 


dove 26 = B (È, n) + B (n, È), 2B = B(È, n)- Bn, È), 2a = 
= [E, n], 2B:=B(E, È), 23, =B(n, n) e B è l'operazione 
definita al punto B (pag. 323). 

La dimostrazione consiste in un calcolo fastidioso, ma diretto. 
Si tratta di verificare la formula per la derivata covariante 


(Veme= (IE, n1— BE, n-2(n, 8) 


dove È e n nel primo membro sono dei campi vettoriali invarianti 
a sinistra e nel secondo, i loro valori nell’unità. 

Osservazione 1. Nel caso particolare di una metrica 
invariante bilaterale, la formula della curvatura si scrive molto 
semplicemente 


Kx,n=< (E, nl, IE, n) 


Osservazione 2. La formula della curvatura di un 
gruppo a metrica riemanniana invariante a destra coincide con 
quella del caso invariante a sinistra. Infatti, una metrica inva- 
riante a destra su un gruppo è invariante a sinistra sul gruppo, 
se si inverte la legge di moltiplicazione (g1* @, = £s£1). Il passag- 
gio al gruppo permutato fa cambiare contemporaneamente i segni 
del commutatore e dell'operazione 8 nell’algebra. Ma ogni termine 
della formula della curvatura contiene il prodotto di due opera- 
zioni, che cambiano il segno. In conclusione la formula rimane 
valida nel caso di una metrica invariante a destra. 

Nell'equazione di Eulero, se si passa a una metrica invariante 
a destra, il secondo membro cambia segno. 

G. Applicazioni a un gruppo di diffeomorfismi. Sia D un 
dominio limitato in una varietà riemanniana. Consideriamo il 
gruppo di diffeomorfismi del dominio D, che conservano l’ele- 
mento di volume. Noteremo questo gruppo con SDiffD. 

L’algebra di Lie corrispondente al gruppo SDiffD è composta 
di tutti i campi vettoriali di divergenza 0 su D, tangenti al bordo 
(se non è vuoto). Definiamo il prodotto scalare di due elementi 
di questa algebra di Lie (cioè di due campi vettoriali) con 


(Vi, v)= | (v,-v2) dz, 
D 
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dove (-) è il prodotto scalare che definisce la metrica riemanniaria 
su D, mentre dr è l'elemento di volume riemanniano. 

Consideriamo ora il flusso di un fluido omogeneo perfetto 
(incomprimibile e non viscoso) nel dominio D. Tale flusso è descrit- 
to da una curva £tr- g, sul gruppo SDiffD. Più precisamente, il 
diffeomorfismo g, è l'applicazione, che manda ogni particella del 
fluido dal luogo dove si trovava all’istante 0 al luogo dove si 
trova all'istante t. 

L'energia cinetica del fluido in moto risulta essere una metri- 
ca invariante a destra sul gruppo di diffeomorfismi SDiffD. 

In effetti, supponiamo che al tempo t il moto del fluido abbia 
realizzato il diffeomorfismo g, e che la velocità a questo istante 
sia definita dal campo vettoriale v. Allora il diffeomorfismo realiz- 
zato dal moto al tempo t + © (dove t è piccolo) sarà evtg,, a meno 
di infinitesimi rispetto a t (qui ev è un gruppo a un parametro 
di vettore velocità v, cioè il flusso di fase dell'equazione diffe- 
renziale definita dal campo v). 

Conseguentemente, il campo delle velocità v si ottiene a 


partire dal vettore g, tangente al gruppo nel punto g, con una 
traslazione a destra. Da ciò deriva anche l’invarianza a destra 
dell'energia cinetica, che, per definizione, è uguale a 


T=, v) 


(supponiamo la densità del fluido uguale a 1). 

Il principio di minima azione (che è matematicamente la 
definizione del fluido perfetto) afferma che i moti del fluido per- 
fetto sono le geodetiche della metrica invariante a destra descritta 
su un gruppo di diffeomorfismi. 

In termini rigorosi, un gruppo di diffeomorfismi di dimen- 
sione infinita non è una varietà. Dunque la formulazione esatta 
della precedente definizione necessita di un lavoro complementare: 
si devono scegliere degli spazi funzionali adatti, dimostrare i 
teoremi di esistenza ed unicità delle soluzioni, ecc. Finora si 
è riusciti a farlo solo nel caso in cui la dimensione del dominio D 
del flusso sia uguale a 2. Tuttavia noi andremo avanti come se 
queste difficoltà, che nascono dalla dimensione infinita, non 
esistessero. Per questo motivo i ragionamenti che seguono hanno 
un carattere euristico. Molti risultati possono essere giustificati 
in termini rigorosi, indipendentemente dalla teoria delle varietà 
di dimensione infinita. 

Mostriamo ora come si scrivono le formule generali intro- 
dotte sopra, nel caso G = SDiffD, dove D è un dominio connesso 
di volume finito in una varietà riemanniana tridimensionale. 
A tal fine si deve prima di tutto scrivere esplicitamente l’opera- 
zione bilineare B: g X g-+ g, definita al punto 2 con l'identità 


la, bl, c) =(B(c, a), bd). 
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Si verifica facilmente che nel caso tridimensionale il campo 
vettoriale 8 (c, a) è espresso, in funzione dei campi vettoriali 
a e c della nostra algebra di Lie, con la formula 


B (c, a)= (rotc) \a+grada, 


dove / indica il prodotto vettoriale, a una funzione univoca 
in D, definita univocamente (a meno di un termine additivo) 
dalla condizione 8 € g (cioè dalle condizioni div B = 0 e'2B 
tangente al bordo di D). 

Osserviamo che l’operazione 8 non dipende dall’orientamento, 
perché sia il prodotto vettoriale che il rotore cambiano di segno 
quando si cambia l'orientamento. 

I. Flussi stazionari. L'equazione d’Eulero della « velocità 


angolare », nel caso G = SDiffD, ha la forma v= —B (v, V), 
dato che la metrica è invariante a destra. Essa prende dunque, 
nel caso di un gruppo di diffeomorfismi dello spazio tridimen- 
sionale, l’aspetto dell’« equazione di moto nella forma di Ber- 
noulli » 
= y/\rotv+grada, divv=0. 

L'equazione di Eulero per il momento si scrive nella forma 
dell’« equazione del rotore » 


o rotv 
ot 


= [v, rot v]. 


In particolare, il rotore di un flusso stazionario commuta con il 
campo delle velocità. 

Questa osservazione permette di classificare subito, topolo- 
gicamente, i moti stazionari del fluido perfetto nello spazio tri- 
dimensionale. 

Teorema 11. Supponiamo che il dominio D sia compatto e de- 
limitato da una superficie analitica, e che il campo delle velocità 
sia analitico e non ovunque collineare al suo rotore. Con queste 
ipotesi, il dominio di flusso è diviso da un sottoinsieme analitico 
in un numero finito di cellule, in ognuna delle quali il flusso è co- 
struito in modo standard (cioè è canonico). Più esattamente vi sono 
due tipi di cellule: fibrate in tori invarianti rispetto al flusso ed in 
superfici anch'esse invarianti rispetto al flusso e diffeomorfe alla 
corona R x S. Inoltre, su ogni toro tutte le linee di corrente sono 
chiuse od ovunque dense, mentre su ogni corona tutte le linee di 
corrente sono chiuse. 

La dimostrazione di questo teorema è basata sulle « superfici 
di Bernoulli », cioè sulle superfici di livello della funzione a. 
Dalla condizione di stazionarietà (v / rot v = —grad a) deriva 
che sia le linee di corrente che le linee di rotore sono sulle superfici 
di Bernoulli. Poiché i campi velocità e rotore commutano, il 
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gruppo R? opera su una superficie chiusa di Bernoulli, che è neces- 
sariamente un toro (cfr. con la dimostrazione del teorema di 
Liouville al $ 49). Analoghi ragionamenti, tenuto conto della 
condizione al contorno sul bordo di D, mostrano che le superfici 
non chiuse di Bernoulli sono delle corone, con linee di corrente 
chiuse. 

Osservazione. L'analiticità del campo delle velocità 
non è essenziale, ma è importante che i campi velocità e rotore 
non siano collineari in nessun dominio. Esperimenti fatti al 
calcolatore da M. Henon mostrano un comportamento, più com- 
plesso di quello previsto dal teorema, delle linee di corrente su 
un toro tridimensionale, per un flusso stazionario definito dalle 
formule 


x = A senz + C cosy, vy=Bsenx + Acosz, 
v,= C seny + Bcosz. 


Le formule sono state scelte in modo che i vettori v e rot v siano 
collineari. A giudicare dai risultati del calcolo, Alcune linee di 
corrente riempiono in modo ovunque denso dei domini tridimen- 
sionali. 

K. Campi isorotazionali. L'idrodinamica bidimensionale si 
differenzia profondamente da quella tridimensionale. Il motivo 
di tale differenza risiede nella differenza della geometria delle 
orbite della rappresentazione coaggiunta nei due casi. Più esat- 
tamente, in quello bidimensionale le orbite sono in un certo 
senso chiuse e si comportano quasi come una famiglia d'’insiemi 
di livello di una funzione (o meglio di alcune funzioni: in realtà 
persino di un numero infinito di funzioni). Invece nel caso tridi- 
mensionale le orbite sono più complesse e, in particolare, illimi- 
tate (e può darsi dense). Le orbite della rappresentazione coaggiun- 
ta di un gruppo di diffeomorfismi di una varietà riemanniana 
tridimensionale possono essere descritte nella maniera seguente. 
Siano v, e v, due campi vettoriali delle velocità di un fluido 
incomprimibile nel dominio D. Diremo che i campi v, e v, sono 
isorotazionali, se esiste un diffeomorfismo g: D + D, che conserva 
l'elemento di volume e manda ogni contorno chiuso y di D in un 
altro contorno chiuso di D, tale che la circuitazione del primo 
campo sul contorno di partenza sia uguale alla circuitazione del 
secondo campo lungo il contorno di arrivo: 


| U = £ Vo. 
Y 8Y 


Si verifica senza difficoltà che l’immagine di un’orbita della 
rappresentazione coaggiunta nell’algebra (con l'operatore A 
inverso di quello d'inerzia) non è altro che un insieme di campi 
isorotazionali a quello dato. 
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l In particolare, il teorema 3 si enuncia ora sotto forma della 
legge di conservazione della circuitazione. 

Teorema 12. La circuitazione di un campo di velocità di un 
fluido perfetto lungo un contorno liquido chiuso non cambia quando 
il contorno è trasportato dal fluido in un nuovo posto. 

Notiamo che se due campi delle velocità di un fluido perfetto 
tridimensionale in D sono isorotazionali, allora il corrispondente 
diffeomorfismo manda il rotore del primo campo nel rotore del 
secondo: 


Ea Tot vi = rot v, 


Non solo, l’isorotazionalità di due campi può essere definita 
come l’equivalenza dei campi dei rotori, se il dominio del flusso 
è semplicemente connesso. Dunque il problema delle orbite della 
rappresentazione coaggiunta nel caso tridimensionale contiene 
il problema della classificazione dei campi vettoriali di divergenza 
nulla a meno di diffeomorfismi che conservano l'elemento di 
volume. Questo ultimo problema nel caso tridimensionale è di 
una difficoltà disperata. 

Consideriamo ora il caso bidimensionale. Inizialmente, ri- 
scriviamo le formule principali in una forma comoda per lo studio 
di questo caso. 

Supponiamo che il dominio di flusso D sia bidimensionale 
e orientato. La metrica e l’orientazione definiscono su D una 
struttura simplettica; il campo vettoriale delle velocità ha diver- 
genza nulla e quindi è hamiltoniano. Perciò questo campo è defi- 
nito da una funzione di Hamilton (in generale plurivoca se il 
dominio D non è semplicemente connesso). La funzione di Hamil- 
ton del campo delle velocità in idrodinamica si chiama funzione 
di flusso e si nota con yw. Dunque, 


v=’Igradw, 


dove / è l'operatore di rotazione di 90° « a destra ». 

La funzione di flusso del commutatore di due campi è lo 
jacobiano (0, se si vuole, la parentesi di Poisson del formalismo 
hamiltoniano) delle funzioni di flusso dei campi di partenza: 


Wro,, va) = J (Pi, Pr). 
Il campo vettoriale 2 (c, a) è definito, nel caso bidimensionale, 
dalla formula 
B= —(Ay.) grad p, + grad a, 


dove pa e w, sono le funzioni di flusso dei campi ae c, A = 
=div grad è il laplaciano. 

Nel caso particolare di un piano euclideo munito di coordi- 
nate cartesiane x, y, le formule per la funzione di flusso, il come 


330 


mutatore e il laplaciano prendono la forma particolarmente 
semplice 


_ MENO 
VT ay 4T dr! 


_ dp, po, __ db, po, 
ro, va) — dx dy “dy dr? 
0? 0? 
A=3at ag: 
Il rotore di un campo delle velocità bidimensionale è una funzione 
scalare, di cui l'integrale del prodotto per un elemento orientato 
di area, esteso a un dominio orientato qualsiasi o di D, è uguale 
alla circuitazione del campo delle velocità sul bordo del dominio o: 


Jrds=@v. 


do 


Si calcola facilmente ‘l’espressione del rotore in ‘funzione di ‘p: 
r= —Awy. 

Nel caso bidimensionale semplicemente connesso l’isorota- 
zionalità dei campi v, e v, indica semplicemente che le funzioni r; 
e r, (i rotori di questi campi) si trasformano l'una nell’altra per 
un diffeomorfismo adeguato che conserva le aree. 


Due funzioni rj e r, con questa proprietà sono in ogni caso 
di uguale misura, cioè per esse 


mis {x ED: ri; (x) < c} = mis {rx ED: ri(2) < 6), 


qualunque sia il numero c. Dunque, l'appartenenza di due campi 
all'immagine di una stessa orbita della rappresentazione coag- 
giunta implica l'uguaglianza di tutta una serie di funzionali, 
per esempio gli integrali di tutte le potenze del rotore 


\rtas=] rà dS. 


In particolare, le equazioni di Eulero del moto di un fluido 
perfetto bidimensionale, 
D4vV v= — grad p, divv=0, 


ammettono un'infinità di integrali primi. Per esempio, l'integrale 
di una potenza qualunque del rotore del campo delle velocità 


n= (](&-da)'an 
D 


è un integrale primo. 
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E proprio l’esistenza di questi integrali primi (cioè la strut- 
tura relativamente semplice delle orbite della rappresentazione 
coaggiunta) che ha permesso di dimostrare i teoremi di esistenza, 
unicità, ecc. nell’idrodinamica bidimensionale di un fluido per- 
fetto (e anche viscoso); ed è proprio la geometria complessa delle 
orbite della rappresentazione coaggiunta nel caso tridimensionale 
(o, forse, l’insufficienza d'informazioni su queste orbite) che 
rende tanto difficile il problema della giustificazione dell’idrodi- 
namica tridimensionale. 

L. Stabilità dei moti stazionari piani. Riformuliamo ora 
i teoremi generali sulle rotazioni stazionarie (teoremi 7, 8 e 9) 
per il caso di un gruppo di diffeomorfismi. Otteniamo le seguenti 
proposizioni: 

1. Il moto stazionario di un fluido perfetto si distingue dai 
moti, che gli sono isorotazionali, per il fatto di essere un punto di 
estremo vincolato (o punto critico) dell’energia cinetica. 

2. Se 1) il punto critico indicato è effettivamente un estremo, 
cioè un massimo o un minimo condizionato locale, 2) è soddisfatta 
una condizione di regolarità (in generale lo è) e 3) l'estremo è non 
degenere (il differenziale secondo è definito positivo o negativo), 
allora il flusso stazionario è stabile (cioè è una posizione di equilibrio 
stabile, nel senso di Ljapunov, dell'equazione di Eulero). 

3. La formula per il differenziale secondo dell’energia cinetica 
su uno spazio tangente alla varietà dei campi isorotazionali a quello 
dato, nel caso bidimensionale ha la forma seguente. Sia D un domi- 
nio del piano euclideo munito di coordinate cartesiane x, y. Consi- 


deriamo un moto stazionario con funzione di flusso pw = w (x, y). 
Allora 


° V 
2d2H = | | (80)? + (a (8r)? dx dy, 
D 


dove $v è la variazione del campo delle velocità (cioè un vettore dello 
spazio tangente indicato sopra) e òr = rot èv. 

Notiamo che per un flusso stazionario, i vettori gradiente 
e laplaciano della funzione di flusso sono collineari. Quindi ha un 
senso il rapporto V y/V Aw. Inoltre, nell'intorno di ogni punto, 
dove il gradiente del rotore non è nullo, la funzione di flusso 
è funzione della funzione del rotore. 

Le proposizioni appena fatte implicano che l’essere la forma 
quadratica d*H di segno definito è una condizione sufficiente di 
stabilità del- flusso stazionario considerato. Questa conclusione 
non segue formalmente*dai teoremi 7, 8 e 9 poiché l’applicazione 
di tutte le nostre formule al caso di dimensione infinita deve essere 
giustificata rigorosamente. 

Fortunatamente, si può provare la conclusione finale sulla 
stabilità, senza giustificare le costruzioni intermedie. Dunque, 
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si possono dimostrare rigorosamente le seguenti maggiorazioni 
a priori (che esprimono la stabilità del moto stazionario rispetto 
a piccole perturbazioni del campo delle velocità iniziali). 

Teorema 13. Supponiamo che la funzione di flusso di un flusso 
stazionario p = (x, y) nel dominio D sia funzione della funzione 
del rotore (cioè della funzione —Ay) non solo localmente, ma in 
grande. Supponiamo che la derivata della funzione di flusso rispetto 
alla funzione del rotore soddisfi la disuguaglianza 


CEE o SC, dove 0<CcZC< co. 


Sia p + ® (7, y, t) la funzione di flusso di un altro flusso del 
fluido, non necessariamente stazionario. Supponiamo che all'istante 
iniziale la circuitazione del campo delle velocità del flusso perturbato 
(con funzione di flusso p + @) lungo ciascuna componente della 
frontiera del dominio D sia uguale alla circuitazione del flusso 
iniziale (con funzione di flusso y). Allora la perturbazione q@ = 
= @ (x, y, t) è maggiorata in qualsiasi istante dalla perturbazione 


iniziale po = @ (x, y, 0) con la formula 
{ { (Vp)?+c (AQ)? dr dy< | | (Vo)? +C (A po)? dx dy. 
D D 


Se il flusso stazionario soddisfa la disuguaglianza 


e TRS 0<c<C< 00, 


la perturbazione @ è maggiorata da ©, con la formula 


{ {c(Ap}?—(vo)tazay< || C(Ago?—(V9,)? de dy. 
D D 


Da questo teorema consegue la stabilità di un flusso staziona- 
rio, purché sia definita positiva! la forma quadratica in V q 


{| (W0+ 7% (Ag) de dy 
D 


(dove q è una funzione costante su ogni componente della fron- 
tiera di D e il cui flusso del gradiente, attraverso ogni compo- 
nente della frontiera, è uguale a zero) o purché sia definita nega- 
tiva la forma " vr 


ID) (VR)? + (max Ta) (AQ)? dx dy. 


Esempio 1. Consideriamo un flusso piano parallelo 
nella striscia Y, < y < Y, del piano (z, y), con profilo delle 
velocità v (y) (cioè con campo delle velocità (v (y),‘0)). Un tale 
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flusso è stazionario, qualunque sia il profilo delle velocità. Per 
rendere compatto il dominio del flusso, imponiamo al campo, delle 
velocità di tutti i flussi considerati la condizione di essere periodi- 
co, di periodo X rispetto alla coordinata x. 

La condizione del teorema 13 è realizzata se il profilo delle 
velocità non presenta punti di flesso (cioè, se d*v/dy? # 0). Arri- 
viamo dunque alla conclusione che i flussi paralleli di un fluido 
perfetto, senza punti di flesso del profilo delle velocità, sono stabili. 

L’analoga proposizione nel problema linearizzato si chiama 
teorema di Rayleigh. 

Sottolineiamo che nel teorema 13 non ci si riferisce a una 
stabilità « in un’approssimazione lineare », ma di una vera stabi- 
lità rigorosa, nel senso di Ljapunov (cioè rispetto a perturbazioni 
finite nel problema non lineare). La differenza tra questi due tipi 
di stabilità è fondamentale nel caso in esame, perché il nostro 
problema ha carattere hamiltoniano (vedere il teorema 4). Ma 
per i sistemi hamiltoniani la stabilità asintotica è impossibile, 
quindi la stabilità nell’approssimazione lineare è sempre neutra 
o insufficiente per derivarne la stabilità della posizione d’equilibrio 
del problema non lineare. 

Esempio 2. Consideriamo un flusso piano parallelo sul 
toro 

{(x, y), «mod X, y mod 2a} 


con campo delle velocità v = (sen y, 0), parallelo all’asse x. 
Questo campo è definito dalla funzione di flusso p = —cos y 
e ha rotore r = —cosy. Il profilo delle velocità ha due, punti 
di flesso, tuttavia la funzione di flusso si esprime per mezzo 
della funzione del rotore. Il rapporto Vp/V Ay è uguale a —1. 
Applicando il teorema 13, ci assicuriamo della stabilità del 
nostro flusso stazionario se 


2r X 231 


X 
| (Ap)? dx dy> \ | (V®)? da dy 
0 0 0 


per tutte le funzioni @ di periodo X in x e 2a in y. Si verifica 
facilmente che l’ultima disuguaglianza è realizzata per X < 2 
e non è più valida per X > 21n. 

Dunque, il teorema 13 implica la stabilità del flusso sta- 
zionario sinusoidale nel caso di un toro corto, quando il periodo 
nella direzione del flusso principale (X) è minore della larghezza 
del flusso (2n). D'altra parte, si può verificare subito che su un 
toro lungo (per X > 2) il nostro flusso sinusoidale è instabile !. 


1 Vedere, per esempio, l'articolo du L. D. MeSalkin e Ya. G. SinajStudio 
della stabilità del f usso stazionario di un sistema di equazioni del moto piano 
in un fluido viscoso incomprimibile, « Prikladnaja matematica i mekhanika », 
n. 6, 1961, 1140-1142 (in russo). 
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Perciò, nell'esempio atto, la condizione sufficiente di sta- 
bilità del teorema 13 risulta essere anche una condizione neces- 
saria. 

Bisogna sottolineare che, in generale, il fatto che la forma 
quadratica d°H non sia di segno definito non implica l’instabilità 
del flusso corrispondente. In effetti, la posizione d'’equilibrio 
di un sistema hamiltoniano può essere stabile, senza che la fun- 
zione di Hamilton in questa posizione sia un massimo o un mini- 
mo. L’hamiltoniana quadratica 7 = pi + qî — pî— gì è un 
semplice esempio di questo tipo. 

M. Curvatura riemanniana di un gruppo di diffeomorfismi. 
L'espressione della curvatura di un gruppo di Lie, munito di una 
metrica invariante da un lato, che è stata introdotta al. punto F, 
ha un senso anche per il gruppo SDiffD di diffeomorfismi di un 
dominio riemanniano D. Questo gruppo è lo spazio delle configura- 
zioni di un fluido perfetto, che riempie il dominio D. L'energia 
cinetica del fluido definisce sul gruppo SDiffD una metrica inva- 
riante a destra. Il numero, che si ottiene applicando formalmente 
a questo gruppo di dimensione infinita le formule della curvatura 
dei gruppi di Lie, si chiama naturalmente curvatura del gruppo 
SDIiffD. 

Il calcolo della curvatura di un gruppo di diffeomorfismi 
è stato fatto fino in fondo solo nel caso di flussi su un toro bidi- 
mensionale, munito di una metrica euclidea. Questo toro si ot- 
tiene dal piano euclideo R? identificando i punti, la cui differenza 
appartiene a un reticolo I (un sottogruppo discreto del piano). 
Un esempio di tale reticolo è l’insieme dei punti a coordinate 
intere. Nel caso generale di un reticolo qualunque T' il quadrato, 
che è alla base di questo reticolo speciale, può essere sostituito 
da un parallelogramma arbitrario. 

Consideriamo ora l’algebra di Lie, formata dai campi vetto- 
riali di divergenza nulla su un toro, con funzione di flusso univoca. 
Il corrispondente gruppo S,Diff7? consiste di diffeomorfismi, che 
lasciano invariato il centro di gravità del toro e conservano l’ele- 
mento di area. Esso è immerso nel gruppo SDiff7? di tutti i dif- 
feomorfismi, che conservano l’elemento di area, come una sotto- 
varietà completamente geodetica (cioè, una sottovarietà tale che 
ogni sua geodetica è geodetica della varietà ambiente). 

La dimostrazione si basa sul fatto che, se all’istante iniziale 
il campo delle velocità del fluido perfetto ha una funzione di 
flusso univoca, allora in tutti gli istanti successivi la funzio- 
ne resterà univoca; ciò deriva dalla legge di conservazione 
dell'impulso. 

Studiamo ora la curvatura del gruppo SpDiff7? in tutte le 
direzioni bidimensionali, che passano per l’unità del gruppo (la 
curvatura del gruppo SDiff7? in ognuna di queste direzioni è la 
stessa, poiché S.Diff 7? è una sottovarietà completamente geodetica). 
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Scegliamo un’orientazione sul piano R?. Allora, gli elementi 
dell’algebra di Lie del gruppo S.Diff7? possono essere considerati 
come delle funzioni reali sul toro a valore medio nullo (un campo 
di divergenza nulla si ottiene da una tale funzione, se la si con- 
sidera come una funzione di flusso). Dunque, una direzione bidi- 
mensionale in un piano tangente al gruppo S.Diff7? è definita 
da una coppia di funzioni sul toro a valore medio nullo. 

Definiremo una tale funzione con l’insieme dei suoi coeffi- 
cienti di Fourier. Tutti i calcoli con le serie di Fourier si effet- 
tuano comodamente nel campo complesso. Indichiamo con ex 
(k è un punto del nostro piano euclideo chiamato vettore d’onda) 
una funzione, il cui valore nel punto x del nostro piano è uguale 
a e‘*.%. Tale funzione definisce una funzione sul toro, se essa 
è I-periodica, cioè se l’addizione di un vettore del reticolo I 
all'argomento x non cambia il valore della funzione. 

In altri termini, il prodotto scalare (X, x) deve essere un 
multiplo di 2x per tutti gli r ET. Tutti i vettori X appartengono 
a un reticolo I* sul piano R?. Le funzioni ex, dove XK € T*, forma- 
no un sistema completo nello spazio delle funzioni complesse 
sul toro. 

Complessifichiamo ora la nostra algebra di Lie, il prodotto 
scalare (,) il commutatore [,] e l'operazione B, così come la 
connessione riemanniana e il tensore di curvatura Q, in modo che 
tutte queste funzioni saranno (multi) lineari nello spazio lineare 
complesso dell’algebra di Lie complessificata. Le funzioni ex 
(dove X € T*, X = 0) formano una base in questo spazio lineare. 

Teorema 14. Le formule esplicite del prodotto scalare, del 
commutatore, dell’operazione B, della connessione e della curvatura 
di una metrica invariante a destra sul gruppo SDiffT? sono le 


seguenti: 
(es e:)=0 per k+1#0, (en, e-n)=k2S; 
[eny eil =(KA1) 0145 


2 
B(en, er) = bn, 16141» dove br,i1=(kKAL) ET 
Ve,er= di, n+108+1 dove du, = CAT Cere) 


Ra,i,mn=0, sek+1+m+n=£0;se invecek+1+m+ 
+n=0, allora 


Ra, l,mn7 (Gindam — AimQkn) $, 
_ (uNv) 
_ lu+o]® 
In queste formule S rappresenta l’area del toro ed u / v 


l’area del parallelogram ma costruito su u e v (nell’orientazione 
scelta del piano R?). Le parentesi tonde ‘indicano il prodotto 


dove au 
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scalare euclideo sul piano, mentre quelle angolari nell’algebra 
“a 1010. 

La dimostrazione di questo teorema si trova nel primo artico- 
lo (in francese) citato all’inizio di questa. appendice (Annali 
dell'Istituto Fourier, XVI, n. 1). 

Le formule introdotte permettono di calcolare la curvatura 
in qualsiasi direzione bidimensionale. I calcoli mostrano che la 
curvatura è negativa nella maggior parte delle direzioni, e positiva 
in alcune di esse. Consideriamo un flusso qualunque del fluido, 
cioè una geodetica del nostro gruppo. Per l'equazione di Jacobi, 
la stabilità di questa geodetica è definita dalle curvature nelle 
direzioni di tutti i piani bidimensionali, che passano per il vettore 
velocità della geodetica in ognuno dei suoi punti. 

Supponiamo ora che il flusso considerato sia stazionario. 
Allora la geodetica è un sottogruppo a un parametro del nostro 
gruppo. Ne consegue che le curvature in tutti i piani, che passano 
attraverso il vettore velocità della geodetica in ognuno dei suoi 
punti, sono uguali alle curvature nei corrispondenti piani, con- 
dotti per il vettore velocità della geodetica in questione all'istante 
iniziale. (Dimostrazione: traslazione a destra nell’unità del grup- 
po.) Dunque, sulla stabilità di un flusso stazionario influiscono so- 
lo le curvature nelle direzioni di quei piani bidimensionali del- 
l’algebra di Lie, che contengono il vettore del campo delle velocità 
del flusso stazionario. 

Consideriamo, per esempio, un semplice flusso parallelo 
sinusoidale stazionario. Tale flusso è definito dalla funzione 
di flusso 


ent-e-h 
ptt, 


Consideriamo un qualsiasi altro vettore reale dell'algebra, n = 
= Y} zie; (cosicché 2, = z;). Dal teorema 14 si ricava facil- 
mente il 

Teorema 15. La curvatura del gruppo S.DiffT® è non positiva 
in tutti i piani bidimensionali, che contengono la direzione di È. 
Più precisamente, 


(Q(E, nÉ, n)= -—3 DI ak. il rit za 1? 
l 


In particolare, si ricava da questa formula che 

1) la curvatura è nulla soltanto in quei piani bidimensionali, 
che sono costituiti da flussi paralleli della stessa direzione di È 
cosicché (E, n1 = 0; 

2) la curvatura nella sezione, definita dalle funzioni di flusso 
È = coskz,n = coslz, è 


2 2 
K= SE sen? a sen? fi, 
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dove S è l’area del toro, a l’angolo tra k ed l, B l'angolo trak+ 1 
ek— L; 

3) in particolare, la curvatura del gruppo di diffeomorfismi 
del toro {(x, y) mod 2n} nella direzione, definita dai campi delle 
velocità (sen y, 0) e (0, sen x), è uguale a 


4 
K = — Bn? . 

N. Discussione. È naturale attendersi che la curvatura del 
gruppo di diffeomorfismi sia legato alla stabilità delle geodetiche 
su questo gruppo (cioè alla stabilità dei flussi del fluido perfetto) 
nello stesso modo, in cui la curvatura di un gruppo di Lie di 
dimensione finita è legato alla stabilità delle geodetiche su di 
esso. Più esattamente, la negatività della curvatura implica 
l’instabilità esponenziale delle geodetiche. Inoltre il cammino 
caratteristico (il cammino medio, sul quale gli errori sulle condi- 
zioni iniziali crescono di e volte) è dell'ordine di grandezza di 


1/V—K. Dunque, la conoscenza della curvatura del gruppo di 
diffeomorfismi permette di valutare il tempo, sul quale si può 
predire l'evoluzione del flusso di un fluido perfetto secondo il 
campo iniziale approssimato delle velocità, senza che gli errori 
crescano di molti ordini di grandezza. 

Bisogna sottolineare che l’instabilità dei flussi di un fluido 
perfetto è intesa qui in senso diverso da quello del punto L: si 
tratta infatti dell’instabilità esponenziale del moto del fluido 
e non del suo campo delle velocità. Si danno casi, in cui il flusso 
stazionario è soluzione stabile nel senso di Ljapunov dell’equazione 
di Eulero, e ciò nonostante il corrispondente moto del fluido è 
esponenzialmente instabile. In effetti, una variazione piccola del 
campo delle velocità del fluido può provocare una variazione del 
moto del fluido, che cresce in modo esponenziale. In un simile 
caso (stabilità della soluzione dell’equazione di Eulero e curvatura 
negativa del gruppo) si può predire il campo delle velocità, ma 
è impossibile predire, senza essere molto imprecisi, il moto delle 
masse del fluido. 

Le formule della curvatura prima indicate possono essere 
utilizzate per una valutazione approssimata dell’intervallo di 
tempo, sul quale è impossibile. una previsione meteorologica 
dinamica durevole, purché si accettino alcune ipotesi semplifica- 
trici. Le semplificazioni consistono nel presupporre quanto segue. 

41. La Terra ha la forma di un toro, ottenuto per fattorizza- 
zione del piano su un reticolo quadrato. 

2. L'atmosfera è un fluido non viscoso, incomprimibile, 
omogeneo bidimensionale. 

3. Il moto dell’atmosfera è vicino a un «flusso aliseo », 
parallelo all'equatore del toro e con profilo sinusoidale delle 
velocità. 
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Per calcolare il cammino caratteristico, dobbiamo valutare 
la curvatura del gruppo S,Diff7? nelle direzioni che contengono il 
4 flusso aliseo » È del teorema 15. Inoltre, porremo 7° = 
= {(x, y) mod 2a}, X= (0, 1). In altri termini, consideriamo 
i flussi sul piano (x, y), di periodo 2x, vicini al flusso stazionario, 
parallelo all’asse 7, con profilo sinusoidale delle velocità 


v=(seny, 0). 


Dalle formule del teorema 15 si vede facilmente che la cur- 
vatura del gruppo SpDiff7*, nei piani contenenti il nostro flusso 
aliseo v, varia nell’interva!llo 


-<<K<0, dove S=4n? è l’area del toro. 


Il limite inferiore è una valutazione molto imprecisa. Tuttavia 
esiste sicuramente una direzione con curvatura XK = —1/(25) e ve 
ne sono molte altre con curvatura vicina a questo valore. Per 
valutare orientativamente il cammino caratteristico, prendiamo, 
come valore orientativo della « curvatura media », K, = —1/(25). 

Se si accetta di partire da questo valore della curvatura Ko, 
si ottiene per il cammino caratteristico il valore 


s=(V-K)!=V25. 
La velocità di moto sul gruppo, che corrisponde al nostro 


flusso aliseo, è uguale a V/ S/2 (dato che il valore quadratico 
medio del seno è 1/2). Dunque, il flusso percorrerà il cammino 
caratteristico in un tempo uguale a 2. Le particelle più veloci del 
fluido percorreranno durante questo tempo una distanza pari a 2, 
cioè 1/n del giro completo del toro. 

Dunque, se si prende come curvatura media il valore da noi 
indicato, gli errori crescono di e = 20 volte durante il tempo, 
che impiega la particella più veloce a fare un giro completo. 
Supponendo che la velocità massima del flusso aliseo sia 100 km/h, 
il tempo necessario per un giro completo sarà di 400 ore, cioè 
meno di tre settimane. 

Perciò, se all’istante iniziale si conosceva la situazione me- 
teorologica con un piccolo errore €, l'ordine di grandezza dell’er- 
rore sulla previsione fra n mesi sarà 

kn = 30-24 

10*"e, dove kx Z00) 

Per esempio, per una previsione meteorologica con due mesi di 

anticipo bisognerebbe avere una precisione fino alla quinta 

cifra decimale. Ciò significa che è praticamente impossibile pre- 
dire il tempo con tanto anticipo. 

Chiaramente, la valutazione da noi fatta è assolutamente 
priva di rigore e il modello preso è molto. semplificato. Anche 
la scelta del valore della « curvatura media » deve essere giusti- 
ficata. 


ti logipge 2,5. 
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Appendice 3 


Struttura simplettica su varietà algebriche 


Il più delle volte, le varietà simplettiche della meccanica 
classica sono gli spazi delle fasi di sistemi meccanici lagrangiani, 
cioè i fibrati cotangenti degli spazi delle configurazioni. 

Una serie di esempi di varietà simplettiche del tutto distinta 
ci viene offerta dalla geometria algebrica. 

Per esempio, una qualunque varietà algebrica complessa 
regolare (definita da un sistema di equazioni polinomiali nello 
spazio proiettivo complesso) possiede una struttura simplettica 
naturale. 

La costruzione di una struttura simplettica su una varietà 
algebrica è basata sul fatto che lo stesso spazio proiettivo comples- 
so possiede una notevole struttura simplettica, più precisamente 
la parte immaginaria della sua struttura hermitiana. 

A. Struttura hermitiana dello spazio proiettivo complesso. 
Ricordiamo che lo spazio proiettivo complesso n-dimensionale CP" 
è la varietà di tutte le rette complesse passanti per il punto O 
nello spazio lineare complesso, di dimensione n + 1, C"+*!. Per 
costruire una struttura simplettica sullo spazio proiettivo com- 
plesso CP”, utilizzeremo la struttura hermitiana del corrisponden- 
te spazio lineare C"*. 

Si chiama prodotto scalare hermitiano (o struttura hermitiana) 
in uno spazio lineare complesso una funzione complessa, definita 
sulle coppie di vettori, che 1) è lineare nel primo argomento 
e antilineare nel secondo, 2) assume il valore coniugato complesso 
se si permutano i suoi argomenti e 3) si trasforma in una forma 
quadratica reale definita positiva, se si prendono argomenti 
uguali tra loro: 


(AE, m) = ACE, n), (Mm E) =(É n), cè, E)>0 
per 40. 


Un esempio di prodotto scalare hermitiano è 


(E, m)= ME, (1) 
dove Ex e nx sono le coordinate dei vettori È e n in una certa base. 
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Una base, rispetto alla quale il prodotto scaiare hermitiano 
abbia come espressione la (1), esiste sempre e si chiama base 
hermitiana ortonormale. 

Le parti reale e immaginaria del prodotto scalare hermitiano 
sono delle forme reali bilineari. La prima è simmetrica, la seconda 
antisimmetrica ed entrambe sono non degeneri: 


(E, n) = (E, n) + i lE, n], (E,n)=(n,}), IE,nl= —[nÈl. 


La forma quadratica (È, È) è definita positiva. 

Dunque la struttura hermitiana (,) definisce nello spazio 
lineare complesso una struttura euclidea (,) e una struttura simplet- 
tica [,]. Queste due strutture sono legate alla struttura complessa 
dalla relazione 

[E, n) = (È, im). 


Definiamo ora una metrica riemanniana sullo spazio proietti- 
vo complesso. A tale scopo consideriamo, nello spazio lineare 
corrispondente C"*!, la sfera unitaria 


Sn = €C"4: (2, 2) = 1}. 
Questa sfera deriva da C"*! la metrica riemanniana. Ogni retta 
complessa interseca questa sfera lungo una circonferenza massima. 

Definizione. Si chiama distanza tra due punti dello 
spazio proiettivo complesso, la distanza tra le due circonferenze 
corrispondenti sulla sfera unitaria. 

Notiamo che queste due circonferenze sono parallele, nel 
senso che la distanza da un punto qualunque di una circonferenza 
all'altra è la stessa (dimostrazione: il prodotto di z per e!9 con- 
serva la metrica sulla sfera). Tale proprietà permette di scrivere 
direttamente la formula esplicita (2) per la metrica riemanniana 
sullo spazio proiettivo complesso, che fornisce la distanza definita 
più in alto. 

In effetti, notiamo con p l'applicazione 


p: C**1\0+ CP”, 


che associa al punto 2-4 0 dello spazio lineare C"*! la retta 
complessa, che passa per O e z. 

Ogni vettore $, tangente a CP” nel punto pz, può essere 
rappresentato (in molti modi) come immagine del vettore applica- 
to in z; per questa applicazione 


t= pe, EETCI*. 


Teorema. /l quadrato del modulo del vettore }, nella metrica 
riemanniana definita sopra, è dato dalla formula 


ds? (0) = (È, E) (2, 2) — (È, 2) (3, È) (2) 


(3, 2)° ” 
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Dimostrazione. Supponiamo inizialmente che il 
punto z giaccia sulla sfera unitaria S?"-, 

Scomponiamo il vettore È in due componenti: una sulla retta 
complessa, individuata dal vettore z, l’altra nella direzione orto- 
gonale, nel senso del prodotto scalare hermitiano. Notiamo che 
l’ortogonalità hermitiana al vettore z significa ortogonalità 
euclidea ai vettori z e iz. Il vettore 2 è il vettore della normale 
euclidea alla sfera S®*-! nel punto z. Il vettore iz è il vettore 
della tangente alla circonferenza, lungo la quale la sfera interseca 
la retta complessa, passante per il punto z. Perciò, la componente n 
del vettore È, hermitiano-ortogonale al vettore z, è tangente alla 
sfera ?"-! ed euclideo-ortogonale alla circonferenza, lungo la 
quale la sfera e la retta pz si intersecano. 

In base alla definizione della metrica su CP”, il quadrato 
riemanniano del modulo del vettore { è uguale al quadrato eucli- 
deo del modulo della componente n del vettore È, hermitiano- 
ortogonale a z. 

Calcoliamo la componente mn, hermitiano-ortogonale a 2, 
del vettore È. Scriviamo la nostra scomposizione nella forma 


È =cz+n, dove (N, 2) =0. 


Moltiplicando il prodotto scalare hermitiano per z, si trova 


(E, 2) = cz, Z), 
perciò 
n= z) E KÈ, z) 2 


(z, 2) / 
mentre il quadrato hermitiano di n è 


(n, n) = {Ly z) (È, E z) (2, 3) . 


Con il che è dimostrata la formula (2) per i punti z della sfera 
unitaria. Il caso generale si riconduce a quello studiato con l’omo- 
tetia z 1» 2/|z |. Il teorema è dimostrato. 

Osserviamo che la nostra costruzione permette di definire, 
nello spazio tangente a CP", non solo la struttura euclidea (2) 
ma anche una struttura hermitiana. 

In effetti, consideriamo il complemento ortogonale #, nel 
senso del prodotto hermitiano, alla direzione del vettore z nello 
spazio TC7*!, dove z € S?*-1. L'applicazione px:H +.7 (CP"),; 
è un isomorfismo di # sullo spazio tangente a CP" (come abbiamo 
dimostrato sopra) e trasporta in questo spazio la struttura hermi- 
tiana di ZH. 

E chiaro che il quadrato scalare, definito da questa struttura 
hermitiana, è dato dalla formula (2). Perciò, senza nuovi calcoli, 
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si può scrivere la formula del prodotto scalare hermitiano nello 
spazio tangente a CP”: 


(L,, ta) = (E. Ea) (2, z) (È 2) (2, È2) (3) 


(2, 2)° 


con È, e È, vettori qualunque di 7C?*!, che soddisfano la rela- 
zione py&x = 64 ET (CP"),,. 

Osserviamo che nella (3) il punto z non si trova necessaria- 
mente sulla sfera unitaria. 

Le strutture euclidea (2) ed hermitiana (3), costruite sugli 
spazi tangenti a CP”, non sono invarianti rispetto a tutte le 
trasformazioni proiettive della varietà CP", ma solo rispetto 
a quelle indotte da trasformazioni lineari unitarie (che conservano 
la struttura hermitiana) dello spazio lineare C"+!. 

B. Struttura simplettica dello spazio proiettivo complesso. 
Consideriamo la parte immaginaria della forma hermitiana (3), 
presa con il coefficiente —1/n (la ragione di questa scelta è spiega- 
ta nel problema 1 di questa appendice) 


Q(C,, ta)= — TIm(t,, ta). (4) 


Come la parte immaginaria di qualsiasi forma hermitiana, la 
forma bilineare reale £2 è antisimmetrica e non degenere sullo 
spazio tangente allo spazio proiettivo complesso. 

Teorema. La 2-forma differenziale £ definisce sullo spazio 
proiettivo complesso una struttura simplettica. 

Dimostrazione. Basta dimostrare che la forma £ 
è chiusa. 

Consideriamo la derivata esterna dL della forma £. Si tratta 
di una 3-forma differenziale sulla varietà CP", invariante rispetto 
alle applicazioni, indotte dalle trasformazioni unitarie dello 
spazio C"*. Ne consegue che essa è nulla. 

In effetti, consideriamo nello spazio tangente a CP", in un 
punto qualunque 2, una C-base hermitiano-ortonormale ei, ... 

-» €n° Allora i vettori e,, ..., €n, i, - - +, itn formano una 
R-base euclideo-ortonormale. Mostriamo che il valore della for- 
ma d£, su qualsiasi terna di vettori di questa R-base, è uguale 
a zero. (Supponiamo che n > 1; per n= 1 non c’è niente da 
dimostrare.) 

Notiamo che, in una terna qualunque di vettori della R-base 
mostrata sopra, ne esiste almeno uno hermitiano-ortogonale 
agli altri due. Indichiamo con e questo vettore. Si costruisce 
facilmente una trasformazione unitaria dello spazio C"+!, che 
induce in CP” un moto, che lascia fisso il punto considerato z 
e il complemento hermitiano-ortogonale di e, mentre cambia il 
verso del vettore e. 
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Il valore della forma d£ sui nostri tre vettori e, f, g è uguale 
al suo valore sulla terna —e, f, g, a causa dell’invarianza della 
forma dL, e dunque è uguale a zero. Il teorema è dimostrato. 

Osservazione. Vi è un altro modo per costruire la 
stessa struttura simplettica sullo spazio proiettivo complesso. 
Consideriamo le piccole oscillazioni di un pendolo matematico, 
il cui spazio delle configurazioni è di dimensione n + 1. Utiliz- 
ziamo l’integrale dell'energia per abbassare di 1 il numero di 
gradi di libertà del sistema. Lo spazio delle fasi ottenuto dopo 
questa operazione è CP", mentre la struttura simplettica definita 
in esso coincide, a meno di un fattore, con la forma € indicata 
sopra. | 

Un ulteriore modo di costruire una struttura simplettica 
su CP” consiste nel rappresentare questo spazio come una delle 
orbite della rappresentazione coaggiunta di un gruppo di Lie; 
su ogni orbita esiste sempre una struttura simplettica standard 
(vedere l’ Appendice 2, punto A). Come gruppo di Lie, si può 
prendere il gruppo degli operatori unitari (che conservano la 
metrica hermitiana) nello spazio complesso di dimensione n +4 1. 
In questo caso le orbite della rappresentazione coaggiunta sono 
le stesse di quella aggiunta. Nella rappresentazione aggiunta, 
l'operatore di riflessione in un iperpiano (che cambia il segno 
della prima coordinata e lascia invariate le altre) ha come orbi- 
ta CP", perché l’operatore di riflessione è definito univocamente 
dalla retta complessa ortogonale all’iperpiano. 

C. Strutture simplettiche di varietà algebriche proiettive. 
Otteniamo ora una struttura simplettica su qualunque sottovarietà 
complessa M dello spazio proiettivo complesso. Più precisa- 
mente, sia j: M + CP” l’immersione della varietà complessa M 
nello spazio proiettivo complesso. Le strutture riemanniana, hermi- 
tiana e simplettica dello spazio proiettivo inducono su M delle 
strutture corrispondenti. Per esempio, una struttura simplettica 
su M è definita dalla formula 


lu = ju. 


Teorema. La forma differenziale yy definisce una struttura 
simplettica sulla varietà M. 

Dimostrazione. Il fatto che la 2-forma Q,, sia non 
degenere deriva dal fatto che M è una sottovarietà complessa. 
In effetti, la forma quadratica 


(È, È) = Ly (È, ib) 


è definita ‘positiva su 7 M, (essa è indotta da una metrica rieman- 
niana su CP"). Perciò, la forma bilineare (È, n) = Qy (É, in) 
è non degenere. Dunque è non degenere anche la forma £,y. Che 
la forma € sia chiusa deriva dal fatto che è chiusa la forma £L. 
Il teorema è dimostrato. 
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Osservazione. Come nello spazio proiettivo com- 
plesso, così anche sulle sue sottovarietà complesse abbiamo defini- 
to una struttura hermitiana negli spazi tangenti, la cui parte im- 
maginaria è una struttura simplettica. 

Una varietà complessa, in cui sia definita una metrica her- 
mitiana, la cui parte immaginaria è una forma chiusa (cioè una 
struttura simplettica) si chiama varietà kahleriana e la sua metrica 
hermitiana, metrica kahleriana. Numerosi importanti risultati 
sono stati ottenuti nella geometria delle varietà kahleriane, in 
particolare esse possiedono notevoli proprietà topologiche (vede- 
re, per esempio, A. Weil Introduzione alla teoria delle varietà 
kahleriane, IL, 1961, in russo, Hermann, Parigi, 1958, in francese). 

Tutte le varietà simplettiche note ammettono una struttura 
kahleriana. Tuttavia, non è chiaro quali delle proprietà topolo- 
giche delle varietà kahleriane dipendano soltanto dalla struttura 
simplettica. 

Problema 1. Calcolare la struttura simplettica £ nella 
carta affine w = 2,1: 2 della retta proiettiva CP!. 


| _ 1 de dy _ . 
Risposta. S = n FAL* dove w = x + iy. 


Nella definizione della forma € il coefficiente è preso in modo da 
ottenere l’usuale orientazione’ della retta complessa (dr / dy) e 
che l’integrale della forma £ sull’intera retta proiettiva sia 


uguale a 1. 
Problema 2. Dimostrare che la struttura simplettica 
nella carta affine wx = zx200) (K = 1, ..., n) dello spazio proiet- 


tivo CP" = {(z0:2::... :2n)} è definita dalla formula 


(wr doi —w dwx)(Wwx do; —w; dwx) 
Q= È 0<k<l<n 
— 2 


» (wawR) 

Osservazione. Le forme differenziali sullo spazio 
complesso a valori complessi (per esempio, dux e dwx) sono defi- 
nite come funzioni lineari complesse dei vettori tangenti; se 
Wx, = xx + iyn, allora 

dwx = dx + i dYk, dwy = dxx — i dYy. 

Lo spazio di queste forme su C” ha dimensione complessa 2n; 

formano una C-base, per esempio, le 2n forme dw,, dw,(kK=1,... 


., n) o le 2n forme da, dyx. 
Il prodotto esterno si definisce nel solito modo e obbedisce 


alle regole ordinarie. Per esempio, 

dw \ dw = (dr + i dy) \ (dr — idy)= — 2idx /\ dy. 

Sia f una funzione regolare reale su C* (in generale, a valori 
complessi). Un esempio è | w |? =}]wwy. Il differenziale della 
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funzione f è una 1-forma complessa. Dunque lo si può scomporre 
nella base dwx, dw,. I coefficienti di questa scomposizione si 
chiamano derivate parziali « rispetto a w, » e «rispetto a wxy»: 


dj = dv+t du. 


Nel calcolo delle derivate esterne è comodo anche distinguere 
la derivazione d'’ rispetto alle variabili w, e d” rispetto alle varia- 


bili w, in modo ched = d' + d”. 
Per esempio, per la funzione f 


d'j= Law, d'j= du. 
Per la 1-forma differenziale 
o= Dar dw,+bx dwy 
gli operatori d’ e d” si definiscono in modo analogo: 
d'o= “ d'ax\dw,+d'b,/\dwx, 
d'o= dI d'ax\dw,+d"b,\dw. 
| Problema 3. Dimostrare che la struttura simplettica Q, 
nella carta affine w, = 2225) dello spazio proiettivo CP”, è defi- 
nita dalla formula 
Q=7d'dIn Y [wa 


k==0 
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Appendice 4 
Strutture di contatto 


Non può esistere una struttura simplettica su una varietà di 
dimensione dispari. L’analogo della struttura simplettica, per le 
varietà di dimensioni dispari, è una struttura un po’meno simme- 
trica, ma dotata ugualmente di proprietà notevoli: la struttura 
di contatto. 

L’origine delle strutture simplettiche, in meccanica, sono 
gli spazi delle fasi (cioè i fibrati cotangenti alle varietà delle 
configurazioni), sui quali esiste sempre una struttura simplettica 
canonica. L’origine delle strutture di contatto sono, invece, le 
varietà degli elementi di contatto degli spazi delle configurazioni. 

Si chiama elemento di contatto a una varietà regolare n-di- 
mensionale in un suo punto qualunque, un piano di dimensione 
n — 1, tangente alla varietà in questo punto (cioè un sottospazio 
lineare di dimensione n — 1 dello spazio di dimensione n, 
tangente in questo punto). 

L’insieme di tutti gli elementi di contatto di una varietà 
n-dimensionale possiede una struttura naturale di varietà regolare 
di dimensione 2n — 1. Risulta che su questa varietà di dimensione 
dispari esiste ancora una notevole struttura di contatto supple- 
mentare (che noi descriveremo più in basso). 

La varietà degli elementi di contatto di una varietà rieman- 
niana n-dimensionale è strettamente legata alla varietà di 
dimensione 2n — 1 dei vettori unitari, tangenti a questa varietà 
riemanniana, o alla varietà di dimensione 2n — 1 di livello 
d’energia di un punto materiale, che si muove per inerzia su una 
varietà riemanniana. Le strutture di contatto, in queste varietà 
di dimensione 2n — 4, sono strettamente legate alla struttura 
simplettica nello spazio delle fasi 2n-dimensionale del punto 
(cioè alla struttura nel fibrato cotangente alla varietà riemannia- 
na n-dimensionale di partenza). 

A. Definizione della struttura di contatto. 
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Definizione. Una struttura di contatto su una varietà 
è un campo regolare di iperpiani tangenti !, che verifica una 
condizione di non degenerazione, che sarà formulata in seguito. 
Per formulare tale condizione, vediamo come si può costruire in 
generale un campo d’iperpiani nell’intorno di un punto di una 
varietà di dimensione N. 

Esempio. Sia N =2. Allora la varietà è una superfi- 
cie, mentre il campo di iperpiani è un campo di rette. Nell’intorno 
di un punto tale campo è fatto sempre nello stesso semplice modo, 
cioè come un campo di tangenti a una famiglia di rette parallele 
sul piano. Più precisamente, uno dei risultati fondamentali della 
teoria locale delle equazioni differenziali ordinarie è la possibi- 
lità di trasformare qualunque campo regolare di rette, tangenti su 
una varietà, in un campo di tangenti a una famiglia di rette paral- 
lele dello spazio euclideo, per mezzo di un diffeomorfismo in un 
intorno sufficientemente piccolo di ogni punto della varietà. 

Se N > 2, allora l’iperpiano non è più una retta e la questione 
diventa notevolmente più complessa. Per esempio, un campo di 
piani tangenti bidimensionali, nell’ordinario spazio tridimensio- 
nale, non può essere sempre applicato da un diffeomorfismo su 
un campo di piani paralleli. Il fatto è che esistono campi di 
piani tangenti, per i quali non si può tracciare una « superficie 
integrale », cioè una superficie, che possieda il piano tangente 
richiesto in ogni suo punto. 

La condizione di non degenerazione del campo degli iperpia- 
ni, che entra nella definizione della struttura di contatto, signi- 
fica un allontanamento massimo del campo degli iperpiani, ri- 
spetto al campo di tangenti alla famiglia d'’ipersuperfici. Per 
misurare questo allontanamento e per convincerci dell’esistenza 
di campi senza ipersuperfici integrali, dobbiamo fare alcune co- 
struzioni e alcuni calcoli 2. 

B. Condizione d’integrabilità di Frobenius. Consideriamo un 
punto qualunque su una varietà di dimensione N e cerchiamo di 
costruire una superficie, che passi per questo punto e sia tangente 
in ogni punto a un campo dato di piani di dimensione N — 1 
(superficie integrale). 

A tal fine, introduciamo nell’intorno del punto considerato 
un sistema di coordinate, in modo che in questo punto una super- 
ficie coordinata sia tangente a un piano del campo. Chiameremo 
questo piano, piano orizzontale e asse verticale, l’asse delle 
coordinate non contenuto in esso. 


1 Si chiama iperpiano di uno spazio lineare un sottospazio. la cui di- 
mensione è «di un'unità inferiore a quella dello spazio (cioè l’insieme di 
livello nullo d’una funzione lineare non identicamente nulla). 

Un iperpiano tangente è un iperpiano di uno spazio tangente. 

2 D'ora in poi trascuriamo il prefisso « iper ». Se si vuole, si potrà pen- 
sare di essere nello spazio tridimensionale e che le ipersuperfici sono le super- 
fici ordinarie. Il caso multidimensionale è analogo a quello tridimensionale. 
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Costruzione della superficie integrale. La superficie integrale, 
se esiste, è il grafico di una funzione di N — 1 variabili nell’intor- 
no dell’origine delle coordinate. Per costruirla possiamo conside- 
rare sul piano orizzontale un qualunque cammino regolare. Allo- 
ra le verticali, tracciate dai punti del cammino, formano una 
superficie bidimensionale (un cilindro), e il nostro campo di 
piani ritaglia su essa un campo di rette tangenti. La superficie 
integrale (se esiste) interseca il cilindro lungo una curva integrale 
del campo di rette, uscente dall’origine delle coordinate. Tale 
curva integrale esiste sempre, indipendentemente dal fatto che 
esista o meno una superficie integrale. Dunque, possiamo costru- 
ire una superficie integrale sopra il piano orizzontale, muovendoci 
su una curva regolare di quest’ultimo. 

Inoltre, affinché da tutte le curve integrali si ottenga una 
superficie integrale regolare, è necessario che il risultato della 
nostra costruzione sia indipendente dal cammino e definito solo 
dal suo punto terminale. 0) 

In particolare, se si fa un giro completo di un cammino 
chiuso, nell’intorno dell’origine delle coordinate sul piano oriz- 
zontale la curva integrale sul cilindro deve chiudersi. 

E facile costruire esempi di campi di piani, per cui non ha 
luogo questa chiusura e, dunque, non esiste una superficie inte- 
grale. Campi simili sono detti non integrabili. 

Esempio di campo di piani non integrabile. Per definire un 
campo di piani e misurare il suo scarto rispetto alla chiusura, 
introduciamo le seguenti notazioni. 

Notiamo, prima di tutto, che un campo di iperpiani può essere 
definito localmente da una 1-forma differenziale. In effetti, un 
piano nello spazio tangente definisce una 1-forma, a meno di una 
costante moltiplicativa diversa da zero. Scegliamo questa costan- 
te, in modo che il valore della forma sia uguale a 1 sui vettori 
di base tangenti verticali. 

Questa condizione può essere soddisfatta in un intorno dell'o- 
rigine delle coordinate, dato che il piano del campo nello zero 
non contiene la direzione verticale. Questa condizione definisce 
univocamente la forma (secondo il campo di piani). 

Un campo di piani nell’ordinario spazio tridimensionale, 
che non possieda superfici integrali, può essere definito, per esem- 
pio, dalla 1-forma 


o=rdyt+ dz, 


dove z e y sono le coordinate orizzontali, mentre z è quella verti- 
cale. Si dimostra, più in basso, che questo campo di piani non 
è integrabile. 

Costruzione di una 2-forma, che misura la non integrabilità. 
Per mezzo della forma, che definisce il campo, si può misurare il 
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grado di non integrabilità. Ciò si fa con la seguente contruzione 
(fig. 236). 

Consideriamo una coppia di vettori, uscenti dall'origine 
delle coordinate e che giacciono nel piano orizzontale del nostro 
sistema di coordinate. Costruiamo un parallelogramma su di essi. 
Otteniamo due cammini, che vanno dall'origine delle coordinate 
nel vertice opposto. Su ognuno di questi 
due cammini si può costruire una curva 4 
integrale (a due segmenti), come è descritto 
sopra. Si ottengono così, in generale, sopra 
il vertice del parallelogramma opposto al- i 
l'origine, due diversi punti. La differenza 
delle altezze di questi punti è una funzione 
della nostra coppia di vettori. Questa fun- 
zione è antisimmetrica e nulla, se è nullo 
uno dei vettori. Dunque, la parte lineare Fig. 236. Curve inte- 
della serie di Taylor di questa funzione è @rali costruite secondo 

: un campo non inte- 
uguale a zero in 0, mentre la sua parte grabile di piani. 
quadratica è una forma bilineare antisim- 
metrica sul piano orizzontale. 

Se il campo è integrabile, si ottiene una 2-forma uguale a zero. 
Perciò, questa 2-forma può essere considerata come una misura 
della non integrabilità del campo. 

Utilizzando il nostro sistema di coordinate, possiamo identi- 
ficare il piano coordinato orizzontale con il piano del campo, pas- 
sante per l'origine delle coordinate. Dunque, dalla nostra costru- 
zione si ottiene una 2-forma su un piano stesso del campo. 

La 2-forma è definita in modo intrinseco. La 2-forma indicata 
sopra è stata costruita per mezzo di coordinate. Tuttavia, il valo- 
re di questa 2-forma su una coppia di vettori tangenti non dipende 
dal sistema di coordinate, ma solo dalla 41-forma, con -cui si 
è definito il campo. 

Per assicurarsene, basta dimostrare il 

Teorema. La 2-forma definita sopra sullo spazio degli zeri 
della 1-forma è coincide con la derivata esterna di quest’ultima, 
do lo=o0- 

Dimostrazione. Mostriamo che la differenza delle 
altezze dei punti, ottenuti muovendosi sui lati del parallelo- 
gramma, coincide con l'integrale della 1-forma esteso ai quattro 
lati, a meno di un infinitesimo del terzo ordine rispetto ai lati. 

A questo fine, notiamo che l’altezza di una curva integrale su 
qualsiasi cammino di lunghezza e, che esce dall’origine delle 
coordinate, è dell'ordine di e?, poiché nell'origine delle coordinate 
il piano del campo è orizzontale. Dunque, gli integrali della 
2-forma dw estesi alle quattro aree verticali sopra i lati del paral- 
lelogramma, delimitate dalle curve integrali e dal piano orizzon- 
tale, sono dell’ordine di £3, se i lati sono dell’ordine di e. 
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Gli integrali della forma estesi alle curve integrali sono 
uguali a zero. Allora, per la formula di Stokes, l'incremento del- 
l'altezza lungo una curva integrale, situata sopra uno qualunque 
dei lati del parallelogramma, è uguale all’integrale della 1-forma © 
lungo questo lato, a meno di un infinitesimo del terzo ordine. 

Ora, il teorema da dimostrare discende immediatamente 
dalla definizione di derivata esterna. 

Rimane ancora un’arbitrarietà nella scelta della 1-forma ®, 
con la quale è stata costruita la nostra 2-forma. Più esattamente, 
la. forma è definita dal campo di piani a meno della moltiplica- 
zione per una funzione f che non si annulla mai. In altri termini, 
saremmo potuti partire dalla forma fw. Allora, saremmo arrivati 
alla 2-forma 


difo=fdo+df /\ ®, 


che differisce sul nostro piano dalla 2-forma dw per il prodotto 
per un numero f (0) diverso da zero. 

Dunque, la 2-forma costruita su un piano del campo è definita 
intrinsecamente, a meno di una costante moltiplicativa diversa 
da zero. 

Condizione d’integrabilità di un campo di piani. 

Teorema. Se un campo d’'iperpiani è integrabile, allora la 
2-forma costruita sopra si annulla nel piano del campo. Inversa- 
mente, se la 2-forma indicata si annulla in ogni piano del campo, il 
campo è integrabile. 

La condizione necessaria del teorema segue in modo diretto 
dalla stessa costruzione della 2-forma. La dimostrazione della 
condizione sufficiente si può fare esattamente con gli stessi 
ragionamenti, con i quali abbiamo provato la commutatività 
dei flussi di fase, le cui parentesi di Poisson dei campi delle velo- 
cità sono uguali a zero. Si può semplicemente riferirsi a questa 
commutatività, applicandola alle curve integrali generate sopra 
gli assi coordinati nel piano orizzontale. 

Teorema. La condizione d’integrabilità di un campo di piani 


do = 0 per = 0) 


è equivalente alla seguente condizione di Frobenius: 
o / do = 0. 


Dimostrazione. Consideriamo il valore della 3-for- 
ma indicata su tre vettori di base distinti, scelti arbitrariamente. 
Uno solo di essi può essere verticale. Dunque, di tutti i termini, 
che entrano nella definizione del valore del prodotto esterno su 
{re vettori, non può essere diverso da zero se non quello, che è 
uguale al prodotto del valore della forma sul vettore verticale 
per il valore della forma dw sulla coppia dei vettori orizzontali. 
Se il campo definito dalla forma è integrabile, allora il secondo 
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termine del prodotto è nullo e, dunque, la nostra 3-forma è uguale 
a zero su tutte le terne di vettori. 

Inversamente, se la 3-forma è uguale a zero su dei vettori 
qualunque, allora essa è nulla su qualunque terna di vettori di 
base, uno dei quali è verticale e i rimanenti due orizzontali. Il 
valore su tale terna della 3-forma è uguale al prodotto del valore 
di © sul vettore verticale per il valore di dw sulla coppia di vetto- 
ri orizzontali. Il primo termine del prodotto non è nullo, quindi 
e nullo il secondo, cioè la forma dw è uguale a zero sul piano del 
campo, c.v.d. 

C. Campi d’iperpiani non degeneri. 

Definizione. Un campo d'iperpiani si dice non dege- 
nere in un punto, se il rango della 2-forma in do lo=o definita 
sul piano del campo, passante per questo punto, è uguale alla 
dimensione del piano. 

Ciò implica che per ogni vettore del piano non nullo, si deve 
poter trovare un altro vettore del piano, tale che il valore della 
2-forma su questa coppia di vettori-sia diversa da zero. 

Definizione. Un campo di piani si dice non degenere 
su una varietà, se è non degenere in ogni punto di questa varietà. 

Notiamo che su una varietà di dimensione pari non può esi- 
stere un campo d'’iperpiani non degenere. In effetti, su una tale 
varietà un iperpiano è di dimensione dispari, e il rango di ogni 
forma bilineare antisimmetrica, definita su ‘uno spazio di dimen- 
sione dispari, è minore della dimensione dello spazio (vedere 
il $ 44). 

Invece, su varietà di dimensione dispari, esistono campi di 
piani non degeneri. 

Esempio. Consideriamo uno spazio euclideo di dimen- 
sione 2m + 1, con coordinate x, y, z (dove x e y sono vettori di 
spazi di dimensione m, mentre z è un numero). La 1-forma 


o=zxdy+ dz 


definisce un campo d’iperpiani. Il piano del campo, che passa per 
l'origine delle coordinate, ha equazione dz = 0. Come coordinate 
in questo iperpiano si possono prendere x e y. Dunque, la nostra 
2-forma, definita sul piano del campo, si scriverà 


do lo=0 = dr \dy= dx, \ dy +. . «+ dim A Wm 


Il rango di questa forma è uguale a 2m, quindi il nostro cam- 
po è non degenere nell’origine delle coordinate e perciò anche nel 
suo intorno (in effetti, questo campo di piani è non degenere 
in tutti i punti dello spazio). 

Siamo infine in grado di dare la definizione di struttura di 
contatto su una varietà: una struttura di contatto su una vorietà 
è un campo non degenere di iperpiani tangenti. 
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D. Varietà degli elementi di contatto. Il termine « struttura di: 
contatto » si spiega col fatto che tale struttura esiste sempre sulla 
varietà degli elementi di contatto di una varietà regolare. 

Consideriamo una varietà regolare n-dimensionale. 

Definizione. Un iperpiano (di dimensione r — 1), 
tangente alla varietà in uno qualunque dei suoi punti, è detto 
elemento di contatto e questo punto, punto di contatto. 

L’insieme di tutti gli elementi di contatto di una varietà 
n-dimensionale possiede esso stesso una struttura di varietà rego- 
lare, di dimensione 2n — 1. 

Infatti, l'insieme di tutti gli elementi di contatto, che hannuv 
un punto di contatto fisso, è l'insieme di tutti i sottospazi di 
dimensione n — 1 di uno spazio lineare di dimensione r, cioè lo 
spazio proiettivo di dimensione n— 1. Per definire un elemento 
di contatto, bisogna perciò dare le n coordinate del punto di con- 
tatto e le n — 1 coordinate, che individuano un punto dello spa- 
zio proiettivo di dimensione n— 1, in totale 2n — 1 coordinate. 

La varietà di tutti gli elementi di contatto di una varietà 
n-dimensionale è lo spazio del fibrato, che ha per base la nostra 
varietà n-dimensionale e per fibra, lo spazio proiettivo di dimen- 
sione n — 1. 

Teorema. /l fibrato degli elementi di contatto è la proiettiviz- 
zazione del fibrato cotangente: lo si può ottenere dal fibrato cotangen- 
te, sostituendo ogni spazio lineare cotangente di dimensione n con lo 
spazio proiettivo di dimensione n — 1 (un punto del quale è una 
retta passante per l'origine delle coordinate nello spazio cotangente). 

In effetti, un elemento di contatto è definito da una 1-forma 
sullo spazio cotangente, per cui questo elemento è l’insieme degli 
zeri di livello. Questa forma non è identicamente nulla ed è defi- 
nita a meno di una costante moltiplicativa diversa da zero. 

Ma una forma su uno spazio tangente è un vettore dello spa- 
zio cotangente. Dunque una forma non nulla, definita a meno di 
una costante moltiplicativa diversa da zero su uno spazio tangen- 
te, è un vettore non nullo dello spazio cotangente, definito a meno 
di una costante moltiplicativa diversa da zero, cioè un punto della 
proiettivizzazione dello spazio cotangente. 

Struttura di contatto su una varietà di elementi di contatto. 

In ogni spazio cotangente a una varietà di elementi di con- 
tatto esiste un iperpiano notevole. Esso si chiama iperpiano di 
contatto e viene definito nel modo seguente. 

Fissiamo un punto di una varietà di elementi di contatto, di 
dimensione 2n — 1, su una varietà di dimensione n. Considere- 
remo questo punto, se vogliamo, un piano di dimensione nr — 1, 
tangente’ alla varietà n-dimensionale di partenza. 

Definizione. Un vettore, tangente a una varietà di 
elementi di contatto in un punto fissato, appartiene a un iperpiano 
di contatto, se la sua proiezione sulla varietà di dimensione n è 
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contenuta proprio in quel piano di dimensione n — 1, che è il 
punto fissato della varietà di elementi di contatto. 

In altri termini, lo spostamento di un elemento di contatto 
è tangente all’iperpiano di contatto, se la velocità del punto di 
tangenza appartiene a questo elemento di contatto; questo elemento 
può girare come si vuole. 

Esempio. Prendiamo una qualunque sottovarietà della 
nostra varietà r-dimensionale e consideriamo tutti i piani di di- 
mensione n — 1 tangenti ad essa (cioè gli elementi di contatto). 
Tutti questi elementi di contatto formano una sottovarietà rego- 
lare della varietà di dimensione 2n — 1 di tutti gli elementi di 
contatto. La dimensione di questa sottovarietà è uguale a n — 1, 
qualunque sia la dimensione della sottovarietà iniziale (che può 
essere di dimensione n — 1, o minore, o essere una curva o addirit- 
tura un punto). 

La sottovarietà di dimensione n — 1, ottenuta dalla varietà 
di dimensione 2n — 1 di tutti gli elementi di contatto, è tangente 
in ogni suo punto al campo degli iperpiani di contatto (per defi- 
nizione dell’iperpiano di contatto). Dunque, il campo degli iper- 
piani di contatto, che hanno dimensione 2n — 2, ammette delle 
varietà integrali di dimensione n — 1. 

Problema. Esistono, per ogni campo di piani, varietà 
integrali di dimensione maggiore? 

Risposta. No. 

Problema. Si può definire un campo di iperpiani di con- 
tatto con una 1-forma differenziale sulla varietà di tutti gli 
elementi di contatto? 

Risposta. No, persino se la varietà di partenza n-dimensionale 
Cc uno spazio euclideo (per esempio, il piano ordinario bidimen- 
sionale). 

Più in basso mostreremo che il campo degli iperpiani di 
contatto sulla varietà di dimensione 2n — 1 di tutti gli elementi di 
contatto di una varietà di dimensione n, è non degenere. 

La dimostrazione si basa sulla struttura simplettica del fibra- 
lo cotangente. 

Il fatto è che la varietà degli elementi di contatto è legata da 
una semplice costruzione allo spazio del fibrato cotangente 
(la proiettivizzazione del quale è la varietà degli elementi di con- 
tatto). Inoltre, la non degenerazione del campo dei piani di con- 
tatto del fibrato proiettivizzato è strettamente legata alla non 
degenerazione della 2-forma, che definisce la struttura simplettica 
del fibrato cotangente. 

La costruzione, di cui si parla, sarà fatta più sotto-in un caso 
un po’ più generale. Più esattamente, data una varietà di dimen- 
sione dispari munita di una struttura di contatto, si può costruire 
la sua « simplettizzata », cioè una varietà simplettica, la cui di- 
mensione è di un'unità superiore. La relazione reciproca, che inter- 
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corre tra queste due varietà (quella di contatto di dimensione 
dispari e quella simplettica di dimensione pari) è la stessa che 
esiste tra la varietà degli elementi di contatto e la sua struttura 
di contatto ovvero tra il fibrato cotangente e la sua struttura 
simplettica. 

E. Simplettizzazione di una varietà di contatto. Consideriamo 
una varietà di contatto arbitraria, cioè una varietà di dimensione 
dispari N, con un campo non degenere d’iperpiani tangenti (di 
dimensione pari N — 1). Definiremo questi piani piani di contatto. 
Ogni piano di contatto è tangente alla varietà di contatto in 
un punto. Chiameremo questo punto punto di contatto. 

Definizione. Chiameremo forma di contatto ogni for- 
ma lineare, definita sullo spazio tangente in un punto della varie- 
tà di contatto, tale che l’insieme dei suoi zeri sia un piano di 
contatto. 

Bisogna sottolineare che una forma di contatto non è una 
forma differenziale, ma una forma lineare algebrica definita su 
uno spazio tangente. 

Definizione. Si chiama simplettizzazione di una varie- 
tà di contatto l’insieme di tutte le forme di contatto definite sulla 
varietà di contatto, munito della struttura di varietà simplettica, 
indicata più in basso. 

Osserviamo, prima di tutto, che l'insieme di tutte le forme 
di contatto su una varietà di contatto possiede una struttura natura- 
le di varietà regolare, di dimensione pari N + 1. Più esattamente, 
possiamo considerare l’insieme di tutte le forme di contatto 
come lo spazio del fibrato sopra la varietà di contatto iniziale. 
La proiezione sulla base è un’applicazione, che associa un punto 
di contatto a ogni forma di contatto. 

Una fibra di questo fibrato è l’insieme di tutte le forme di 
contatto, che hanno un punto di contatto in comune. Tutte queste 
forme si ottengono l’una dall’altra, previa moltiplicazione per 
un numero diverso da zero (dato che esse definiscono un identico 
piano di contatto). Dunque, la fibra del nostro fibrato è unidi- 
mensionale: è una retta senza un punto. 

Osserviamo anche che sulla varietà di tutte le forme di con- 
tatto opera il gruppo moltiplicativo dei numeri reali diversi da 
zero. Più precisamente, il prodotto di una forma di contatto per 
un numero diverso da zero è ancora una forma di contatto. Il 
gruppo opera sul nostro fibrato, lasciando ogni fibra al suo posto 
(il punto di contatto non varia, moltiplicando la forma per un 
numero). 

Osservazione. Finora non abbiamo utilizzato la 
non degenerazione del campo di piani. La non degenerazione 
è necessaria soltanto affinché la varietà, ottenuta per simplettizza- 
zione, sia simplettica. 

Esempio. Consideriamo la varietà (di dimensione 2n — 1) 
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di tutti gli elementi di contatto di una varietà regolare n-dimen- 
sionale. Sulla varietà degli elementi esiste un campo d'’iperpiani 
(che noi abbiamo definito sopra e chiamato di contatto). Dunque, 
si può simplettizzare la varietà degli elementi di contatto. 

Dalla simplettizzazione si ottiene una varietà di dimensione 
2n. Questa varietà è lo spazio del fibrato cotangente della 
varietà iniziale n-dimensionale senza vettori nulli. L'azione 
del gruppo moltiplicativo dei numeri reali su una fibra si riporta 
alla moltiplicazione per un numero 
dei vettori dello spazio cotangente. 

Sul fibrato cotangente esiste Z4+-T 
una notevole 1-forma: la 4-forma a 
« pdq». Un’analoga 4-forma esiste 
anche su ogni varietà, ottenuta da 
una varietà di contatto per simplet- 
tizzazione. 

A-forma canonica sullo spazio 
simplettizzato. 

Definizione. Si chiama 
1-forma canonica sullo spazio sim- 
plettizzato di una varietà di con- 
tatto la 1-forma differenziale a, il 
cui valore su ogni vettore È, tan- 
gente in un punto p allo spazio 
simplettizzato (fig. 237), è uguale al valore, sulla proiezione 
del vettore È nel piano tangente alla varietà di contatto, di 
quella /1-forma definita su questo piano tangente, che corri- 
sponde al punto p: 


Fig. 237. Simplettizzazione di 
una varietà di contatto. 


x (È) _ P (m_É), 


dove x è la proiezione dello spazio simplettizzato sulla varietà 
di contatto. 

Teorema. La derivata esterna della 1-forma canonica, definita 
sullo spazio simplettizzato della varietà di contatto, è una 2-forma 
non degenere. 

Corollario. Lo spazio simplettizzato di una varietà di contatto 
possiede una struttura simplettica, che è definita canonicamente 
(cioè univocamente e senza alcun arbitrio) dalla struttura di contatto 
della varietà iniziale di dimensione dispari. 

Dimostrazione. Poiché l’asserzione del teorema ha 
carattere locale, basta dimostrarla in un piccolo intorno di un 
punto della varietà. In un piccolo intorno di un punto della 
varietà di contatto si può definire un campo di piani di contatto 
con una forma differenziale ® sulla varietà di contatto. Fissiamo 
una tale 1-forma ©. 

In questo modo, abbiamo rappresentato la parte dello spa- 
zio simplettizzato, che si trova sopra l’intorno considerato della 
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varietà di contatto, sotto forma di un prodotto cartesiano di 
questo intorno per una retta senza un punto. 

Più precisamente, associamo alla coppia (x, 4), dove x è un 
punto della varietà di contatto e 4 un numero diverso da zero, 
la forma di contatto, che è definita dalla 1-forma differenziale 
A+ nello spazio tangente nel punto x. 

Dunque, nella regione considerata della simplettizzata 
è definita una funzione À, a valori non nulli. Si deve sottolineare 
che A è solo una coordinata locale sulla varietà simplettizzata 
€ che essa non è definita canonicamente: essa dipende dalla scelta 
della 1-forma differenziale . 

Nelle notazioni fatte, la 1-forma canonica a si scrive 


a=b\n*% 


€ non dipende dalla scelta di . 
Quindi, la derivata esterna della 1-forma a si scrive 


da = di /\ 1*w + An*do. 


Dimostriamo che la 2-forma da è non degenere, cioè che, 
dato un vettore qualunque È tangente alla simplettizzata, 
esiste un vettore n, tale che da (È, n) 40. 

Distinguiamo, tra i vettori tangenti alla simplettizzata, 
quelli dei tipi seguenti. Chiameremo il vettore È verticale, se 
è tangente alla fibra, cioè se n,é = 0. Chiameremo il vettore È 
orizzontale, se è tangente a una superficie di livello della funzio- 
ne À, cioè se dA (È) = 0. Chiameremo il vettore È vettore di contatto, 
se la sua proiezione sulla varietà di contatto è situata su un piano 
di contatto, cioè se « (n.6) = 0 (in altri termini, se a (E) = 0). 

Calcoliamo il valore della forma da sulla coppia di vettori È, n: 


da (È, n) = (dA /\ n*w)( È, n) + (2n*do) (È, n). 


Supponiamo che il vettore È non sia di contatto. Prendiamo 
come vettore n, un vettore verticale non nullo, in modo che 
mx,M = 0. Allora, il secondo termine è nullo, mentre il primo 
è uguale a 


nai di (n) Od (11,6) 


e diverso da zero, poiché n è un vettore verticale non nullo e È 
non è di contatto. Dunque, se È non è un vettore di contatto, 
abbiamo trovato un n tale che da (E, n) #0. 

Supponiamo che È sia un vettore di contatto, non verticale. 
Allora prendiamo come vettore n un qualunque vettore di contatto. 
Ora è il primo termine che si annulla, mentre il secondo (e quindi 
l’intera somma) si riduce a X do (n,È, n,n). Poiché il vettore È 
non è verticale, il vettore m,È, situato in un piano di contatto, 
è diverso da zero. Ma la 2-forma dw in un piano di contatto è non 
degenere (per definizione della struttura di contatto). Cioè, 
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‘esiste un vettore di contatto n, tale che do'(n,}, n,n) 40. 
Poiché XA 0, abbiamo trovato un vettore n, per il quale 
da (E, n) #0. 

Infine, se il vettore È è verticale, non nullo, come vettore n 
xi può prendere un qualunque vettore, che non sia di contatto. 
Il teorema è dimostrato. 

Osservazione. Lacostruzione della 1-forma a e della 
2-forma da vale per qualunque varietà, che abbia un campo di 
iperpiani e non dipenda dalla condizione di non degenerazione. 
Tuttavia, la-2-forma da definirà una struttura simplettica soltanto 
nel caso di un campo di piani non degenere. 

Dimostrazione. Supponiamo che il campo sia dege- 
nere, cioè che esista un vettore non nullo È' in un piano del campo, 
tale chedo (È’, n')= 0 per tutti i vettori n' di questo piano. Per 
un tale È',tla quantità do (È',.n') come funzione di n’ è una forma 
lineare, identicamente nulla sul piano in questione. Perciò, esiste 
un numero pu indipendente da n’ tale che 


do (E, n°) = po (n°) 


per tutti i vettori n’ dello spazio tangente. 

Prendiamo ora come vettore È un vettore tangente alla varie- 
tà simplettizzata, tale che n È = È’. Tale vettore è definito a me- 
no dell’addizione di un vettore verticale; mostriamo che, per una 
scelta conveniente di questo termine additivo, risulterà 


da (È, n)=0 per tutti gli n. 


Infatti, il primo termine della formula per da è uguale a 
di (È) © (mm) (poiché @ (n,€)=0). Il secondo termine è uguale 
a ide (n, 7) = Auo (mn). Prendiamo la componente vertica- 
le del vettore È in modo tale che dA (È) = — Au. Allora il vetto- 
re È sarà antiortogonale a tutti i vettori n. 

e dunque da è una struttura simplettica, allora il campo 
iniziale d’iperpiani è una struttura di contatto e l’asserzione fatta 
sopra è dimostrata. 

Corollario. /l campo d’iperpiani di contatto definisce una strut- 
tura di contatto sulla varietà degli elementi di contatto di una qualun- 
que varietà regolare. 

Dimostrazione. La simplettizzazione della varietà 
di dimensione 2n—1 di tutti gli elementi di contatto su una varie- 
tà regolare di dimensione n, costruita secondo il campo di piani 
di contatto di dimensione 2n — 2, è, per costruzione, lo spazio 
del fibrato cotangente della varietà n-dimensionale iniziale 
senza i vettori cotangenti nulli. La 1-forma canonica a sulla sim- 
plettizzata è, per definizione, quella stessa 1-forma sul fibrato 
cotangente, che abbiamo chiamato «p dg» e che è alla base 
della meccanica hamiltoniana (vedere il $ 37). La sua derivata 
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da è dunque la forma « dp /\ dq», che definisce una struttura 
simplettica ordinaria sullo spazio delle fasi. Perciò, la forma da 
è non degenere. E, per l'osservazione precedente, il campo d’iper- 
piani di contatto è non degenere. Il corollario è dimostrato. 

F. Diffeomorfismi di contatto e campi vettoriali. 

Definizione. Un diffeomorfismo di una varietà di 

contatto su se stessa si dice di contatto, se conserva la struttura di 
contatto, cioè se trasforma ogni piano del campo d’iperpiani, 
che definisce la struttura, in un piano dello stesso campo. 
. Esempio. Consideriamola varietà di dimensione 2n — 1 
degli elementi di contatto di una varietà regolare n-dimensionale, 
munita della sua struttura di contatto ordinaria. Ad ogni elemento 
di contatto si può assegnare un « lato positivo », scegliendo una 
delle due metà, in cui questo elemento divide lo spazio tangente 
alla varietà n-dimensionale. 

Un elemento di contatto, per cui sia stato scelto un lato, 
si chiamerà elemento di contatto orientato (trasversalmente). 

Tutti gli elementi di contatto orientati della nostra varietà 
di dimensione n formano una varietà regolare di dimensione 
2n — 1, munita di una struttura di contatto naturale (un frico- 
primento doppio della varietà degli elementi di contatto ordinari, 
non orientati). 

Supponiamo ora che sulla varietà n-dimensionale iniziale 
sia data una metrica riemanniana. Allora sulla varietà degli ele- 
menti di contatto orientati si origina un flusso geodetico!. 
La trasformazione di questo flusso al tempo t si definisce come 
segue. Tracciamo, a partire dal punto di contatto di un elemento 
di contatto, una geodetica ortogonale all'elemento e diretta nel 
lato, che orienta l'elemento. Durante un intervallo di tempo & 
muoveremo il punto di contatto lungo la geodetica, mantenendo 
l'elemento ortogonale alla geodetica. All’istante di tempo t otter- 
remo un nuovo elemento orientato. Abbiamo così definito il 
flusso geodetico degli elementi di contatto orientati. 

Teorema. Il flusso geodetico degli elementi di contatto orientati 
è costituito di diffeomorfismi di contatto. 

Non faremo la dimostrazione di questo teorema, poiché esso 
non è altro che la formulazione in termini nuovi del principio di 
Huygens (vedere il $ 46). 

Definizione. Un campo vettoriale, definito su una 
varietà di contatto, è chiamato di contatto, se è il campo delle 
velocità di un gruppo (locale) a un parametro di diffeomorfismi 
di contatto. 

Teorema. La parentesi di Poisson dei campi vettoriali di contai- 
to è un campo vettoriale di contatto. I campi vettoriali di contatto 


1 Per essere rigorosi, bisognerebbe esigere che la varietà riemanniana 
sia completa, cioè che le geodetiche siano indefinitamente prolungabili. 
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formano una sottoalgebra dell'algebra di Lie di tutti i campi vetto- 
riali regolari su una varietà di contatto. 

Le dimostrazioni seguono immediatamente dalle definizioni. 

G. Simplettizzazione dei diffeomorfismi e dei campi di con- 
tatto. In corrispondenza a ciascun diffeomorfismo di contatto di 
una varietà di contatto, si costruisce in modo canonico un diffeo- 
morfismo simplettico della simplettizzata di questa varietà. 

Questo diffeomorfismo simplettico commuta con l’azione del 
gruppo moltiplicativo dei numeri reali sulla varietà simplettiz- 
zata e si definisce con la costruzione seguente. 

Ricordiamo che un punto della varietà simplettizzata è una 
forma di contatto sulla varietà di contatto iniziale. 

Definizione. Si chiama immagine di una forma di con- 
tatto p con punto di contatto z, per il diffeomorfismo di contatto 
f di una varietà di contatto su se stessa, la forma 


fip= (fia)! p. 

In termini semplici, trasportiamo la forma p dallo spazio 
tangente nel punto «<, nello spazio tangente nel punto f (x), per 
mezzo del diffeomorfismo f (la cui derivata in x stabilisce un dif- 
feomorfismo tra questi due spazi tangenti). 

La forma fip è di contatto, poiché il diffeomorfismo f è di 
contatto. 

Teorema. L'applicazione fi, definita sopra, della simplettiz- 
zata di una varietà di contatto su se stessa è un diffeomorfismo 
simplettico, che commuta con l’azione del gruppo moltiplicativo dei 
numeri reali e conserva la 1-forma canonica sulla simplettizzata. 

Dimostrazione. L'affermazione del teorema deriva 
dal fatto che la 1-forma canonica, la 2-forma simplettica e l’azione 
del gruppo dei numeri reali sono definite. dalla stessa struttura 
di contatto (per costruirle non abbiamo utilizzato coordinate 
o altri oggetti non invarianti), e che il diffeomorfismo f conserva 
la struttura di contatto. Dal che si ricava che f: manda in se 
stesso tutto ciò, che è stato costruito in modo intrinseco rispetto 
alla struttura di contatto e, in particolare, la 1-forma a, la sua 
derivata da e l’azione del gruppo, c.v.d. 

Teorema. Ogni diffeomorfismo simplettico della simplettizzata 
di una varietà di contatto, che commuta con l’azione del gruppo 
moltiplicativo dei numeri reali, 1) si proietta sulla varietà di con- 
tatto iniziale sotto forma di un diffeomorfismo di contatto; 2) conser- 
va la 1-forma canonica a. 

Dimostrazione. Ogni diffeomorfismo, che commuta 
con l’azione del gruppo moltiplicativo, si proietta in un diffeo- 
morfismo della varietà di contatto. Per dimostrare che quello 
che si ottiene è un diffeomorfismo di contatto, è sufficiente dimo- 
strare la seconda affermazione del teorema (poiché su un piano 
di contatto si proiettano solo quei vettori È, tali che a (E) = 0). 
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Per dimostrare la seconda affermazione, esprimiamo [l'inte- 
grale della forma a, su un cammino qualunque y, in funzione della 
struttura simplettica da: 


Ja = lim { da, 


e+0 o (e) 


dove la 2-catena o (e) è ottenuta moltiplicando y per tutti i nume- 
ri possibili dell'intervallo [e, 1]. La frontiera della 2-catena o 
è formata, oltre che da y, da due segmenti verticali e dal cammino 
ey. Gli integrali della forma a sui segmenti verticali sono uguali 
a zero, mentre l'integrale su ey tende a zero con €. 

Ora, dall’invarianza della 2-forma da e dalla commutazione 
del diffeomorfismo F con la moltiplicazione per dei numeri, si 
ricava che, per qualunque cammino Y, 


fa={a, 
Fy Y 

cioè il diffeomorfismo 7 conserva la 1-forma a, c.v.d. 

Definizione. La simplettizzazionediuncampo vettoria- 
le di contatto si definisce con la seguente costruzione. Consideria- 
mo il campo come un campo delle velocità di un gruppo a un para- 
metro di diffeomorfismi di contatto. Simplettizziamo i diffeomor- 
fismi. Otteniamo un gruppo a un parametro di diffeomorfismi 
simplettici. Consideriamo il campo delle velocità di questo 
gruppo. È proprio esso che si chiama la simplettizzata del 
campo di contatto iniziale. 

Teorema. La simplettizzata di un campo vettoriale di contatto 
è un campo vettoriale hamiltoniano. L’hamiltoniana si può scegliere 
omogenea di primo grado rispetto all’azione del gruppo moltiplica- 
tivo dei numeri reali: 


H (22) = MH (2). 


Inversamente, ogni campo hamiltoniano definito su una varietà 
di contatto simplettizzata, che possiede un’hamiltoniana omogenea 
di primo grado, si proietta sulla varietà di contatto iniziale sotto 
forma di un campo vettoriale di contatto. 

Dimostrazione. Il campo di contatto simplettizzato 
è hamiltoniano, dato che sono simplettici i simplettizzati dei 
diffeomorfismi di contatto. L’omogeneità degli incrementi del- 
l'hamiltoniana deriva da quella dei diffeomorfismi simplettiz- 
zati (dalla commutazione con la moltiplicazione per À). Dunque, 
la prima affermazione del teorema deriva dal teorema della 
simplettizzazione dei diffeomorfismi di contatto. 

La seconda parte deriva, in modo analogo, dal teorema sui 
diffeomorfismi simplettici omogenei, e dunque il teorema è dimo- 
strato. 
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Corollario. La simplettizzazione dei campi vetwriali è un’appli- 
cazione isomorfa dell'algebra di Lie dei campi vettoriali di contatto 
sull’algebra di Lie di tutti i campi vettoriali localmente hamiltonia- 
ni, che possiedono hamiltoniane omogenee di grado uno. 

La dimostrazione è evidente. 

H. Teorema di Darboux per le strutture di contatto. Il teore- 
ma di Darboux è il teorema dell’unicità locale della struttura di 
contatto. Lo si può enunciare in uno qualunque dei tre modi che 
seguono. 

Teorema. 7'utte le varietà di contatto di uguale dimensione sono 
localmente diffeomorje, 2 il diffeomorfismo che le fa corrispondere 
è di contatto (cioè, esiste un diffeomorfismo di un intorno sufficien- 
temente piccolo di un punto qualunque di una varietà di con- 
tatto su un intorno di un punto qualunque di un'altra, che manda 
il punto considerato del primo intorno ne] punto del secondo 
intorno e il campo di piani del primo intorno nel campo di piani 
del secondo intorno). 

Teorema. Ogni varietà di contatto di dimensione 2m — 1 è lo- 
calmente diffeomorfa alla varietà degli elementi di contatto di uno 
spazio m-dimensionale e il diffeomorfismo che le fa corrispondere 
è di contatto. 

Teorema. Ogni 1-forma differenziale, che definisce un campo non 
degenere d'iperpiani su una varietà di dimensione 2n + 1, si scrive 
in un sistema di coordinate locali nella « forma normale » 


=£Tdy+ dz, 


dove x = (x;, - -., n) Y = (Yi - - -, Yn) € 2 sono coordinate 
locali. 

È chiaro che i primi due teoremi si ricavano dal terzo, che 
possiamo dedurre dall’analogo teorema di Darboux sulla forma 
normale delle 2-forme, che definiscono delle strutture simplettiche 
(vedere il $ 43). 

Dimostrazione del teorema di Dar- 
boux. Simplettizziamola nostra varietà. Sulla varietà simplettica 
di dimensione 2rn + 2 ottenuta sono definite la 1-forma canonica a, 
la 2-forma non degenere da, la proiezione n sulla varietà di con- 
tatto iniziale e la direzione verticale in ogni punto. 

La 1-forma differenziale ©, data sulla varietà di contatto, 
definisce in ogni punto una forma di contatto. Tutte queste forme 
di contatto costituiscono una sottovarietà di dimensione 2n + 1 
della varietà simplettica. La proiezione è un'applicazione diffeo- 
morfa di questa sottovarietà sulla varietà di contatto iniziale, 
mentre le verticali tagliano la sottovarietà sotto un angolo non 
nullo. 

Consideriamo il punto della superficie costruita nella varietà 
simplettica, situato sopra il punto della varietà di contatto 
che ci interessa. Nella varietà simplettica si può scegliere, 
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nell'intorno di questo punto, un sistema locale di coordinate, 
tale che 


da = dpi \ doo + -.- + dpn \ dn 


e che la superficie coordinata po = 0 coincida con la nostra varie- 
tà di dimensione 2rn + 41 (vedere il $ 43, dove, per la dimostrazio- 
ne del teorema simplettico di Darboux,la prima coordinata è scel- 
ta arbitrariamente). 

Osserviamo adesso che la 1-forma podg9o + - - : + Pndgn ha 
da come derivata. Dunque, localmente 


da = Pod9o + o -+ PndQn + dw, 


dove w è una funzione, che si può porre uguale a zero nell’origine 
delle coordinate. In particolare, sulla superficie po = 0, la for- 
ma a si scrive 


A |p=0 = P1d9a +. -- + Pndgn + du. 


L'applicazione proiettiva n permette di trasportare le coordi- 
nate pi, - - -; Pn; doi Do - - < In e la funzione w sulla varietà di 
contatto. Più esattamente, definiamo le funzioni x, y, z con le 
formule 


xi (n4) = pi (A), yvi(nA4)=qgi(A), z(n4)=w(A), 


dove A è un punto della superficie p, = 0. 
Otteniamo allora 


o=zdy + dz 


e rimane solo da verificare che le funzioni (2, . - ., Znj Yi» - - -1 Uni 
z) formano un sistema di coordinate. Per questo basta dimostrare 
che non è nulla la derivata parziale della funzione w rispetto a go. 
In altri termini, basta verificare che la 1-forma a non sia nulla 
sul versore dell'asse delle coordinate 9g. Il che è equivalente a di- 
mostrare che è diverso da zero il valore della 2-forma da su una 
coppia di vettori, di cui uno sull’asse delle coordinate 9, e l’altro 
verticale. , 

Ma il versore dell’asse 9, è antiortogonale a tutti i vettori del 
piano coordinato p, = 0. Se in aggiunta fosse antiortogonale anche 
al vettore verticale, esso sarebbe antiortogonale a tutti i vettori, 
il che è assurdo data la non degenerazione di da. Dunque, dw/dq, # 
+ 0 e il teorema è dimostrato. 

I. Hamiltoniane di contatto. Supponiamo che la struttura di 
contatto di una varietà di contatto sia definita da una 1-forma 
differenziale ® e che questa forma sia fissata. 

Definizione. Si chiama w-immersione di una varietà 
di contatto nella corrispondente varietà simplettizzata una appli- 
cazione, che a ogni punto della varietà di contatto associa la 
restrizione della forma © al piano tangente in questo punto. 
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Definizione. Sichiama funzione di Hamilton di contatto 
di un campo vettoriale di contatto su una varietà di contatto, 
munita di una 1-forma fissata, una funzione K definita sulla 
varietà di contatto, il cui valore in ogni punto è uguale a quello 
dell’hamiltoniana omogenea #7 del campo simplettizzato 
nell'immagine del punto sotto l’w-immersione: 


K (A) = H (0 | 4). 


Teorema. L’hamiltoniana di contatto K di un campo vettoria- 
le X di contatto definito su una varietà di contatto, munita delia 
1-forma @ prescelta, è uguale al valore della forma è su questo 
campo di contatto: 

K= o (X). 


Dimostrazione. Utilizzeremo l’espressione dell’in- 
cremento di un’hamiltoniana ordinaria lungo un cammino in 
funzione del campo vettoriale e della struttura di contatto 
($ 48, C). 

Per questo, tracciamo dal punto B nella simplettizzata, in 
cui vogliamo calcolare la funzione di Hamilton, un segmento 
verticale {AB}, 0 <A < 1. Gli spostamenti di questo segmento 
durante un intervallo di tempo piccolo t, sotto l’azione della 
simplettizzazione del flusso, definito dal nostro campo X, sono 
ovunque densi in una banda bidimensionale o (1). Il valore dell’ha- 
miltoniana, nel punto 8, è uguale al limite 


H(B)=lim 1 | | da, 
t-0 + 
O(T) 
poiché H (AB) + 0 quando A+ 0. Ma l'integrale della forma da 
esteso alla banda è uguale all’integrale della 1-forma a esteso al 
bordo, generato dalla traiettoria del punto 2 (le altre parti della 
frontiera danno integrali nulli). Dunque l’integrale doppio è ugua- 
le semplicemente all’integrale della 1-forma a esteso a una porzio- 
ne di traiettoria e il limite al valore della 1-forma a sul vettore 
velocità Y del campo simplettizzato. Per concludere, X (nB) = 
= H(B)=a(Y)= @w(X,, c.v.d. 

L. Formule di calcolo. Supponiamo ora di utilizzare le coor- 
dinate del teorema di Darboux, in cui © ha la forma normale 
o =xdy + dz, x=(z,,-.., Zn)h Y= (Un - Un) 

Problema. Trovare le componenti di un campo di con- 
tatto, la cui hamiltoniana di contatto è XK = XK (z, y, 2). 
Risposta. Le equazioni del flusso di contatto si scrivono 


| x= —K,tzK,. 


y= K,, 
Ì z= K -xKx. 
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Soluzione. Un punto della simplettizzata può essere 
definito da 2n -- 2 numeri x;, Yi, 2, À, dove (z, y, z) sono le coor- 
dinate del punto della varietà di contatto e A il numero, per il 
quale si deve moltiplicare © per ottenere il punto in questione 
dello spazio simplettizzato. 

In queste coordinate a = Ax dy + Xdz. Dunque, nel sistema 
di cordinate 7, 9, dove 


P=(P, Po), p=4x, Po="h, 
q=(1 I), IA=Y IZ; 
la forma a prende la forma standard 
a:=-pdy, da=40p /\ di. 


L'azione 7, del gruppo moltiplicativo dei numeri reali si ricon- 
duce ora alla moltiplicazione di yy per un numero: 


Tu(P, 1)=(UP, 9). 


L'hamiltoniana di contatto KX si esprime in funzione dell’hamil- 
toniana ordinaria / = HH (p. q, po, 90) con la formula 


K (x,y,2)=H(z,4,1,2). 


La funzione / è omogenea di primo grado in y. Quindi le derivate 
parziali di K nel punto (z, y, 2) sono legate alle derivate di H 
nel punto (p = z, po = 1, 9 = Y, % == 2) dalle relazioni 


I,=K,, Ho: Ki. 


de 


Hp=Kw Hn=K—zK;. 


Le equazioni di Hamilton, di hamiltoniana 7, prendono dunque 
nel punto considerato la forma 


rtxi=—-K,, h= — K.. 
yY = K,, 3 — KT— zxk,, 


da cui sì ottiene la risposta ‘annunciata sopra. 

Problema. Trovare l’hamiltoniana di contatto della 
parentesi di Poisson dei campi di contatto, le cui hamiltoniane 
di contatto sono K e K*. 

Risposta. (K. K') + K,EK'-A.EK, dove la parentesi 
indica la parentesi di Poisson rispetto alle variabili x e y, E 
l'operatore di Eulero, EF = F — xrF,. 

Soluzione. Bisogna esprimere, nelle notazioni del 
problema precedente,. l’ordinaria parentesi di Poisson delle 
hamiltoniane omogenee #7, H'” nel punto (p = x, pp = 1,9=y, 
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Qo = 2), in funzione delle hamiltoniane di contatto X, X°. 
Abbiamo 


(H, H')= HgH, — HyH= HgHp—HpHq +HyIr-HpHq: 


Ponendo i valori delle derivate della soluzione del problema 
precedente, troviamo nel punto considerato 


(H, H')= K,Ky—KxKy +K-(K'—xK)—Ki(7—zK3). 


M. Varietà di Legendre. Alle sottovarietà lagrangiane di uno 
spazio delle fasi simplettico corrisponde, nel caso delle varietà di 
contatto, un’interessante classe di varietà, che possono essere 
chiamate legendriane, poiché sono strettamente legate alla tra- 
sformazione di Legendre. 

Definizione. Si chiama sottovarietà legendriana di una 
varietà di contatto di dimensione 2n + 1 una varietà integrale 
di dimensione n di un campo di piani di contatto. 

In altri termini, sono le varietà integrali di un campo non 
degenere di piani, le quali possiedono la massima dimensione 
possiblile. 

Esempio 1. L'insieme di tutti gli elementi di contatto 
tangenti a una sottovarietà di dimensione qualunque di una varie- 
tà m-dimensionale è una sottovarietà legendriana, di dimensione 
m — 1, della varietà di contatto di dimensione 2m — 1 di tutti 
gli elementi di contatto. 

Esempio 2. L'insieme di tutti i piani tangenti al grafico 
di una funzione f = @ (7), definita su uno spazio euclideo di di- 
mensione n + 1, munito di coordinate (z,, ..., Tn: f), è una 
sottovarietà legendriana dello spazio, di dimensione 2n + 1, di 
tutti gli iperpiani non verticali dello spazio del grafico (la strut- 
tura di contatto è definita dalla 1-forma 


o = pd, +...+ pad — df, 


il piano, munito di coordinate (p, z, f), passa per il punto di coor- 
dinate (7, f) parallelamente al piano f = p,x; +... .+ Pun) 
La trasformazione di Legendre, in questa notazione, si scrive 
come segue. 
Consideriamo un secondo spazio di contatto 2n + 4-dimen- 
sionale, munito di coordinate (P, X, F) e di una struttura di 
contatto, definita dalla forma 


O = PdX — dF. 


Si chiama involuzione di Legendre un'applicazione, che manda 
il punto del primo spazio di coordinate (p, x, f) nel punto del 
secondo spazio di coordinate 


P=zxX=p,F=px—- f. 
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L'’involuzione di Legendre, come si verifica facilmente, tra- 
sforma la prima struttura di contatto nella seconda. È evidente il 

Teorema. /l diffeomorfismo di una varietà di contatto su un’al- 
tra, che manda piani di contatto in piani di contatto, trasformerà 
anche ogni varietà legendriana in una varietà legendriana. 

In particolare, l’involuzione di Legendre trasforma la sotto- 
varietà dei piani tangenti al grafico di una funzione, in una nuova 
varietà legendriana. Questa varietà si chiama trasformata di 
Legendre di quella iniziale. 

La proiezione della nuova varietà sullo spazio munito di 
coordinate X, (parallelamente alla P-direzione), in generale, 
non è una varietà regolare, ma ha delle singolarità. Tale proiezio- 
ne si chiama trasformata di Legendre del grafico della funzione q. 

Se la funzione @ è convessa, allora la stessa proiezione è il 
grafico di una funzione / = © (X). In questo caso la funzione ® 
si chiama trasformata di Legendre della funzione q. 

Come esempio diverso, consideriamo il moto degli elementi 
di contatto orientati, sotto l’azione del flusso geodetico su una 
varietà riemanniana. Prendiamo, come « fronte d'onda iniziale », 
‘una qualunque sottovarietà regolare della nostra varietà rieman- 
niana (la dimensione della sottovarietà può essere qualunque). 
Tutti gli elementi di contatto orientati, tangenti a questa sottova- 
rietà, formano una varietà di Legendre nello spazio di tutti gli 
elementi di contatto. Dal teorema precedente deduciamo il 

Corollario. La famiglia di tutti gli elementi tangenti al fronte 
d'onda si trasforma, sotto l'azione del flusso geodetico nel tempo t, 
nuovamente in una varietà legendriana dello spazio di tutti gli 
elementi di contatto. 

Bisogna osservare che questa nuova varietà legendriana può 
non essere la famiglia di tutti gli elementi, tangenti a una varietà 
regolare qualunque, poiché il fronte d'onda può presentare delle 
singolarità. 

Le singolarità legendriane che si originano possono essere 
descritte in modo analogo a quelle lagrangiane (vedere l’Appendi- 
ce 12). Un fibrato legendriano, in una varietà’ di contatto di 
dimensione 2n + 1, è un fibrato, tutte le fibre del quale sono delle 
varietà di Legendre n-dimensionali. Le singolarità legendriane 
sono le singolarità dell’applicazione proiettiva delle sottovarietà 
legendriane n-dimensionali di una varietà di contatto di dimen- 
sione 2n + 1 sulla base di dimensione n + 1 di un fibrato legen- 
driano. 

Consideriamo: lo spazio R°"+! munito di una struttura di 
contatto, definita dalla forma a= x dy + dz, dovez = (z,, ... 

. «+» In) Y = (Y1. - - -, Yn). La proiezione (x, y, 2) => (Y, 2) defini- 
sce un fibrato legendriano. 

Si chiama equivalenza di fibrati legendriani un diffeomorfismo 
degli spazi fibrati, che manda la struttura di contatto e le fibre 
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del primo fibrato nella struttura di contatto e nelle fibre del 
secondo. Si dimostra che ogni fibrato legendriano è equivalente 
a quello appena descritto, nell’intorno di tutti i punti dello spazio 
fibrato. 

La struttura di contatto di uno spazio fibrato definisce sulle 
fibre una struttura locale di spazio proiettivo. Le equivalenze 
di Legendre conservano questa struttura, cioè definiscono tra- 
sformazioni localmente proiettive di fibre. 

Il teorema che segue permette di descrivere localmente le 
sottovarietà e le applicazioni legendriane per mezzo di funzioni 
generatrici. 

Teorema. Per ogni partizione I + J dell’insieme degli indici 
(1,..., n) induesottoinsiemi disgiunti e per ogni funzione S (x, Y3) 
di n variabili x, i€Iey,,j€J, le formule 


__9S _ 08 28-88 
dyJ * i I dzr 


definiscono una sottovarietà legendriana in R?"+!. Inversamente, 
ogni sottovarietà legendriana di R°"*! è definita, nell’intorno di 
ciascuno dei suoi punti, dalle formule indicate almeno per una delle 
2" scelte possibili del sottoinsieme I. 

La dimostrazione si basa sul fatto che su una varietà legen- 
driana dz + x dy=0, quindi d (2 + z;y;) = y; dz; — x3dyy. 

Poniamo al posto di S, nelle formule del teorema precedente, 
le funzioni della lista delle singolarità lagrangiane elementari 
introdotta nell’Appendice 12. Si ottengono delle singolarità 
legendriane, che si conservano per piccole deformazioni dell’ap- 
plicazione di Legendre (z, y, 2) > (y, z) (cioè che si trasformano 
in singolarità equivalenti, per una piccola deformazione della 
funzione S). Per n < 6. ogni applicazione di Legendre si tra- 
sforma, per un piccolo spostamento, in una applicazione tale 
che tutte le sue singolarità sono localmente equivalenti alle 
singolarità della lista Ax} (PD <Kk5< 6), Di (AZk< 6), £Ee 

In particolare otteniamo una lista di singolarità dei fronti 
d'onda generici negli spazi di dimensione inferiore a 7. 

Nello spazio ordinario tridimensionale questa lista è 


Ai S=tai di S=tai Ag: S=tai+ Yo, 


dove / = {1}, J= {2}, n=2. 

Le proiezioni delle varietà di Legendre qui indicate, sulla 
base del fibrato legendriano (cioè sullo spazio descritto dalle coor- 
dinate y,, Y»,, z) possiedono rispettivamente un punto semplice 
nel caso A,, uno spigolo a cuspide nel caso A, e una coda di ron- 
dine (vedere la fig. 246) nel caso A,. 

Dunque, nello spazio tridimensionale il fronte d’onda generi- 
co possiede solo degli spigoli a cuspide e punti del tipo a « coda 
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di rondine ». Durante il moto del fronte, si osservano in determi- 
nati momenti biforcazioni di tre tipi: 44, D7, Dj (vedere l’Appen- 
dice 12, dove sono disegnate le caustiche corrispondenti, descritte 
dalle singolarità del fronte durante il suo moto). 

Problema 41. Tracciamo un segmento di lunghezza £ su 
ogni normale interna a un'’ellisse sul piano. Disegnare la curva 
ottenuta e studiare le sue singolarità e le loro biforcazioni quando t 
varia. 

Problema 2. Fare lo stesso per un ellissoide triassiale 
nello spazio ordinario. 

N. Contattizzazione. Accanto alla simplettizzazione delle 
varietà di contatto esistela contattizzazione delle varietà simplet- 
tiche, che possiedono una struttura simplettica omologa a zero. 

La contattizzata £°"*! di una varietà simplettica (M?”, w?) si 
costruisce come uno spazio fibrato di fibra R sopra M?". 

Sia U un intorno sufficientemente piccolo del punto x di M, 
in cui è definito un sistema di coordinate canoniche p, 9g, in modo 
che © = dp /\ dq. Consideriamo il prodotto diretto U x R 
munito di coordinate p, 9, z. 

Sia V X R un prodotto simile, costruito per un altro (o per 
lo stesso) intorno V, munito di coordinate P, Q, Z; 0 = dP / dQ. 
Se gli intorni U e V su M si intersecano, allora identifichiamo le 
fibre sopra i punti d’intersezione nei due prodotti, in modo che la 
forma dz + pda = dZ + PdQ =a sia definita in grande (ciò 
è possibile, dato che P dQ — p dq è un differenziale totale su 
ÙU NV). | 

Si verifica, senza difficoltà, che-per unificazione si ottiene il 
fibrato E?"*! sopra M?" e che la forma a definisce su £ una strut- 
tura di contatto. La varietà £ sì chiama contattizzata della varietà 
simplettica M. Se la classe di omologie della forma ©? è intera, 
si può definire una contattizzata con fibra S!. 

O. Integrazione delle equazioni alle derivate parziali del 
primo ordine. Sia M?"*! una varietà di contatto, E?° un’ipersuper- 
ficie in M?"*!. La struttura di contatto di M definisce su £ una 
struttura geometrica, in particolare un campo di cosiddette dire- 
zioni caratteristiche. L'analisi di questa struttura geometrica 
permette di ridurre} l'integrazione delle equazioni non lineari 
generali alle derivate parziali del primo ordine, all'integrazione 
di un sistema di equazioni differenziali ordinarie. 

Supponiamo che la varietà £?" sia trasversale ai piani di 
contatto in tutti i suoi punti. Allora, l'intersezione del piano tan- 
gente a E?" in ognì punto con il piano di contatto ha dimensione 
2n — 1, cosicché su £?" si origina un campo d'’iperpiani. Inoltre, 
la struttura di contatto di M?"*! definisce su £?" un campo di 
rette, situate nei piani di dimensione 2n — 1 menzionati. 

In effetti, sia a una 1-forma su M?"*!, che definisce local- 
mente una struttura di contatto, sia © = da e sia R°?" il piano di 
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contatto nel punto x di E?". Sia infine ® = 0 un’equazione locale 
di E?" (in modo che d® non è nullo in 2). 

La restrizione di dP a R?" definisce una forma lineare non 
nulla in R?*. La 2-forma w definisce in R?" una struttura di spazio 
lineare simplettico e quindi un isomorfismo tra questo spazio 
e il suo duale. Alla 1-forma non nulla d® | R?" corrisponde perciò 
un vettore È di R?" non nullo, in modo che d® (-) = o (È), +). 
Il vettore È si chiama vettore caratteristico della varietà £?* nel pun- 
to x. Il vettore caratteristico È è contenuto nell’intersezione di 
R?" col piano tangente a E°", in modo che d® (È) = 0. 

Il vettore È non è definito in modo univoco dalla varietà £?" 
e dalla struttura di contatto su M, ma solo a meno della moltipli- 
cazione per un numero diverso da 0. In effetti, così come la 2-for- 
ma o su R?", anche la 1-forma d® su R?" è definita a meno della 
moltiplicazione per un numero diverso da zero. 

Le direzioni dei vettori caratteristici (cioè le rette che li 
contengono) sono definite in modo univoco dalla struttura di 
contatto in ogni punto della varietà E. 

Dunque, sull’ipersuperficie E nella varietà di contatto M 
è definito un campo di direzioni caratteristiche. 

Le curve integrali di questo campo di direzioni vengono chia- 
mate caratteristiche. 

‘ Sia ora data una sottovarietà di dimensione n — 1, che 
indicheremo con /, della nostra ipersuperficie £?"*, che è integrale 
per il campo di contatto (cosicché il piano tangente a / in ciascun 
punto appartiene al piano di contatto). 

Teorema. Se in un punto x di I una caratteristica su E?" non è 
tangente a I, allora nell'intorno di questo punto le caratteristiche su 
E?", passanti per i punti di I, formano una sottovarietà legendriana 
L" in M°94. 

Dimostrazione. Sia È il campo vettoriale su £?", 
generato dai vettori caratteristici. Per la formula d'omotopia 
(vedere la pag. 195), su E?" abbiamo Lia = dia + i:da. 

Ma ira =0, poiché il vettore caratteristico appartiene al 
piano di contatto. Dunque, su E?" abbiamo Lia = iro. Ma la 
1-forma ir® è uguale a zero sull’intersezione del piano tangente 
a E?" con il piano di contatto (dato che sul piano di contatto 
i: = d®, mentre su quello tangente dD= 0). Perciò, sul piano 
tangente a E” risulta iz = ca. Conseguentemente, sull’ipersu- 
perficie E 

Lia = CA 
(dove c è una funzione regolare nell’intorno del punto x). 

Sia ora {g'} il flusso (locale) del campo È ed n un vettore 
tangente a E°". Poniamo n (t) = gine yl(t) = a (m(t)). Allora 
la funzione y soddisfa l'equazione differenziale lineare 


dy/dt = c (t) y (t). 


Se n (0) è tangente a /, allora y (0) = a (N(0)) =0. Cioè, 
y (t) =a(n(t))=0, cioè n (t) giace nel piano di contatto per 
tutti gli t. Perciò, g‘/ è una varietà integrale del campo di contatto. 


Conseguentemente, la varietà generata da tutti i {gÉ/}, per | 
piccoli, è legendriana. Il teorema è dimostrato. 

Esempio. Consideriamo lo spazio R?**!, munito di coor- 
dinate x;, . . ., Znj Pu - - «è» Pn; w e di una struttura di contatto, 
definita dalla t-forma = du — p dx. La funzione © (2, p, u) 
definisce un'equazione differenziale © (7, du/0x, u)= 0 e la 
sottovarietà £ = PD" (0) nello spazio R?**! (chiamato spazio di 
i-getti di funzioni in R”). 

Si chiama condizione iniziale dell'equazione ® = 0 la defi- 
nizione dei valori f della funzione u su un’ipersuperficie I° di 
dimensione nr — 1 nello spazio n-dimensionale di coordinate 
Zu <<, Tn 

La condizione iniziale definisce le derivate di w rispetto 
a n — 1 direzioni indipendenti in ogni punto di T. La derivata 
rispetto a una direzione trasversale a I' si può, in generale, ricavare 
dall’equazione; se inoltre sono realizzate le ipotesi del teorema 
delle funzioni implicite, allora la condizione iniziale si dice 
nòn caratteristica. 

Una condizione iniziale non caratteristica definisce una sotto- 
varietà integrale / di dimensione n — 1, di forma a (che è il 
grafico dell’applicazione u = f (x), p = p(z), € T). Le caratte- 
ristiche su E, che intersecano /, formano una sottovarietà legen- 
driana in R?°"+!, che è il grafico dell’applicazione u =: u (2), 
p = du/dx. La funzione u (7) ottenuta è soluzione dell’equazione 
® (x, du/dx, u) = 0, con la condizione iniziale u |r = f. 

Osserviamo che, per trovare la funzione u, si deve soltanto 
risolvere un sistema di 2n equazioni differenziali ordinarie del 
primo ordine per le caratteristiche su £ ed effettuare una serie di 
operazioni « algebriche ». 
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Appendice 5 
Sistemi dinamici dotati di simmetria 


Per il teorema di E. Noether i gruppi a un parametro di sim- 
metrie di un sistema dinamico definiscono gli integrali primi. 
Se il sistema ammette un gruppo più largo di simmetrie, allora si 
introducono alcuni integrali. 

Le varietà di livello comuni di questi integrali primi sono 
delle varietà invarianti del flusso di fase nello spazio delle fasi. 
Un sottogruppo di un gruppo di simmetrie, che lascia fissa questa 
sottovarietà invariante, opera su essa. In molti casi, si può studiare 
la varietà quoziente della varietà invariante rispetto a questo 
sottogruppo. Tale varietà quoziente si chiama spazio delle fasi 
ridotto. Lo spazio delle fasi ridotto possiede una struttura sim- 
plettica naturale. Il sistema dinamico hamiltoniano iniziale defi- 
nisce nuovamente su esso un sistema hamiltoniamo. 

La partizione dello spazio delle fasi in varietà di livello co- 
muni degli integrali primi possiede, in generale, delle singolarità. 
Un esempio è la partizione del piano delle fasi in linee di livello 
dell'energia. 

In questa appendice si discutono brevemente i sistemi dinami- 
cì negli spazi delle fasi ridotti e il loro legame con le varietà 
invarianti dello spazio delle fasi di partenza. Tutte queste questio- 
ni sono state studiate già da Jacobi e Poincaré (« esclusione del 
nodo » nei problemi di molti corpi, « abbassamento dell’ordine » 
nei sistemi a simmetria, « rotazioni permanenti » del corpo rigido, 
ecc.), Un'’esposizione più dettagliata nella terminologia attuale 
si trova negli articoli: S. Smale Topologia e meccanica, « Uspekhi 
matematiteskich nauk » 27, n. 2, 1972, 78-133 (in russo) (o in 
inglese in « Inventiones Mathematicae » 10 : 4, 1970, 305-331, 
11 :1, 1970, 45-64) e J. Marsden, A. Weinstein Riduzione di 
varietà simplettiche con simmetria. 

A. Azioni poissoniane di gruppi di Lie. Consideriamo una 
varietà simplettica (//?”, ©?) e sia G un gruppo di Lie, che opera 
su questa varietà come un gruppo di diffeomorfismi simplettici. 
Ogni sottogruppo a un parametro del gruppo G opera allora come 
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un flusso di fase localmente hamiltoniano su M. In molti casi 
importanti questi flussi possiedono delle hamiltoniane univoche. 

Esempio. Sia V una varietà regolare, G un qualunque 
gruppo di Lie dei suoi diffeomorfismi. Ogni diffeomorfismo manda 
una 4-forma su V in una 1-forma. Perciò il gruppo G opera sul 
fibrato cotangente M = T*V. 

Ricordiamo che sul fibrato cotangente esiste sempre una 1-for- 
ma canonica a (« la forma p dg»), e uua struttura simplettica 
naturale © = da. Il gruppo G opera simpletticamente su M, 
poiché conserva la 1-forma a e quindi la 2-forma da. 

Un sottogruppo a un parametro {g'} del gruppo G definisce 
su M un flusso di fase. Si verifica facilmente che questo flusso di 
fase possiede un’hamiltoniana univoca. Più precisamente, la 
funzione di Hamilton H è data dalla formula del teorema di 
Noether 


H(x)=a (+ 852) , dove 7€EM. 


Supponiamo ora che sia definita l’azione simplettica di un 
gruppo di Lie G su una varietà simplettica connessa M, tale che 
ad ogni elemento a dell’algebra di Lie del gruppo G corrisponda 
un gruppo a un parametro di diffeomorfismi simplettici di hamil- 
toniana univoca H#,. Queste hamiltoniane sono definite a meno 
dell’addizione di termini costanti, che possono essere scelti in 
modo che la dipendenza di H, da a sia lineare. Per questo è suf- 
ficiente scegliere a piacere le costanti nelle funzioni di Hamilton 
per dei vettori di base qualunque dell’algebra di Lie del gruppo Ge 
quindi definire la funzione di Hamilton per ogni elemento dell’al- 
gebra come una combinazione lineare di vettori di base. 

Così in coirispondenza all’azione simplettica del gruppo di 
Lie G, che ha delle hamiltoniane univoche su M, si può costruire 
un’applicazione lineare dell'algebra di Lie del gruppo G nell’alge- 
bra di Lie delle funzioni di Hamilton su MM. Al commutatore di 
due elementi dell'algebra di Lie è associata una funzione M{a,5) 
uguale alla parentesi di Poisson (Hx, 7) o che differisce da essa 
solo per l'aggiunta di una costante: 


Hto, = (Ha, Ho) + C (a, di). 


Osservazione. La presenza della costante C in questa 
formula è conseguenza di un fatto interessante: l’esistenza di una 
classe bidimensionale di coomologie dell'algebra di Lie dei campi 
(globalmente) hamiltoniani. 

La quantità C (a, d) è una funzione bilineare antisimmetrica 
sull’algebra di Lie. Dall’identità di Jacobi segue che 


C (la, b), c) + C (Id, c], a) + C (lc, al, 8) =0. 
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Una funzione bilineare antisimmetrica sull’algebra di Lie, che 
gode di questa proprietà, si chiama cociclo bidimensionale dell’al- 
gebra di Lie. 

Se si scelgono diversamente le costanti nelle funzioni di 
Hamilton, allora il cociclo C è sostituito da C‘, dove 


C' (a, b) = C (a, b) + p(la, bl) 


e dove p è una funzione lineare sull’algebra di Lie. 

Un tale cociclo si dice coomologo al cociclo C. 

La classe dei cocicli coomologhi è detta classe delle coomologie 
dell’algebra di Lie. 

Dunque, l'azione simplettica del gruppo G, per cui esistono 
delle hamiltoniane univoche, definisce una classe bidimensionale di 
coomologie dell'algebra di Lie del gruppo G. Questa classe di coomo- 
logie misura lo scarto da quell’azione, per la quale la funzione di 
Hamilton del commutatore può essere scelta uguale alla parentesi 
di Poisson delle funzioni di Hamilton. 

Definizione. L'azione di un gruppo connesso di Lie su 
una varietà simplettica si dice poissoniana, se le funzioni di 
Hamilton dei gruppi a un parametro sono univoche e scelte in 
modo che l’hamiltoniana dipenda linearmente da un elemento 
dell’algebra di Lie e che l’hamiltoniana del commutatore sia 
uguale alla parentesi di Poisson delle hamiltoniane: 


Hta,0}= (Ha, IH). 


In altri termini, l’azione poissoniana di un gruppo definisce un 
omomorfismo dell'algebra di Lie di questo gruppo nell’algebra di 
Lie delle funzioni di Hamilton. 

Esempio. Sia V una varietà regolare e G un gruppo di 
Lie, che opera su V come un gruppo di diffeomorfismi. Sia Jf = 
== T*V il fibrato cotangente della varietà V munito dell’ordinaria 
struttura simplettica ® = da. Definiamo le hamiltoniane dei 
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gruppi a un parametro così come è indicato sopra: 


Ho(1)=a(-&|_, et), seT*v. (1) 
li=0 : 
Teorema. L'azione costruita è poissoniana. 
Dimostrazione. Per definizione della 1-forma a le 
funzioni di Hamilton /H, sono lineari e omogenee negli « impulsi » 
(cioè su ogni spazio cotangente). Quindi, anche le loro parentesi 
di Poisson sono lineari e omogenee, e la funzione 


H {a, >) (Ha, H,) 
‘ lineare e omogenea negli impulsi. Essendo costante, essa è ugua- 
le a zero, c.v.d. 


Si verifica in modo analogo che la simplettizzata di ogni azio- 
ne di contatto è un'azione poissoniana. 
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Esempio. Sia V lo spazio euclideo tridimensionale, C il 
gruppo di dimensione 6 dei suoi moti. Formano una base del- 
l’algebra di Lie i sei gruppi a un parametro: le traslazioni con 
velocità 1 lungo gli assi delle coordinate 91, 92,93 e le rotazioni 
con velocità angolare 1 intorno a questi assi. Le corrispondenti 
hamiltoniane, secondo la formula (1), sono uguali (nelle notazio 
ni usuali) a p1, Pa, Ps; M1, Ma, Ms, dove M, = gps — gsPa, occ. 
Il teorema dimostrato significa che le parentesi di Poisson di que- 
ste sei funzioni sono, a due a due, uguali alle hamiltoniane dei 
commutatori dei gruppi a un parametro corrispondenti. 

L'azione poissoniana del gruppo G sulla varietà simpletti- 
ca M definisce un'applicazione della varietà M nello spazio duale 
dell'algebra di Lie del gruppo 


P:M-— g*. 


Più esattamente, fissiamo un punto x di M e consideriamo 
sull’algebra di Lie una funzione, che associa a ogni elemento a 
dell'algebra di Lie il valore dell’hamiltoniana H7, nel punto 
fissato z: 


Px (a) = Ha (2). 


Questa funzione lineare p, sull’algebra di Lie è proprio quell’ele- 
mento dello spazio duale all’algebra, che è associato al pun- 
to x: 


P (x) = px 


Chiameremo l’applicazione P momento, seguendo la proposta 
di Souriau. Osserviamo che il valore del momento è sempre un 
vettore dello spazio lineare g*. 

Esempio. Sia V una varietà regolare, G un gruppo di 
Lie, che opera su V come un gruppo di diffeomorfismi, M = T*V 
il fibrato cotangente, H, la funzione di Hamilton dell’azione 
poissoniana di G su M costruita prima (vedere la (1)). 

Allora l’applicazione « momento » P: M + g* può essere 
descritta nel modo seguente. Consideriamo l'applicazione D:G+ 
-—- M definita dall’azione di tutti gli elementi del gruppo G su 
un punto fissato z di M (cosicché © (g) = gx). La 1-forma canoni- 
ca a su M induce su G la 1-forma D*a. La sua restrizione allo 
spazio tangente a G nell’unità è una forma lineare sull’algebra 
di Lie. 

Dunque, a ogni punto x di M facciamo corrispondere una 
forma lineare sull’algebra di Lie. Si verifica facilmente che l’ap- 
plicazione ottenuta è il momento dell’azione poissoniana consi- 
derata. 

In particolare, se V è lo spazio euclideo tridimensionale e G 
il gruppo delle sue rotazioni intorno al punto O, allora i valori 
del momento sono gli ordinari vettori del momento cinetico; 
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se G è il gruppo delle rotazioni intorno a un asse, allora i valo- 
ri del momento sono i momenti cinetici rispetto a. questo asse; 
se G è il gruppo degli spostamenti paralleli, allora i valori del 
momento sono i vettori impulso. 

Teorema. L'azione poissoniana di un gruppo di Lie connesso G 
si trasforma, per il momento P, nell’azione coaggiunta del gruppo G 
sullo spazio duale g* (vedere l’Appendice 2) della sua algebra di 
Lie g, cioè è commutativo il diagramma 


M—î>M 
P| 44% |P 
g'—>g* 


Corollario. Supponiamo che la funzione di Hamilton H:M + 
+ Rsia invariante rispetto all’azione poissoniana del gruppo Gsu M. 
Allora il momento è un integrale primo di un sistema con hamilto- 
niana H. 

Dimostrazione del teorema. Il teorema af- 
ferma che la funzione di Hamilton HXH, del gruppo a un 
parametro h° si trasforma, per il diffeomorfismo g, nella funzione 
di Hamilton H Ada del gruppo a un parametro gh'g-!. Sia g* un 


gruppo a un parametro con funzione di Hamilton H,. È suffi- 
ciente dimostrare che coincidono le derivate rispetto a s (per 


= 0) delle funzioni H_ (g°z) e Haazsa (x). La prima derivata 


è uguale al valore della parentesi di Poisson delle funzioni (H,, H) 
nel punto z. La seconda è Ha.) (2). 


Poiché l’azione è poissoniana il teo- <= > D 
rema è dimostrato. È 


Dimostrazione del 
corollario. La derivata di 


ogni componente del momento  ri- Li 7 
spetto alla direzione del flusso di 
fase, con hamiltoniana 7/7, è ugua- 


p 
le a zero, essendo ùguale alla deri- in 
p 


vata della funzione 77 rispetto alla 

direzione del flusso di fase del cor- Fig. 238. Spazio delle fasi ri- 
rispondente sottogruppo a un para- dotto. 

metro del gruppo G, c.v.d. 

B. Spazio delle fasi ridotto. Sia data un'azione poissoniana 
del gruppo G su una varietà simplettica M. Consideriamo un 
insieme di livello del momento, cioè la controimmagine per l’ap- 
plicazione P di un punto qualunque p € g*. Noteremo questo 
insieme con M,, cosicché (fig. 238) 


Mp = P* (p). 


In molti casi importanti l’insieme M, è una varietà. Per 
esempio lo è, se p è un valore regolare del momento, cioè se il 
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differenziale dell’applicazione P, in ogni punto dell’insieme M,, 
applica uno spazio tangente a M in tutto lo spazio tangente a gs. 

Il gruppo di Lie G, che opera su M, in generale permuta gli 
insiemi M,. Tuttavia, il sottogruppo stazionario del punto p 
della rappresentazione coaggiunta (cioè il sottogruppo formato d da 
quegli elementi g del gruppo G, per i quali Ad$ p = p) lascia 
fisso. Indichiamo questo sottogruppo stazionario con G,. My 
gruppo G, è un gruppo di Lie, che opera sull'insieme di livello del 
momento M se 

Lo spazio delle fasi ridotto si ottiene da M, come spazio 
quoziente rispetto all’azione del gruppo G,. Affinché questo spazio 
abbia un senso definito, bisogna fare alcune ipotesi. Per esempio, 
basta supporre che 

1) p è un valore regolare, cosicché M, è una varietà. 

2) Il sottogruppo stazionario G, è compatto. 

3) Gli elementi del gruppo G, ‘operano su M, senza lasciare 
punti fissi. 

Osservazione. Queste condizioni possono essere fatte 
meno restrittive. Per esempio, invece di supporre che il grup- 
po G, è compatto, si può esigere che l’azione sia propria (cioè 
che le controimmagini degli insiemi compatti per l'applicazione 
(g. x) + (2 (x), x) siano compatte). Per esempio, l’azione del 
gruppo su se stesso per traslazioni a sinistra o a destra è sempre 
propria., 

Se le condizioni 1), 2), 3) sono realizzate, si definisce facil- 
mente una struttura di varietà regolare sull'insieme delle orbite 
dell’azione di G,, su A/,. Più precisamente, può fungere da carta 
nell'intorno del” punto” xEM, qualunque superficie trasversale 
all'orbita G,,z, la cui dimensione è uguale alla codimensione del- 
l'orbita. 

La varietà di orbite ottenuta si chiama spazio delle fasi ridot- 
to di un sistema a simmetria. 

Indicheremo con F, lo spazio delle fasi ridotto, corrispondente 
al valore p del momento. La varietà Frèla base del fibrato x: 
M, = FF, di fibra diffeomorfa al gruppo G,. 

Sullo: spazio delle fasi ridotto F, esiste una struttura simplet- 
tica naturale. Più precisamente, consideriamo due vettori 
qualunque È, n tangenti a /,, nel punto f. Il punto f è una delle 
orbite del gruppo G, sulla varietà M. Sia z uno dei punti di questa 
orbita. I vettori e" e n, tangenti all’ orbita, si ottengono da certi 
vettori È’, n°, tangenti a M, nel punto x, con la proiezione x: 

—> F 

Definizione. Si chiama prodotto antiscalare dei vet- 
tori È, n, tangenti in uno dei suoi punti allo spazio delle fasi ridot- 
to, il prodotto antiscalare dei vettori corrispondenti È’, n’ tangenti 
alla varietà simplettica iniziale M: 


IE, n}, = (8, n°. 
382 


Teorema *. /l prodotto antiscalare dei vettori È, n non dipende 
dalla scelta del punto x e dei rappresentanti È' n° e definisce una 
struttura simplettica sullo spazio delle fasi ridotto. 

Corollario. Lo spazio delle fasi ridotto è di dimensione pari. 

Dimostrazione del teorema. Consideriamo 
nello spazio tangente a /M in z i due seguenti spazi: 

T (Mp) è lo spazio tangente alla varietà di livello del momen- 
to M,; 

T (Ga) è lo spazio tangente all'orbita del gruppo G. 

Lemma. Questi due spazi sono complementi antiortogonali 
l’uno dell’altro relativamente a TM. 

Dimostrazione. Condizione necessaria e sufficiente, 
perché un vettore X giaccia nel complemento antiortogonale del 
piano tangente a un'orbita del gruppo G, è che i prodotti anti- 
scalari del vettore % con i vettori velocità dei flussi hamiltoniani 
del gruppo G siano uguali a zero (per definizione). Ma questi pro- 
dotti antiscalari sono uguali alle derivate delle funzioni di Ha- 
milton corrispondenti, rispetto alla direzione di %. Dunque, il 
vettore è è contenuto nel complemento antiortogonale di un'orbi- 
ta del gruppo G, se e solo se la derivata del momento rispetto alla 
direzione di $ e è uguale a zero, cioè se $ è contenuto in 7 (M,). La 
prima asserzione del lemma è dimostrata; la seconda è evidente. 

I rappresentanti è e n' sono definiti a meno dell’addizione di 
un vettore del piano tangente all'orbita del gruppo G,. Ma questo 
piano tangente è l'intersezione dei piani tangenti all'orbita Gar 
e alla varietà Mp (per l’ultimo teorema del punto A). Dunque, 
l'addizione a È' di un vettore di T (G,x) non modifica i prodotti 
antiscalari con tutti i vettori q' di 7 (MV ) (dato che per il lemma 
T (G,x) è antiortogonale a 7 (M ,)). Perciò, l'indipendenza rispetto 
alla Scelta dei rappresentanti E. n è dimostrata. 

L’ indipendenza della quantità [E, n]; rispetto alla scelta 
del punto x sull’orbita f deriva dalla simpletticità dell’azione del 
gruppo G su .1f e dall’invarianza di 4/,. Dunque, su F, è definita 
la 2-forma differenziale 


Ln (E, n) = lE, np. 


Essa è non degenere, poiché, se fosse [È, n], = 0, per tutti 
gli n, allora il rappresentante corrispondente È' sarebbe antiorto- 
gonale a tutti i vettori di 7 (1/,). Perciò, È’ apparterrebbe al 
complemento antiortogonale di T (M,) in TM. E per il lemma 
E E T (Ga), cioè È = 0. 


1 Questo teorema è stato formulato per la prima volta in questa forma 
da Marsden e Weinstein. Numerosi casi particolari sono stati studiati fin dai 
tempi di Jacobi e utilizzati da Poincare e dai suoi successori in meccanica, 
da Kirillov e Costant nella teoria dei gruppi, da Faddcev nella teoria della 
relatività generale. 
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La forma £, è chiusa. Per convincersene, consideriamo una 
qualunque carta, "cioè una superficie di M,, che taglia trasversal- 
mente l’orbita del gruppo G, in un punto. 

La forma £, è rappresentata su questa carta da una 2-forma, 
indotta dalla 2- forma o, che definisce la struttura simplettica 
su tutto lo spazio M, per immersione di questa superficie. 
Poiché la forma ® è chiusa, anche la forma indotta è chiusa. Il 
teorema è dimostrato. 

Esempio 1. SiaM = R°" uno spazio euclideo di dimen- 


sione 2n, munito di coordinate px, gr e della 2-forma Dl dpr A 
dqy. Sia G= S! una circonferenza, mentre l’azione di G su M 
è definita dall'hamiltoniana dell’oscillatore lineare 


= DPh+a). 


Allora l'applicazione del momento è semplicemente H: R?"° + 
— R, la varietà di livello nullo del momento è la sfera S?"-1 e lo 
spazio quoziente, lo spazio proiettivo complesso CP". 

Perciò, il teorema precedente definisce una struttura simplet- 
tica sullo spazio proiettivo complesso. Si verifica facilmente che 
questa struttura coincide (a meno di un termine moltiplicativo) 
con quella, che abbiamo costruito nell’Appendice 3. 

Esem pio 2. Sia V un gruppo di Lie, G lo stesso gruppo, 
ma la sua azione sia definita da traslazioni a sinistra. Allora M, 
è una sottovarietà del fibrato tangente al gruppo, formato dai 
vettori che, per una traslazione a destra nell’unità del gruppo, 
danno uno stesso elemento nello spazio duale all’algebra di Lie. 

Dunque, la varietà M, è diffeomorfa al gruppo stesso ed è una 
sezione invariante a destra del fibrato cotangente. Tutti i valori 
di p sono regolari. 

Il sottogruppo stazionario G, del punto p consiste di quegli 
elementi del gruppo, per i quali [e traslazioni a destra e a sinistra 
dell'elemento p danno lo stesso risultato. Le azioni degli elementi 
diversi dall'unità del gruppo G, su Mp non hanno punti fissi 
(poiché essi non esistono per le traslazioni a destra del gruppo in 
se stesso). 

Il gruppo G, opera propriamente (vedere l'osservazione di 
pag. 382). Quindi "lo spazio delle orbite del gruppo G, su M, è una 
varietà simplettica. 

Ma questo spazio delle orbite si identifica facilmente con l’or- 
bita del punto p nella rappresentazione coaggiunta. In effetti, ap- 
plichiamo la sezione invariante a destra M, del fibrato cotangente 
nello spazio cotangente al gruppo nell’ ‘unità, con traslazioni 
a sinistra. Otteniamo l’applicazione 


i M,>g*. 
384 


L'immagine di questa applicazione è l’orbita del punto p nella 
rappresentazione coaggiunta, e-le fibre sono le orbite dell’azione 
del gruppo G,. La struttura simplettica dello spazio delle fasi 
ridotto definisce, così, una struttura simplettica sulle orbite 
della rappresentazione coaggiunta. 

Si verifica facilmente, con un calcolo diretto, che si tratta 
della stessa struttura che noi abbiamo discusso all’Appendice 3. 

Esempio 3. Supponiamo che il gruppo G = S* sià una 
circonferenza e che esso operi sulla varietà V senza punti fissi. 
Allora si produce un’azione poissoniana della circonferenza sul 
fibrato cotangente M = 7*V. Possiamo definire le varietà di 
livello del momento M, (di codimensione 1 in M) e le varietà 
quozienti 7°, (la cui dimensione è di due unità inferiore a quella 
di M). 

Inoltre possiamo costruire la varietà quoziente dello spazio 
delle configurazioni V, identificando tra loro tutti i punti di 
ogni orbita del gruppo su V. Indichiamo con W questo spazio 
quoziente. 

Teorema. Lo spazio delle fasi ridotto F, è simpletticamente dif- 
feomorfo al fibrato cotangente dello spazio quoziente delle configura- 
zioni W. 

Dimostrazione. Sia n:V--W la fattorizzazione, 
o € T*W una 1-forma su W nel punto w = nv. La forma n*% 
su V nel punto v appartiene a M, e dopo la fattorizzazione defini- 
sce un punto in F,. Inversamente, gli elementi di F, sono delle 
1-forme invarianti su V, nulle sulle orbite; esse definiscono delle 
1-forme su W. Dunque, abbiamo costruito un’applicazione 7*W + 
— Fo; si vede facilmente che si tratta di un diffeomorfismo sim- 
plettico. 

Il caso p34:O si riduce al caso p=0 col metodo seguente. 
Consideriamo su V una metrica riemanniana, invariante rispetto 
a G. L’intersezione di M, col piano cotangente a V nel punto v 
è un iperpiano. La forma quadratica, che definisce la metrica, 
possiede in questo iperpiano un unico punto di minimo, s (v). 
La sottrazione del vettore s (v) trasforma l’iperpiano M,  T*V, 
in My N 7*V, e otteniamo il .diffeomorfismo F, + fo. "Il teore- 
ma è dimostrato. 

C. Applicazioni allo studio delle rotazioni stazionarie e delle 
biforcazioni delle varietà invarianti. Sia data un'azione poisso- 
niana del gruppo G su una varietà simplettica M e sia H7 una fun- 
zione su M, invariante rispetto a G. Sia F, lo spazio delle fasi 
ridotto (supponiamo che siano soddisfatte le ipotesi, per le quali 
esso può essere definito). 

Il campo hamiltoniano con funzione di Hamilton H è tangente 
a ogni varietà di livello del momento M, (poiché il momento 
è un integrale primo). Il campo che si produce su M, è invariante 


p 
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rispetto a G, e definisce un campo sullo spazio delle fasi ridotto F,. 
Chiameremo questo campo vettoriale su F, campo ridotto. 

Teorema. Il camporidotto sullo spazio delle fasi ridotto è hamil- 
toniano. Il valore della funzione di Hamilton del campo ridotto, 
in ogni punto dello spazio delle fasi ridotto, è uguale al valore della 
funzione di Hamilton iniziale, nel corrispondente punto dello spa- 
zio delle fasi iniziale. 

Dimostrazione. La relazione 


dH (E) = w(Xy, È) per tutti i È 


che definisce il campo hamiltoniano Xy di hamiltoniana / sulla 
varietà M, munita della forma ©, implica una relazione analoga per 
il campo ridotto, grazie alla definizione della struttura simplet- 
tica su F,, c.v.d. 

Ese m pio. Consideriamo un corpo rigido asimmetrico, 
vincolato a un punto fisso e sottoposto all’azione della forza peso 
(o di un'altra forza potenziale simmetrica rispetto all’asse ver- 
ticale). 

Sullo spazio delle configurazioni SO (3) opera il gruppo S* 
delle rotazioni rispetto alla verticale. La funzione di Hamilton 
è invariante rispetto alle rotazioni, perciò s'introduce un sistema 
ridotto sullo spazio delle fasi ridotto. 

In questo caso, lo spazio delle fasi ridotto è il fibrato cotan- 
gente dello spazio quoziente delle configurazioni (vedere l'esem- 
pio 3, pag. 385). La fattorizzazione dello spazio delle configura- 
zioni sul quale opera il gruppo delle rotazioni intorno alla verti- 
cale, fu realizzata da Poisson nel modo seguente. 

Definiamo la posizione del corpo con un riferimento ortonor- 
male (é,, e,, es). Le tre componenti verticali dei vettori del 
riferimento definiscono un vettore nello spazio coordinato euclideo 
tridimensionale. La lunghezza di questo vettore è 1 (perché?). 
Questo vettore di Poisson* y definisce il riferimento iniziale a meno 
di rotazioni alla verticale (perché?). 

Dunque, lo spazio quoziente delle configurazioni è una sfera 
bidimensionale £°, mentre lo spazio delle fasi ridotto è il fibrato 
cotangente della sfera bidimensionale T*S?. 

La funzione ridotta di Hamilton, sul fibrato cotangente della 
sfera, è la somma di una forma quadratica nei vettori cotangenti, 
cioè « l'energia cinetica del moto ridotto », e di un « potenziale 


1 Poisson ha dimostrato che le equazioni del moto di un corpo rigido 
pesante si esprimono in funzione del vettore y nella forma notevolmente 
semplice delle « equazioni di Eulero — Poisson » 


—[M, 0]=pgly I], F=0l. 
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effettivo » (che comprende l’energia potenziale e l'energia cinetica 
di rotazione intorno alla verticale). 

Il passaggio allo spazio delle fasi ridotto, in questo caso, si 
riconduce quasi all’« esclusione della coordinata ciclica q ». La 
differenza consiste solo nel fatto che l'ordinaria procedura implica 
che lo spazio delle configurazioni, o quello delle fasi, sia un pro- 
dotto diretto per una circonferenza, mentre qui si ha soltanto un 
fibrato. Questo fibrato diventa un prodotto diretto, se si diminui- 
sce lo spazio delle configurazioni (cioè se si introducono delle 
coordinate che possiedono delle singolarità ai poli); il vantaggio 
dell’approccio indicato è che non esiste nessuna singolarità reale 
(eccetto quella del sistema di coordinate) nell'intorno dei poli. 

Definizione. Lecurve di fase di M, che si proiettano 
nelle posizioni di equilibrio del sistema ridotto sullo spazio delle 
fasi ridotto F,, si chiamano equilibri relativi del sistema iniziale. 

Esempio. Le rotazioni stazionarie di un corpo rigido, 
vincolato nel baricentro, sono degli equilibri relativi. 

In modo del tutto simile, sono equilibri relativi i moti di un 
corpo rigido pesante, che si riducono a una rotazione di velocità 
costante intorno a un asse verticale. 

Teorema. Una curva di fase di un sistema, con funzione di 
Hamilton C-invariante, è un equilibrio relativo, se e soltanto se 
è orbita di un sottogruppo a un parametro del gruppo G nello spazio 
delle fasi ini.iale. 

Dimostrazione. Cheuna curva di fase, che è un'orbi- 
ta, si proietti in un punto è evidente. Se una curva di fase x (t) si 
proietta in un punto, allora la si può rappresentare univocamente 
nella forma (ti) = g(t)z (0) e si vede facilmente che {g (t)} 
è un sottogruppo, c,v.d. 

Corollario 1. Un corpo rigido asimmetrico, vincolato a un punto 
dell'asse di un campo potenziale qualunque a simmetria assiale, 
ammette almeno due rotazioni stazionarie (per ogni valore del momento 
cinetico rispetto all'asse di simmetria). 


Corollario 2. Un corpo rigido a simmetria assiale, vincolato 
a un punto del suo asse di simmetria, ammette in un campo poten- 
ziale di forze qualunque almeno due rotazioni stazionarie (per ogni 
valore del momento cinetico rispetto all’asse di simmetria). 

Entrambi i corollari derivano dal fatto che una funzione pos- 
siede sulla sfera almeno due punti critici. 

Un'altra utilizzazione degli equilibri relativi è possibile 
nello studio delle modificazioni topologiche delle varietà invarian- 
ti dell'energia e del momento. 

Teorema, / punti critici dell’applicazione del momento e del- 
l’energia 

PxH:M-g*xR 
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su‘un insieme regolare di livello del momento sono esattamente gli 
equilibri relativi. 

Dimostrazione. I! punti critici dell'applicazione 
P x H sono gli estremi vincolati della funzione H su una varietà 
di livello del momento M, (poiché la varietà di livello considerata 
è regolare, cioè per tutti gli x € M, abbiamo P.,TM,=T9}). 

Gli estremi vincolati della funzione H su My per fattorizza- 
zione rispetto a G, definiscono i punti critici della funzione di 
Hamilton ridotta (dato che H è invariante rispettoa G,). Il 
teorema è dimostrato. 

Effettivamente, lo studio degli equilibri relativi e delle singo- 
larità dell'applicazione energia-momento non è semplice e non 
è stato completato persino nel problema classico del moto di un 
corpo rigido asimmetrico in vn campo di gravità. Il caso, in cui 
il centro di gravità è situato su uno degli assi d'inerzia, è stato 
trattato da S. B. Katok, nell’appendice aggiunta alla traduzione 
dell'articolo di S. Smale citato sopra. 

In questo problema lo spazio delle fasi è di dimensione 6, il 
gruppo è una circonferenza; lo spazio delle fasi ridotto 7*.S? è di 
dimensione 4. 

Nello spazio delle fasi ridotto, le varietà di livello dell’ener- 
gia non singolare (in dipendenza dai valori del momento e del- 
l'energia) sono dei quattro tipi seguenti: $*, S? x S1, RP? e la 
sfera S3 a due « manici » di forma 


S! x D? (D® è un cerchio, {(z, y:x° + y° < 1)). 


Appendice 6 
Forme normali delle hamiltoniane quadratiche 


In questa appendice è presentata la tavola delle forme nor- 
mali, alle quali si può ricondurre un’hamiltoniana quadratica 
con una trasformazione simplettica reale. Questa tavola è stata 
composta da D. M. Galin sulla base del lavoro di J. Williamson 
On an algebraic problem, concerning the normal forms of linear 
dynamical systems, « Amer. J. of Math. » 58, n. 1, 1936, 141-163. 

Nel lavoro di Williamson sono indicate le forme normali, alle 
quali si può.ricondurre una forma quadratica in uno spazio simplet- 
tico sopra un campo qualunque. . 

A. Notazioni. Scriveremo l’hamiltoniana nella forma 


H= 5 (Ax, 2), 


dove x = (pi. - - -, Pni dar << «è In) è un vettore, scritto in una 
base simplettica, A un operatore lineare simmetrico. Le equazio- 
ni canoniche prendono allora la forma 


E 0) 


x=IAx, dove 1 = ( E 0 

Chiameremo autovalori dell'hamiltoniana gli autovalori del- 
l'operatore infinitesimale-simplettico ZA. Nello stesso modo, per 
blocco di Jordan intenderemo un blocco di Jordan dell’operato- 
re ZA. 

Gli autovalori dell'hamiltoniana sono di quattro tipi: le cop- 
pie reali (a, —a), le coppie immaginarie pure (ib , —ibd), le quater- 
ne (+a +id) e gli autovalori nulli. 

I blocchi di Jordan corrispondenti ai due termini di una cop- 
pia o ai quattro termini di una quaterna possiedono sempre la 
stessa struttura. 

Nei casi, in cui la parte reale dell’autovalore è nulla, bisogna 
distinguere i blocchi di Jordan di ordine pari e dispari. I blocchi 
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d'ordine dispari ad autovalore nullo sono in numero pari e si 
possono ripartire naturalmente in coppie. 

La lista conclusiva delle forme normali è la seguente. 

B. Hamiltoniane. A ogni coppia di blocchi di Jordan d’ordi- 
ne $, ad autovalori reali +a, corrisponde l’hamiltoniana 


k h-1 
= —a d P;a;+ 3 P;j9jt1- 
jan 1 j=1 
Ad una quaterna di blocchi di Jordan, ad autovalori + a + 
+ bi, corrisponde l’hamiltoniana 
2h-2 


2h kh 
H= ad P19; + bd (P3;-192; — P2j92j-1) + Da: P;dy+2- 


A una coppia di blocchi di Jordan di ordine dispari £, ad 
autovalore nullo, corrisponde l’hamiltoniana 


kR-1 
H =Z Pjd+1 (per k=1, H=0). 


A un blocco di Jordan d'ordine pari 2%, ad autovalore nullo, 
corrisponde una delle due hamiltoniane seguenti: 


h-1 kh h-1 
H=tx + | DI PyPn-s— dI dIn-1+1) — D, Pin 


(per k=1,H= +39) . Le hamiltoniane di segni diversi non 


si trasformano l’una nell’altra. 

A una coppia di blocchi di Jordan d'ordine dispari 2k +1, 
ad autovalori immaginari puri +- di, corrisponde una delle due 
hamiltoniane seguenti: 


kh 
1 
H=t3 [ DI (0° p2;Pan-2;+2 + 9259212542) — 


3=1 
h+1 2h 


ua di (6° Pa;-1P2x-21+3 + d24-1920-24+3) | _ dI Pjdjt1: 


j=1 j=1 
Per k=0, H=+-(0pî+pì). Le hamiltoniane di segni 
diversi non si trasformano l’una nell’altra. 
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A una coppia di blocchi di Jordan d'ordine pari 2%, ad autova- 
lori immaginari puri +- di, corrisponde una delle due hamilto- 
niane seguenti: 

° 1 
H= + 7 [ > (+ Q2j-192h-2jt1 + 92/921-254 ) _ 
je=1 
h-1 
_ di (b2p2+1Pan-23+1 + PostaPan-21+3) | _ 


= 


kh kh 
_b di Paj-1933 t Si P25925-11 


(per x=1, H= +3 (+ a+ di) — b°p.9x+ P201). 

Anche qui le hamiltoniane di segni diversi non si trasformano 
l'una nell'altra per una trasformazione simplettica reale. 

Teorema di Williamson. Zo spazio simplettico lineare 
reale, sul quale è definita una forma quadratica H, si decompone in 
una somma diretta di sottospazi simplettici reali, a due a due antior- 
togonali, in modo tale che la forma H si rappresenta come somma 
di forme dei tipi indicati prima su questi sottospazi. 

C. Blocchi di Jordan ineliminabili. Un'hamiltoniana indi- 
viduale generica non possiede autovalori multipli e si riconduce 
a una forma semplice (tutti i blocchi di Jordan sono del primo 
ordine). Tuttavia, se si considera non un’hamiltoniana individua- 
le, ma un'intera famiglia di sistemi, dipendenti da parametri, 
allora per alcuni valori eccezionali dei parametri possono apparire 
delle strutture di Jordan -più complesse. Di alcune di esse ci si 
può sbarazzare con una piccola deformazione della famiglia, le 
altre invece non sono eliminabili e si deformano solo un poco. Se 
il numero / di parametri della famiglia è finito, allora di questi 
casi ineliminabili ne esiste un numero finito nella famiglia a / 
parametri. Il teorema di Galin, enunciato più in basso, permette 
di calcolare tutti questi casi, comunque si fissi /. 


Indichiamo con n, (2) > ns (2) > . = n;(z) le dimen- 
sioni dei blocchi di Jordan ad autovalori — VA 0, con mm, > 
>...Bmem > mi... .>m, le dimensioni dei blocchi 


di J ordan, ad autovalore nullo, inoltre m; sono pari ed m; dispari 
(in ogni coppia di blocchi di dimensione dispari se ne considera 
uno solo). 

Teorema. La varietà di hamiltoniane, i cui blocchi di Jordan 
hanno le dimensioni indicate, possiede nello spazio di tutte le hamil- 
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toniane la codimensione 


n 8(z) u 
e=3 N[S @i-1)n(-1]++ D07-1)m,+ 
z+0 j=1 j=1 
+3 [2(2j—1)m,+1]+2S D miu{m,, ma). 
j=1 j+1k=1 


(Osserviamo che, se lo zero non è autovalore, allora nella 
somma solo il primo termine è diverso da zero.) 

Corollario. Nelle famiglie di sistemi hamiltoniani lineari, 
dipendenti, in modo generale, da l parametri non si incontrano che 
sistemi con blocchi di Jordan tali che il numero c, calcolato per mez- 
zo della formula precedente, non sia superiore a l: tutti i casi in cul 
c è maggiore di l sono eliminabili con una piccola deformazione della 
famiglia. 

Corollario. Nelle famiglie a uno e a due parametri si incontra- 
no blocchi di Jordan non eliminabili solo dei 12 tipi seguenti: 


I=41:(ta).(+ ia), 0° 


(qui i blocchi di Jordan sono indicati con i loro determinanti; per 
esempio, (+ a)? designa una coppia di blocchi di Jordan d'ordine 
2 e ad autovalori a e —a rispettivamente); 

L= 2:(ta)?, (tai), (ta + bi)?, 0%, (ta)? (+b), 

(tai)? (tbi)?, (ta)? (tdi), (ta)°0”, (tai)°0° 
(i restanti autovalori sono semplici). 

Galin ha anche calcolato le forme normali, cui si può ricon- 
durre una qualunque famiglia di sistemi hamiltoniani lineari, 
dipendenti in modo regolare da parametri, per mezzo di un cam- 
biamento di coordinate lineare simplettico, dipendente in modo 


regolare da questi parametri. Per esempio, per il blocco di Jordan 
semplicissimo (+a)? tale forma normale dell’hamiltoniana sarà 


H (A) = —a (p,191 + P243) + P193 + MP1% + dePefi 
(A, e X, sono dei parametri). 
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Appendice 7 


Forme normali di sistemi hamiltoniani 
nell’intorno di punti fissi 
e delle traiettorie chiuse 


Pér lo studio del comportamento delle soluzioni dell’equa- 
zione di Hamilton nell'intorno di una posizione di equilibrio, 
spesso non è sufficiente limitarsi all'equazione linearizzata. In 
effetti, per il teorema di Liouville sulla conservazione del volume, 
sono impossibili posizioni di equilibrio asintoticamente stabili 
per dei sistemi hamiltoniani. Perciò la stabilità del sistema 
linearizzato è sempre neutra: gli autovalori della parte lineare di 
un campo vettoriale hamiltoniano, in una posizione di equilibrio 
stabile, sono tutti situati sull'asse immaginario. 

Per sistemi generici di equazioni differenziali tale stabilità 
neutra può essere distrutta dall’aggiunta di termini non lineari, 
arbitrariamente piccoli. Per i sistemi hamiltoniani la questione 
è più complessa. Supponiamo, per esempio, che la parte quadra- 
tica della funzione di Hamilton (che definisce la parte lineare del 
campo vettoriale) sia definita positiva o negativa in una posizione 
di equilibrio. Allora la funzione di Hamilton ha un massimo o un 
minimo nella posizione di equilibrio. Conseguentemente, questa 
posizione di equilibrio è stabile (nel senso di Ljapunov, ma non 
asintoticamente) non solo per il sistema linearizzato, ma anche 
per il sistema non lineare completo. 

Tuttavia la parte quadratica della funzione di Hamilton può 
anche non essere definita in una posizione di equilibrio stabile. 
Un esempio molto semplice è fornito dalla funzione H = pi + 
+ gi — Pî — gi. Lo studio della stabilità di sistemi, che possie- 
dono una tale parte quadratica, deve tener conto dei termini 
successivi dello sviluppo di Taylor e prima di tutto dei termini 
cubici della funzione di Hamilton (cioè dei termini elevati al 
quadrato dei vettori del campo della velocità di fase). Questo 
studio si effettua comodamente, riducendo la funzione di Hamil- 
ton (e quindi il campo vettoriale hamiltoniano) alla forma più 
semplice possibile, con una sostituzione canonica appropriata 
di variabili. In altri termini, per studiare le soluzioni è utile 
introdurre un sistema di coordinate canoniche nell'intorno della 
posizione di equilibrio, tale da semplificare al massimo la forma 
della funzione di Hamilton e delle equazioni di moto. 
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L’analogo problema si risolve facilmente nel caso--di campi 
vettoriali generici (non hamiltoniani): qui il caso generale è quello 
di un campo vettoriale lineare nell'intorno della posizione di 
equilibrio, in un appropriato sistema di coordinate (i corrispon- 
denti teoremi di Poincaré e Siegel si trovano, per esempio, nel 
testo: C. L. Siegel Lezioni sulla meccanica celeste, IL, 1959 (in 
russo) o Springer, 1971 (in inglese)). 

Nel caso hamiltoniano la situazione è più complessa. La 
prima difficoltà è che, in generale, non si può ridurre un campo 
hamiltoniano a una forma normale lineare con una sostituzione 
canonica di variabili. Più precisamente, generaimente si possono 
eliminare i termini cubici della funzione di Hamilton, ma nonsi 
possono eliminare tutti i termini di quarto grado (questo perché, 
in un sistema lineare, la frequenza delle oscillazioni non dipende 
dall’ampiezza, mentre in un sistema non lineare in generale 
dipende da essa). La difficoltà indicata viene superata scegliendo 
una forma normale non lineare, che tiene conto della variazione 
delle frequenze. In definitiva (nel caso di non risonanza) si pos- 
sono introdurre delle variabili d'’azione-angolo, tali che il sistema 
sia integrabile, a meno di termini di potenza comunque elevata 
nella serie di Taylor. 

Ciò permette di studiare il comportamento del sistema su 
intervalli di tempo grandi, per delle condizioni iniziali vicine 
alla posizione di equilibrio. Tuttavia, ciò non basta per stabilire 
se una posizione di equilibrio è stabile nel senso di Ljapunov 
(poiché, su un intervallo di tempo infinito, l’influenza del ter- 
mine residuo tralasciato nella serie di Taylor può annullare la 
stabilità). Essa sarebbe certa se potessimo ridurre esattamente il 
sistema hamiltoniano a un'analoga forma normale, senza trala- 
sciare i termini residui. Ma si può dimostrare che tale riduzione 
esatta è, in generale, impossibile, mentre le serie formali per le 
trasformazioni canoniche, che riducono il sistema a una forma 
normale, in effetti nel caso generale divergono. 

La divergenza di queste serie dipende dal fatto che la ridu- 
zione a una forma normale implicherebbe un comportamento 
più semplice delle curve di fase, rispetto a quello effettivo (esse 
dovrebbero essere delle eliche quasi periodiche di tori). Il compor- 
tamento delle curve di fase, nell'intorno di una posizione di equi- 
librio di un sistema hamiltoniano, è discusso nell’ Appendice 8. 
In questa appendice si danno i risultati formali sulla riduzione 
a forma normale, a meno di termini di grado più elevato. 

L’idea della riduzione dei sistemi hamiltoniani alle forme 
normali risale a Lindstedt e Poincaré !; le forme normali nell’in- 


1 [Vedere H. Poincaré / nuovi metodi della meccanica celeste, t. 1 in 
-« Opere scelte », « Nauka », 1971 (in russo), o « Dover publications inc. », 
New York, 1957. 
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torno di una posizione di equilibrio sono state studiate in detta- 
glio da Birkhoff (J. D. Birkhoff Sistemi dinamici, OGIZ, 1941, 
in russo; New York, 1927, in inglese). 

Le forme normali per i casi degeneri sono trattati da 
A. D. Brjuno, nel lavoro Forma analitica delle equazioni 
differenziali (Lavori della società matematica moscovita, tt. 25 e 
26, in russo) 

A. Forma normale di un sistema conservativo nell’intorno 
di una posizione di equilibrio. Supponiamo che nell’approssi- 
mazione lineare la posizione di equilibrio di un sistema hamilto- 
niano a n gradi di libertà sia stabile e che tutte le n frequenze 
caratteristiche ©,, . . ., ©n siano diverse tra loro. Allora la parte 
quadratica dell'hamiltoniana si riducè, per mezzo di una trasfor- 
mazione canonica lineare, alla forma 


H=10(p+9)+...+$0,(2+9)) 


(alcuni degli ©‘, possono essere negativi). 

Definizione. Le frequenze caratteristiche @,, . .. 
+ + +3 ®n verificano una relazione di risonanza di ordine K, se esi- 
stono dei numeri interi %X,, non tutti nulli, per i quali 


ko, + -.. +kyog=0, Ik 1+... +|k1= &. 


Definizione. Si chiama forma normale di Birkhoff di 
grado s per un'hamiltoniana un polinomio di grado s delle coordi- 
nate canoniche (P;, Q;), che sia in realtà un polinomio (di grado 
{s/2]) delle variabili 1, = (Pî + 01)/2. 

Per esempio, per un sistema a un grado di libertà la forma 
normale di grado 2m (o 2m + 1) si scrive 


Hsm = Hemti = GUTt+ det +... + am”, t=(P?°+0°%/72, 


e per un sistema a due gradi di libertà la forma normale di Birkhoff 
di grado 4 sarà 


H,= ayt, + agtg + Gti + 2a1gt1t2a + Gost. 


I coefficienti a, e a, sono frequenze caratteristiche, mentre i coef- 
ficienti a,; descrivono la dipendenza delle frequenze dalle 
ampiezze. 

Teorema. Supponiamo che le frequenze caratteristiche ©, non 
verifichino alcuna relazione di risonanza di ordine s 0 minore. Allora 
esiste un sistema canonico di coordinate, nell'intorno della posizione 
di equilibrio, tale che in esso la funzione di Hamilton si riduce alla 
forma normale di Birkhoff di grado s, a meno di termini dì grado 


s+ 1: 
H (p, gg= H.,(P,Q0)+R, R=0(IP|]+ 10)". 
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La dimostrazione di questo teorema si effettua facilmente 
in un sistema di coordinate complesse, 


za= Pr + id wi= Pr id 


(quando si passa ad esso bisogna moltiplicare l’hamiltoniana 
per —2i). Se i termini di grado inferiore a N, che non figurano 
nella forma normale, sono già eliminati, allora una sostituzione 
di funzione generatrice Pg+ Sy (P, q) (dove Sy è un polinomio 
di grado N) cambia nello sviluppo di Taylor della funzione di 
Hamilton solo i termini di grado uguale o superiore a N. 

Il coefficiente del monomio di grado N della funzione di 
Hamilton, cioè 


zi°.. not. . .wbn (4... +an+Pit...+Bn=N) 


in seguito a tale sostituzione diventa, come è facile verificare, 
Sap lA (Bi — La) + +00 + An (Bn — dn)l, 


dove ), = io; e dove sag è il coefficientedi z%wf nello sviluppo 
della funzione Sy (p, 9g) secondo le variabili 2, w. 

Per l’ipotesi fatta sull’assenza di risonanza, il coefficiente 
tra parentesi quadre di sug è diverso da zero, escluso solo il caso, 
in cui il nostro monomio si esprima in funzione dei prodotti 
ziw, = 2t; (cioè quando tutti gli a; sono uguali ai f;). Possiamo 
dunque eliminare tutti i termini di grado N, esclusi quelli espressi 
in funzione di t;.. Ponendo N= 3, 4, ...,sotteniamo il teorema. 

Utilizzando il teorema di Birkhoff è utile notare che un 
sistema, la cui hamiltoniana è una forma normale, è integrabile. 
Più precisamente, consideriamo le « coordinate canoniche pola- 
ri » ©,, g; in funzione delle quali P, e Q; si esprimono per mezzo 
delle formule 


Pix 21, c089, Qi = V 27, sen gr. 


Poiché l’hamiltoniana è espressa in funzione delle sole variabili 
d’azione t,, il sistema è integrabile e descrive dei moti quasi 
periodici di frequenze ®w = 04/01 sui tori t = cost. In particola- 
re, la posizione di equilibrio P = Q = 0 è stabile per la forma 
normale. 

B. Forma normale di una trasformazione canonica nell’intor- 
no di un punto fisso. Consideriamo un'applicazione canonica 
(cioè che conserva le aree) di un piano bidimensionale in se stesso. 
Supponiamo che questa trasformazione lasci fissa l'origine delle 
coordinate e che la sua parte lineare abbia come autovalori Z = 
= eti« (cioè che sia una rotazione di un angolo a in una base 
simplettica appropriata di coordinate p, g). Chiameremo tale 
trasformazione ellittica. 
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Definizione. Si chiama forma normale di Birkhoff 
di grado s per una trasformazione un’applicazione canonica di un 
piano in se stesso, rotazione di un angolo variabile, che sia 
un polinomio di grado non superiore a m = [s/2] — 1 della varia- 
bile d’azione t di un sistema di coordinate polari canonico 


(T, Pro (t,P+ta9 + att... Gt Amt”), 
dove 


p=V2tco0sg. q=V2rseng. 

‘Teorema 2. Se un autovalore i di una trasformazione canonica 
ellittica non è radice dell'unità di grado uguale o minore di s, allora 
questa trasformazione si riduce, con una sostituzione canonica di 
variabili, alla forma normale di Birkhoff di grado s, a meno di 
termini di grado uguale o maggiore di s + 1. 

La generalizzazione al caso multidimensionale della trasfor- 
mazione ellittica è il prodotto diretto di n rotazioni ellittiche di 


piani (p;, 9:), con autovalori A = e*'%. La forma normale di 
Birkhoff di grado s è definita dalla formula 


(T, P) > (T, p + 05/07), 


dove S è un polinomio di grado non superiore a [s/2] delle varia- 
bili d’azione Ti, ..., Tn 

Teorema 3. Se gli autovalori À, di una trasformazione canonica 
ellittica multidimensionale non ammettono risonanze 


ni... Mn=1, [lyl+-.. +|kn1 5 


allora questa trasformazione si riduce alla forma normale di Birkhoff 
di grado s (con un errore nei termini di grado s dello sviluppo dell’ap- 
plicazione in serie di Taylor, nel punto p=q = 0). 

C. Forme normali di un’equazione a coefficienti periodici 
nell'intorno delle posizioni di equilibrio. Sia p=g=0 la posi- 
zione di equilibrio di un sistema, con funzione di Hamilton 
dipendente dal tempo in modo periodico, con periodo 2. Suppo- 
niamo che l’equazione linearizzata sia ridotta, da una trasforma- 
zione lineare simplettica periodica nel tempo, alla forma normale 
autonoma di frequenze caratteristiche ©, ..., ®n 

Diremo che il sistema è risonante di ordine K SO, se esiste 
una relazione 


ko +... + Kknon + ko = 


con ko, ki, -- ., kn interi, tali che |kK,|+... +|kn [= XK 

Teorema. Se il sistema non è risonante di ordine uguale o mino- 
re di s, allora esiste una trasformazione canonica dipendente in 
modo periodico dal tempo, di periodo 2, che nell’intorno- della posi» 
zione di equilibrio ridice il sistema alla stessa forma: normale di 
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Birkhoff di grado s, cui lo ridurrebbe se esso fosse autonomo, con la 
sola differenza che i termini residui R di grado uguale o maggiore 
di s + 1 dipenderanno dal tempo periodicamente. 

Infine, sia data una traiettoria chiusa di un sistema autonomo 
di equazioni di Hamilton. Allora, nell’intorno di questa traiet- 
toria, possiamo ridurre il sistema a una forma normale, utilizzan- 
do uno dei due seguenti metodi: 

1) Riduzione isoenergetica: fissiamo la costante d'energia 
e consideriamo un intorno di una traiettoria chiusa di una varietà 
2n — 1-dimensionale di livello d'energia come spazio delle fasi 
allargato di un sistema a n — 1 gradi di libertà, dipendente in 
modo periodico dal tempo. 

2) Superficie di una sezione: fissiamo la costante d'energia 
e il valore di una delle coordinate (in modo che la traiettoria 
chiusa intersechi trasversalmente il piano di dimensione 2n — 2 
ottenuto). Allora le curve di fase, vicine a quella data, definisco- 
no un’applicazione di questo piano di dimensione 2n — 2 su se 
stesso, con un punto fisso sulla traiettoria chiusa. Questa appli- 
cazione conserva la struttura simplettica naturale sul nostro piano 
di dimensione 2n — 2 e possiamo studiarla per mezzo della forma 
normale del punto B. 

Studiando le traiettorie chiuse di sistemi hamiltoniani 
autonomi, ci si trova in presenza di una nuova proprietà rispetto 
allo studio delle posizioni di equilibrio di sistemi a coefficienti 
periodici. Il fatto è che le traiettorie chiuse dei sistemi autonomi 
non sono isolate, ma formano (in generale) delle famiglie a un 
parametro. 

Tl parametro di una famiglia è il valore della costante di 
energia. In effetti, supponiamo che, per uncerto valore della costan- 
te d’energia, la traiettoria chiusa intersechi trasversalmente il 
piano di dimensione 2n — 2 descritto sopra, nella varietà 2n — 
— 1-dimensionale di livello d'energia. Allora, anche per i valori 
vicini della costante d’energia esisterà un'analoga traiettoria 
chiusa. Per il teorema sulle funzioni implicite, possiamo addirit- 
tura affermare che questa traiettoria chiusa dipende in modo 
regolare dal valore della costante d’energia. 

Se ora vogliamo utilizzare la forma normale di Birkhoff per 
lo studio di una famiglia a un parametro di traiettorie chiuse, 
ci imbattiamo nella seguente difficoltà. Al variare del parametro 
della famiglia gli autovalori del problema linearizzato, in genera- 
le, cambieranno. Dunque, per certi valori del parametro, incontre- 
remo inevitabilmente delle risonanze, che impediscono la ridu- 
zione alla forma normale. 

Sono particolarmente pericolose le risonanze d'ordine infe- 
riore, poiché influiscono sui primi termini della serie di Taylor. 
Se ci interessa una traiettoria chiusa, per la quale gli autovalori 
sono vicini a una relazione di risonanza d’ordine inferiore, allora 
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bisogna leggermente modificare la forma normale di Birkhoff. 
Più esattamente, per una risonanza di ordine N si annullano alcu- 
ne delle espressioni 


k’ — lo, (bf — 2a) + - + ©n (Bi @n)}, la|+|IB[=N, 


per cui bisogna dividere la funzione di Hamilton per eliminare 
i termini di grado N. Per valori del parametro vicini alla riso- 
nanza, la combinazione indicata di frequenze caratteristiche rion 
è generalmente nulla, ma molto piccola (tale combinazione si 
chiama per questo motivo « piccolo divisore »). 

La divisione per un piccolo divisore implica che 

1) la trasformazione che riduce alla forma normale dipende 
in modo discontinuo dal parametro (essa possiede un polo per 
il valore di risonanza del parametro); 

2) il dominio, in cui la forma normale di Birkhoff descrive 
bene il sistema, si restringe a zero per il valore di risonanza. 

Per liberarsi di queste insufficienze, non si devono eliminare 
alcuni termini dell'hamiltoniana (quelli, precisamente, che di- 
ventano risonanti per il valore di risonanza del parametro). 
Bisogna conservarli, non solo per il valore di risonanza del para- 
metro, ma anche per tutti i valori vicini!. 

La forma normale, che si ottiene così, è più complicata di 
quella ordinaria, ma in numerosi casi si può ricavare da essa 
un'utile informazione sul comportamento delle soluzioni nel- 
l’intorno della risonanza. 

D. Esempio: studio della risonanza di ordine 3. Come esem- 
pio semplice, studiamo che cosa accade con la traiettoria chiusa 
di un sistema hamiltoniano autonomo a due gradi di libertà 
nell'intorno di un valore della costante d'energia, tale che il 
periodo d'’oscillazione delle traiettorie vicine, in prossimità della 
traiettoria chiusa, sia tre volte maggiore del periodo di rivoluzio- 
ne sulla traiettoria chiusa. 

Per quanto detto prima, questo problema si riconduce allo 
studio di una famiglia monoparametrica di sistemi hamiltoniani 
non autonomi a un grado di libertà, 2n-periodici nel tempo, nel- 
l’intorno della posizione di equilibrio. Questa posizione di equi- 
librio può essere presa come origine delle coordinate per tutti 
i valori del parametro (per ottenere ciò, bisogna fare una sostitu- 
zione di variabili dipendente dal parametro). 

Inoltre, il sistema linearizzato nella posizione di equilibrio 
può essere trasformato in un sistema lineare a coefficienti costan- 
ti, per mezzo di un cambiamento di coordinate canonico lineare, 
2n-periodico nel tempo. Nelle coordinate così ottenute, il flusso 


1 Il metodo qui indicato è utile non soltanto per lo studio dei sistemi 
hamiltoniani, ma anche nella teoria generale delle equazioni differenziali. 
Vedere, per esempio, V. I. Arnold Lezioni sulle biforcazioni e le famiglie 
versali, « Uspekhi matematiteskikh nauk » 27, n. 5, 1972, 120-184 (in russo). 
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di fase del sistema linearizzato è una rotazione uniforme intorn: 
alla posizione di equilibrio. La velocità angolare w di questi 
rotazione dipende dal parametro. 

Per il valore di risonanza del parametro, © = 1/3 (cioi 
nel tempo 2 è compiuto un terzo di giro intorno all'origine delle 
coordinate). La derivata della velocità angolare @ rispetto al 
parametro è generalmente diversa da zero. Dunque, per parametro 
possiamo prendere questa stessa velocità angolare o, ancora meglio, 
il suo scarto da 1/3, che indicheremo con e. La grandezza e si 
chiama disaccordo di frequenza. Il valore di risonanza del para- 
metro corrisponde a e = 0. A noi interessa il comportamento 
del sistema per degli e piccoli. 

Se si trascurano i termini non lineari nelle equazioni di 
Hamilton e il disaccordo di frequenza e, allora tutte le traiettorie 
del nostro sistema si chiudono, dopo aver compiuto tre giri (cioè 
possiedono un periodo uguale a 6x). Vogliamo ora studiare l’in- 
fluenza dei termini non lineari e del disaccordo di frequenza sul 
comportamento delle traiettorie. È chiaro che ncî caso generale 
le traiettorie non si chiuderanno tutte. Per vedere come si compor- 
tano è utile considerare la forma normale. 


Nel sistema di coordinate scelto z = p +igq, 2 = p — iq 
la funzione di Hamilton si scrive 


—2iH= —-iozz+ dI SO haprZ"z Peiht 1... 


a+p=3 k=- c0 


dove i puntini indicano i termini di grado superiore al terzo e do- 
ve 0 = (1/3) + e. 

Riducendo alla forma normale possiamo eliminare tutti i 
termini di terzo grado, esclusi quelli per i quali il piccolo divisore 


(a — B)+X 


si annulla per la risonanza. Questi termini si possono anche 
definire come quelli, che sono costanti su una traiettoria di moto 
periodico, ottenuto tralasciando il disaccordo di frequenza e la 
non linearità. Questi termini si chiamano termini risonanti. 
Dunque, per la risonanza alla frequenza ® = 1/3, i termini 
risonanti sono quelli per i quali 

Perciò, dei termini al cubo non sono risonanti che 23e-' e 23e'!. 
Possiamo allora ridurre la funzione di Hamilton alla forma 


— 2iH= —iozz +h23e-!it—h2%eit +... 


(£ e h sono coniugati, essendo H reale). 
Notiamo che, per ridurre la funzione di Hamilton a questa 
forma normale, abbiamo effettuato una trasformazione canonica 
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regolare 2x-periodica nel tempo, dipendente in modo regolare dal 
parametro, persino nel caso di risonanza. Questa trasformazione 
differisce dall’identità solo per infinitesimi del secondo ordine 
rispetto alla deviazione dalla traiettoria chiusa (e la sua funzione 
generatrice differisce dalla funzione generatrice della trasforma- 
zione identica solo per i termini cubici). 

L'analisi ulteriore del comportamento delle soluzioni del- 
le equazioni di Hamilton si effettua nel modo seguente. Dappri- 
ma eliminiamo nella funzione di Hamilton tutti i termini di 
grado superiore al terzo e studiamo le soluzioni del sistema tron- 
cato ottenuto. In seguito bisogna vedere come possono influire 
sul comportamento delle traiettorie i termini tralasciati. 

Lo studio del sistema troncato è reso più semplice dall’in- 
troduzione, sul piano della variabile complessa z, di un sistema 
di coordinate, ruotante con velocità angolare uniforme 41/3, cioè 
dalla sostituzione 2 == & e‘. Per la variabile & si ottiene allora 
un sistema hamiltoniano autonomo, con hamiltoniana 


—2iH,= — iett+ht—hG, dove e=©— (1/3). 


Il fatto che, nel sistema di coordinate ruotante, il sistema 
sia autonomo è una fortuna insperata. Il sistema completo di 
equazioni di Hamilton (tenuto conto dei termini di hamiltoniana 
di grado superiore al terzo) non solo non è autonomo nel sistema 
di coordinate in rotazione, ma persino non ha periodo 2x rispetto 
al tempo (è infatti 6n-periodico nel tempo). Il sistema autonomo 
di hamiltoniana 7, è in sostanza il risultato di una media del 
sistema iniziale, rispetto alle traiettorie chiuse del sistema 
lineare con e=0 (trascurando i termini di grado superiore a tre). 

Il coefficiente h può essere reso reale (si può ottenere ciò con 
una rotazione del sistema di coordinate). Dunque, nelle coordi- 
nate reali (x, y), la funzione di Hamilton si scrive 


Ho= 3 (x2+y2) + a (23— 3272). 


Il coefficiente a dipende dal disaccordo di frequenza e come da 
un parametro. In generale, per e = 0 questo coefficiente è non 
nullo. Dunque possiamo renderlo uguale a 1, per mezzo di un 
cambiamento di coordinate dipendente in modo differenziabile 
dal parametro. Così, dobbiamo analizzare in che modo le curve 
di fase del sistema, con hamiltoniana 


Ho= (22+y?)+(2°—3zy?), 


dipendono dal piccolo parametro e sul piano (x, y). 

Si vede facilmente che la modificazione delle curve consiste 
in quanto segue (fig. 239). Per e = 0, la linea di livello zero della 
funzione 7, è formata da tre rette, che si intersecano nello zero 
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sotto angoli di 60°. Al variare di e esiste sempre una linea di 
livello formata da tre rette, che si muovono di moto traslatorio, 
formando sempre un triangolo equilatero, che ha il centro nell’o- 
rigine delle coordinate. I vertici di questo triangolo sono punti 
critici di sella della funzione di Hamilton. Il punto critico nell’o- 
rigine delle coordinate, al passaggio di e per zero (cioè al passag- 
gio per la risonanza), cambia da minimo in massimo. 


Fig. 239. Passaggio della risonanza 3 : 4, 


Dunque, per il sistema di hamiltoniana /,, l'origine delle 
coordinate rappresenta una posizione di equilibrio stabile per 
tutti i valori del parametro, escluso quello di risonanza, per il 
quale l'equilibrio è instabile. Per valori del parametro vicini 
a quello di risonanza, il triangolo nell'intorno dell'origine delle 
coordinate, che è riempito da curve di fase chiuse, è piccolo (dell’or- 
dine di €), in modo che il « raggio di stabilità » dell'origine delle 
coordinate tende a zero per e +0: è sufficiente una piccola 
perturbazione della condizione iniziale (dell'ordine di e), perché 
il punto di fase risulti fuori del triangolo e si allontani dalla 
posizione di equilibrio. 

Tornando al problema iniziale della traiettoria periodica, 
giungiamo alle seguenti conclusioni (che, naturalmente, non 
sono dimostrate, avendo tralasciato i termini di grado superiore 
al terzo, ma che possono essere giustificate): 

1. In generale, al momento del passaggio della risonanza 
considerata 3:1,la traiettoria periodica perde la stabilità. 

2. Per valori del parametro vicini a quello di risonanza, esiste 
una traiettoria periodica instabile, nell'intorno della traiettoria 
periodica considerata, sulla stessa varietà di livello d'energia. Essa 
si chiude, dopo essere andata tre volte lungo la traiettoria iniziale 
e aver fatto un giro completo intorno a questa. Per il valore di riso- 
nanza del parametro la traiettoria instabile si confonde con quella 
iniziale. 

3. La distanza della traiettoria periodica instabile da quella 
iniziale decresce all’approssimarsi della risonanza come la prima 
potenza del disaccordo di frequenza (cioè come la prima potenza 
dello scarto del parametro dal valore di risonanza). 


402 


4. Per la traiettoria stabile, sulla stessa varietà tridimensionale 
di livello d'energia, passano due superfici invarianti bidimensionali, 
riempite da traiettorie, che si avvicinano a quella periodica instabile, 
su una superficie per t + + co e sull'altra per t-+ — co. 

5. La posizione delle separatrici è tale, che nell’intersezione 
con la superficie, trasversale alla traiettoria iniziale, si ottiene una 
figura, vicina ai tre lati di un triangolo equilatero con i loro prolun- 
gamenti. I vertici del triangolo sono i punti d'intersezione della 
traiettoria periodica instabile con la superficie trasversale. 

6. Per condizioni iniziali poste all’interno del triangolo forma- 
to dalle separatrici, il punto di fase resta per un periodo di tempo 
prolungato (dell'ordine almeno di 1/e) nell’intorno della traiettoria 
periodica iniziale (a una distanza dell'ordine di e), mentre per 
condizioni iniziali poste all’esterno esso si ullontana piuttosto velo- 
cemente a una distanza grande in confronto a €. 

E. Divisione delle separatrici. In realtà le separatrici, di cui 
si parla nelle proposizioni 4, 5 e 6, hanno una forma molto com- 
plessa (per l’influenza dei termini di grado superiore al terzo, 
trascurati nella nostra approssimazione). Per avere un'idea chiara 
della situazione, si deve considerare una sezione bidimensionale, 
che interseca trasversalmente la traiettoria chiusa iniziale in uno 
qualunque dei suoi punti (e che giace interamente in una varietà 
di livello d’energia)!. 

Le traiettorie, che escono da questa sezione, la intersecano 
nuovamente dopo un intervallo di tempo, vicino al periodo di 
rivoluzione sulla traiettoria chiusa iniziale. Dunque, si introduce 
un'applicazione dell’intorno del punto d’intersezione della traiet- 
toria chiusa con la sezione, nella sezione stessa. Questa applica- 
zione possiede un punto fisso (il punto d’intersezione tra la traiet- 
toria chiusa e la sezione) ed è vicina a una rotazione di 120° intor- 
no a questo punto, che noi prendiamo come origine delle coordi- 
nate sul piano della nostra sezione. 

Consideriamo ora il cubo dell’applicazione indicata prece- 
dentemente. É nuovamente un'applicazione di un intorno dello 
zero del piano della sezione, che lascia fissa l’origine delle coor- 
dinate. Ma ora tale applicazione è vicina a una rotazione di 360°, 
cioè all'applicazione identica: essa è realizzata dalle traiettorie 
del nostro sistema in un tempo, vicino a tre periodi della traiet- 
toria chiusa considerata. 

I calcoli fatti precedentemente forniscono un’informazione 
non banale sulla struttura di questa « applicazione per tre perio- 
di ». In effetti, trascurando i termini della funzione di Hamilton 
dì quarto grado e più elevati, modifichiamo i termini dell’appli- 
cazione di grado superiore al secondo. Dunque l'applicazione per 


1 Qui ragioneremo più comodamente sulle applicazioni in un periodo 
e faremo i calcoli più facilmente con i flussi. 
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tre periodi, che corrisponde all’hamiltoniana troncata, appros- 
sima (con un errore cubico) la vera applicazione per tre periodi. 

Ma noi conosciamo le proprietà dell’applicazione per tre 
periodi, corrispondente alla funzione di Hamilton troncata, poiché 
si tratta dell’applicazione del flusso di fase del sistema, con fun- 
zione di Hamilton 4, (7, y), per un tempo 6x (la dimostrazione 
si basa sul fatto che, dopo un intervallo di tempo 6x, il nostro 
sistema ruotante di coordinate è tornato alla posizione iniziale). 
Vediamo ora quali di queste proprietà si conservano per una 
perturbazione infinitesima del terzo ordine, in confronto alla 
distanza dal punto fisso, e quali no. 

Indichiamo con A, l'applicazione per tre periodi corrispon- 
dente al sistema troncato e con A l’applicazione vera. 

1. L'applicazione A, è inclusa nel flusso: è una trasforma- 
zione durante un intervallo di tempo 6x del flusso di fase di ha- 
miltoniana Hoy. 

Non abbiamo alcun elemento per pensare che l’applicazione 
A sia contenuta nel flusso. 

2. L'applicazione A, ammette una rotazione di 120°: esiste 
un diffeomorfismo non banale g, per il quale g* = £ e che com- 
‘muta con Ao. 

Non abbiamo alcuna ragione per ritenere che l’applicazione 
A commuti con un diffeomorfismo non banale qualunque g, per 
il quale g*° = £. 

3. L'applicazione A, possiede tre punti fissi instabili, a 
una distanza dell'ordine di e dall’origine delle coordinate, vicini 
ai vertici del triangolo equilatero. Per scarti dalla risonanza 
abbastanza piccoli (cioè per degli e sufficientemente piccoli) 
anche l’applicazione A possiede tre punti fissi instabili nell’in- 
torno dei vertici del triangolo equilatero. Ciò deriva dal teorema 
sulle funzioni implicite. 

4. Le separatrici dei punti fissi dell’applicazione A4, formano 
(per valori del parametro vicini alla risonanza) una figura, simile 
ai lati di un triangolo equilatero con i loro prolungamenti. Se a 
partire da un punto su uno dei lati del triangolo si fa operare 
ripetutamente l'applicazione A,, si ottiene una successione di 
punti sul medesimo lato del triangolo, che tende a uno degli 
estremi del lato, diciamo M,. Se si fa operare A;! si ottiene 
invece una successione, che tende all’altro vertice, che noi indi- 
chiamo con No. 

Anche ognuno dei tre punti fissi instabili dell’applicazione 
A possiede delle separatrici vicine ai lati del triangolo (fig. 240). 
Più esattamente, quei punti del piano, che tendono al punto 
fisso M .per le applicazioni A”, dove n + + co, formano una 
curva regolare T*, invariante rispetto ad :A, che passa per il 
punto M e vicina, nell'intorno del punto M, al lato MyN, del 
triangolo delle separatrici dell’applicazione A4,. Quei punti 
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invece, che tendono a N perle applicazioni 4”, dove n + — c0, 
formano una seconda curva regolare invariante I, che passa per 
il punto N ed è anch'essa vicina al lato MoNo, nell'intorno del 
punto No. 

Tuttavia le curve T+ e I-, entrambe vicine alla retta MiNo, 
non coincidono necessariamente. Proprio in questo consiste il 
fenomeno della divisione delle separatrici che differenzia in 
modo radicale il comportamento delle _, 
traiettorie del sistema troncato e di 
quello completo. 

La grandezza della divisione delle 
separatrici, per degli e piccoli, è espo- 
nenzialmente piccola; perciò il fenomeno 
della divisione passa facilmente inos- 
servato nei calcoli fatti secondo questo 
o quello schema della «teoria delle per- 
turbazioni ». Ma questo fenomeno è im- 
portante nel suo stesso principio. Per Fig. 240. Divisione del- 
esempio, la sua esistenza implica im- le separatrici. 
mediatamente la divergenza delle serie 
di numerose varianti della teoria delle perturbazioni (poiché, 
se queste serie convergessero, non vi sarebbe divisione delle 
separatrici). 

In generale, la divergenza delle serie della teoria delle pertur- 
bazioni (per una buona approssimazione data da alcuni primi 
termini) dipende dal fatto che si cerca un oggetto, che non esiste. 
Se cerchiamo di simulare il fenomeno con uno schema, che in 
realtà non ne riproduce i tratti essenziali, allora non sorprende 
che le nostre serie divergano. 

Le serie di Birkhoff (che si ottengono se non ci sì limita con 
la riduzione ad alcuni primi termini della serie di Taylor della 
funzione di Hamilton, ma si va fino all’infinito) sono uno degli 
esempi di schema della teoria delle perturbazioni, formalmente 
valido, ma in effetti divergente. Se queste serie convergessero, il 
sistema oscillatorio generale a un grado di libertà e a coefficienti 
periodici si ridurrebbe, nell'intorno di una posizione di equili- 
brio, a una forma normale autonoma e non si avrebbe divisione 
delle separatrici (mentre essa esiste). 

Tornando alla traiettoria chivsa iniziale, vediamo che ai 
tre punti fissi instabili della trasformazione A corrisponde una 
traiettoria chiusa instabile, vicina a quella iniziale triplicata. 
Esiste una famiglia di traiettorie che tendono a questa traiettoria 
instabile per gt + + co, e una seconda famiglia di traiettorie, che 
tendono ad essa per f + — co. I punti delle traiettorie di entram- 
be queste famiglie formano una superficie regolare, che contiene la 
nostra traiettoria instabile. 

Queste due superfici sono proprio le separatrici, di cui si 
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parla nelle proposizioni 4, 5, 6 di pag. 403. Per intersezione 
con la nostra sezione trasversale si ottengono le curve invarianti 
T* eT-dell’applicazione A. Queste due curve intersecandosi 
formano un reticolo intricato, del quale Poincaré, che per primo 
ha scoperto il fenomeno della divisione delle separatrici, scri- 
veva: «Le intersezioni formano una sorta di reticolo, o tessuto, 
o di reticolo a maglie infinitamente strette; nessuna delle due 
curve deve mai intersecare se stessa, ma deve ripiegarsi in modo 
estremamente complesso, per intersecare un’infinità di volte 
tutte le maglie del reticolo. 

Si resta sicuramente colpiti dalla complessità di questa 
figura, che io non tento nemmeno di tracciare. Niente ci può dare 
un'idea migliore della complessità del problema dei tre corpi 
e di tutti i problemi della dinamica, do- 
ve non esiste un integrale olomorfo e le 
serie di Bohlin sono divergenti » (H. Poin- 
caré / nuovi metodi della meccanica 
celeste, « Opere scelte », t. 2, « Nauka », 
1972, cap. 33). 

Bisogna sottolineare che nel quadro 
delle separatrici che si intersecano vi 
sono ancora molte cose non chiare. 

E. Risonanze d'ordine superiore. 
Fio. 24 ste: Anche le risonanze d'ordine successivo 

ig. 241. Hamiltoniana . 
media delle oscillazioni PoSSsono essere studiate per mezzo della 
di fase nell'intorno della forma normale. Osserviamo che le riso- 
risonanza 9: 1. nanze d’ordine superiore a 4 general- 
mente non provocano instabilità, poi- 
ché nella forma normale compaiono termini di quarto grado, 
che assicurano un minimo o un massimo di #7, persino nella 
risonanza. . 

Nel caso di risonanza d'ordine n > 4, la modificazione 
tipica della rappresentazione di fase del sistema, con funzione 
di Hamilton H,, è data dalla formula 


H,= et+ ta (1) + ar? sen nq, 
24=p°+ g°, a(0) = 


e consiste in quanto segue (fig. 241). 
Per uno scarto piccolo (dell'ordine di e) della frequenza 
rispetto alla risonanza e a una distanza piccola (dell’ordine 


di V| e |) dalla posizione di equilibrio, posta nell'origine delle 
coordinate, la funzione H,-possiede 2n punti critici nell'intorno 
dei vertici del 2n-poligono regolare, con centro nell'origine 
delle coordinate. La metà di questi punti eritici sono di sella, 
e la seconda metà sono di massimo, se l'origine delle coordinate 
è un punto di minimo, e di minimo, se l’origine delle coordinate 
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un punto di massimo. I punti di sell equelli stabili si alter- 
nano. Tutti gli n punti di sella sono situati su un livello della 
funzione H. e le loro separatrici, che congiungono selle succes- 
sive, formano n « isole », ognuna delle quali è riempita da curve 
di fase chiuse, che circondano il punto stabile. La larghezza 
delle isole è dell'ordine di e(/4)-!. Le curve di fase chiuse all’in- 
terno di ogni isola si chiamano oscillazioni di fase (poiché, in 
principio, varia la fase delle oscillazioni intorno all’origine 
delle coordinate). Il periodo delle oscillazioni di fase, al dimi- 
nuire del disaccordo di frequenza e, cresce come e7"/. 
All’interno dello stretto anello, formato dalle isole, più 
vicino all'origine delle coordinate, sono contenute delle curve 
di fase chiuse che circondano l'origine; all’esterno dell'anello, 
le curve di fase sono ugualmente chiuse, ma il moto su di esse 
avviene nel senso opposto rispetto all’interno. Osserviamo che 


il raggio dell'anello è dell'ordine di V| £ |, indipendentemente 
dall’ordine della risonanza, purché esso sia superiore a 4. Inoltre, 
l'anello di isole esiste solo per uno dei due segni di e. 

Passando dal sistema troncato di hamiltoniana 7, a quello 
completo, le separatrici si dividono in modo simile a quello 
descritto sopra per la risonanza d’ordine 3. La grandezza della 
divisione delle separatrici è esponenzialmente piccola (dell’ordine 
di e-1/e"/), tuttavia la divisione ha un valore di principio per lo 
studio della stabilità, particolarmente nel caso multidimensionale. 

Tornando alla nostra traiettoria chiusa iniziale, otteniamo 
il seguente quadro. Quando ci si avvicina alla risonanza lungo 
l’asse e da un determinato lato !, due curve si dividono dalla 
traiettoria periodica: l'una stabile, l’altra instabile. Queste nuove 
traiettorie si chiudono dopo aver compiuto n giri lungo quella 


iniziale, da cui la loro distanza è dell'ordine di Y | e |. Nell’intor- 
no della traiettoria stabile si ha una zona di oscillazioni di fase 
lente, di periodo dell'ordine di e-"/'4 e di ampiezza dell’ordine 
di x/n nella direzione azimutale e dell'ordine di e(/4-! in quella 
radiale. Non avviene una perdita di stabilità della traiettoria 
periodica iniziale al passaggio per la risonanza, almeno nell’ap- 
prossimazione da noi considerata. 

Il caso della risonanza del quarto ordine fa un po’ eccezione. 
Il fatto è che in questo caso nella forma normale si hanno termini 
di quarto grado, sia risonanti che non risonanti. La forma delle 
curve di fase del sistema troncato dipende allora dal termine 
preponderante. Nel caso di un termine risonante, la modificazione 
è la stessa che per la risonanza del terzo ordine, solo che al posto 
del triangolo avremo un quadrato. Nel caso di un termine non 
risonante, la modificazione è la stessa che per n >4. 


. . 1 A differenza della risonanza d’ordine;3, per la quale esiste su entram- 
bi i lati della risonanza una traiettoria periodica instabile, che si divide. 
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In conclusione, osserviamo che l'approssimazione data dalla 
forma normale è tanto migliore, quanto più siamo vicini alla 
risonanza (e « 1) e quanto minore è lo scarto del punto iniziale 
rispetto alla traiettoria periodica. Più esattamente, avvicinandosi 
a un rapporto esatto tra il periodo della traiettoria chiusa e il 
periodo di oscillazioni delle traiettorie vicine e approssimandosi 
la condizione iniziale alla traiettoria chiusa, cresce l’intervallo 
di tempo sul quale la nostra approssimazione descrive corretta- 
mente l’andamento delle curve di fase. 

Nessuna conclusione si piò trarre dai nostri ragionamenti 
sul comportamento delle curve di fase non chiuse (per esempio, 
sulla stabilità nel senso di Ljapunov della traiettoria periodica 
iniziale), dato che i termini di grado elevato trascurati nella ridu- 
zione alla forma normale possono, su un intervalio di tempo 
infinito, cambiare completamente il carattere del moto. In 
realtà, nelle condizioni considerate, la traiettoria periodica ini- 
ziale è stabile nel senso di Ljapunov, ma la dimostrazione richie- 
de nuovi concetti rispetto alla forma normale di Birkhoff (vedere 
l’Appendice 8). 


Appendice 8 


‘Teoria delle perturbazioni dei moti quasi periodici 
e teorema di Kolmogorov 


L’insieme di problemi esattamente « integrabili » a nostra 
disposizione non è enorme (problemi a una dimensione, moto di 
un punto in un campo centrale, moto euleriano e lagrangiano 
del corpo rigido, problema di due centri fissi, moto lungo una 
geodetica di un ellissoide). Tuttavia, per mezzo di questi « casi 
integrabili », sifpuò ottenere un'informazione piuttosto significa- 
tiva sul moto di numerosi sistemi importanti, considerando il 
problema integrabile come una prima approssimazione. 

Un esempio è fornito dal problema del moto dei pianeti 
intorno al Sole, in base alla legge della gravitazione universale. 
La massa dei pianeti è circa la millesima parte della massa del 
Sole e quindi, in prima approssimazione, si può trascurare la loro: 
interazione e tener conto solo dell’attrazione esercitata su di 
essi da parte del Sole. Si ottiene così il problema esattamente 
integrabile del moto dei pianeti non interagenti intorno al Sole; 
ogni pianeta, indipendentemente dagli altri, descriverà la sua 
ellisse kepleriana e il moto del sistema sarà globalmente quasi 
periodico. Se ora sì tiene conto dell'interazione tra i pianeti, 
allora il moto kepleriano di ogni pianeta varierà. 

La teoria delle perturbazioni della meccanica celeste è chia- 
mata a tener conto di questa interazione. 

E chiaro che il calcolo su un periodo di tempo dell’ordine 
di 1000 anni non deve offrire, in linea di principio, delle difficol- 
tà. Tuttavia, se noi vogliamo studiare intervalli di tempo più 
lunghi, e soprattutto se ci interessiamo al comportamento delle. 
soluzioni esatte delle equazioni del moto su un intervallo di tem- 
po infinito, allora tali difficoltà sicuramente sorgeranno. 

Il fatto è che l'accumulazione di perturbazioni, durante un 
intervallo di tempo grande in confronto a mille anni, può causare 
una modificazione completa del carattere del moto: per esempio, 
i pianeti possono cadere sul Sole, allontanarsene e urtare tra di 
loro. 

Notiamo che il comportamento delle soluzioni delle equa- 
zioni di moto su intervalli di tempo infiniti ha un rapporto solo 
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indiretto con il problema del moto dei pianeti reali. Infatti, su 
intervalli di tempo dell'ordine del miliardo di anni, si risentono 
fortemente gli effetti non conservativi piccoli, trascurati nelle 
equazioni di Newton. Dunque, gli effetti dell'interazione gravita- 
zionale dei pianeti sono realmente essenziali solo se modificano 
seriamente il carattere del moto su un intervallo di tempo finito, 
piccolo in confronto al tempo che occorre agli effetti non conserva- 
tivi per manifestarsi. 

Nel calcolo del moto su tale intervallo di tempo finito sono 
di valido aiuto i calcolatori, che determinano velocemente il moto 
dei pianeti su migliaia di anni passati o futuri. 

Tuttavia, bisogna sottolineare che persino l'uso dei calcola- 
tori più recenti può essere inadeguato a predire l'influenza delle 
perturbazioni, se il punto di fase cade nella zona di instabilità 
esponenziale. 

I metodi asintotici e qualitativi hanno un'importanza ancora 
maggiore per lo studio del moto di particelle cariche in campi 
magnetici, poiché la particella supera in velocità il calcolatore 
e riesce a compiere tanti giri, che la determinazione della sua 
traiettoria per mezzo del calcolatore è impossibile persino in 
assenza di instabilità esponenziale. 

Tutta una serie di metodi è stata elaborata per tener conto 
delle perturbazioni in meccanica celeste. (Una loro trattazione 
dettagliata si trova nell'opera di H. Poincaré Nuovi metodi della 
meccanica celeste, « Operé scelte », tt. 1 e 2, M., « Nauka », 1971 
e 1972.) La particolarità di tutti questi metodi è che essi condu- 
cono a delle serie divergenti e quindi non danno alcuna informa- 
zione sul comportamento del moto globale su intervalli di tempo 
infiniti. 

Il motivo della divergenza delle serie della teoria delle 
perturbazioni sono i « piccoli divisori »: combinazioni lineari 
intere di frequenze dei moti non perturbati, per cui bisogna divi- 
dere per calcolare l'influenza delle perturbazioni. Nel caso della 
risonanza esatta (cioè per frequenze commensurabili) questi 
divisori si annullano e il termine corrispondente della serie della 
teoria delle perturbazioni diventa infinito. Nell’intorno della 
risonanza questo termine è molto grande. 

Così, per esempio, nel loro moto intorno al Sole Giove e 
Saturno percorrono rispettivamente circa 299 e 120,5 secondi 
d'arco per giorno. Dunque, il divisore 20 — 90s è molto picco- 
lo, in confronto a ognuna di queste frequenze. Ciò conduce a una 
grande perturbazione reciproca di questi pianeti, di periodo lungo 
(il suo periodo è di circa 800 anni); lo studio da parte di Laplace 
di questo effetto è stato uno dei primi successi della teoria delle 
perturbazioni. 

Notiamo che la difficoltà posta dai piccoli divisori è fonda- 
mentale. In effetti i numeri razionali formano un insieme ovunque 
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denso. Perciò, nello spazio delle fasi del problema non perturbato 
le condizioni iniziali, per le quali si ha risonanza e i piccoli divi- 
sori si annullano, formano un insieme ovunque denso. Conseguen- 
temente, le funzioni, cui conducono le serie della teoria delle 
perturbazioni, possiedono un insieme ovunque denso di punti 
singolari. 

La difficoltà indicata non è caratteristica solo dei problemi 
della meccanica celeste, ma di tutti i problemi vicini a problemi 
integrabili (per esempio, del problema del moto di una trottola 
pesante asimmetrica, in rotazione rapida). Poincaré ha persino 
definito problema fondamentale della dinamica quello dello studio 
delle perturbazioni dei moti quasi periodici di un sistema, defi- 
nito dall’hamiltoniana 


H=Ho(1)+ eH,(I, 9), e<1, 


nelle variabili l’azione / è un angolo g. 

Qui H, indica l’hamiltoniana del problema non perturbato, 
mentre e/, è la perturbazione, che è una funzione 2x-periodica 
delle variabili angolari @,, . . ., gn. Nel problema non perturba- 
to (e = 0), gli angoli g variano uniformemente, con frequenze 
costanti 


ox = dHy/9Ix, 


mentre tutte le variabili d'azione sono degli integrali primi. 
Bisogna studiare le curve di fase delle equazioni di Hamilton 


I=-9H!/69, @=0H/9I 


nello spazio delle fasi, definito dal prodotto diretto di un dominio 
di uno spazio n-dimensionale, munito delle coordinate /, e di un 
toro n-dimensionale, munito delle coordinate angolari @. 

Un importante progresso nello studio delle curve di fase 
perturbate di questo problema è stato avviato nel 1954 dal lavoro 
di A. N. Kolmogorov Sulla conservazione dei moti quasi periodici 
per una piccola variazione della funzione di Hamilton, DAN 98, 
n. 4, 1954, 527-530 (in russo). Nella presente appendice si espongo- 
no i principali risultati ottenuti da allora in questo campo. Le 
dimostrazioni si possono trovare nei lavori seguenti: 

V.I. Arnold Piccoli divisori I, Sulle applicazioni della circon- 
ferenza in se stessa, « Izvestija Akademii Nauk SSSR » 25, n. 1, 
1961, 21-86 (in russo). 

V. I. Arnold Piccoli divisori II, Dimostrazione del teorema 
di A. N. Kolmogorov sulla conservazione dei moti quasi periodici 
per una piccola variazione della funzione di Hamilton, « Uspekhi 
matematiceskikh nauk » 18, n. 5, 1963, 13-40 (in russo). 

V. I. Arnold Piccoli divisori III, Piccoli divisori e problemi 
di stabilità nella meccanica classica e celeste, « Uspekhi matemati- 
<eskikh nauk » 18, n. 6, 1963, 81-192 (in russo). 
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V. I. Arnold, A. Avez Problèmes ergodiques de la mécanique 
classique, Paris, G. V. , 1967. 

J. Moser Sulle curve invarianti di un "applicazione di un anello 
in se stesso, che conserva le aree, Nachr. Acad. Wiss. Gòottingen, 
« Math. Phys » K1 {1 a, n. 1, 1962, 1-20 (in inglese). 

J. Moser Un metodo di interazione rapidamente conver- 
gente ed equazioni differenziali non lineari, Annali della 
Scuola Norm. Sup. di Pisa, Ser. III 20, n. 2, 1966, 265-315, n. 3, 
1966, 499-535. 

J. Moser Sullo sviluppo dei moti quasi periodici in serie di 
potenze convergenti, « Uspekhi matematiéeskikh nauk », t. 24, 
n. 2, 1969, 165-211 (in russo). (Math. Ann. 169, 1967, 136-176, 
in inglese.) 

C. L. Siegel, J. K. Moser Lectures on Celestial Mechanics, 
Springer, 1971. 

S. Sternberg Celestial Mechanics I, II, N.Y., Benjamin, 1969. 

Prima di formulare questi risultati, discuteremo brevemente 
il comportamento delle curve di fase del problema non perturbato, 
già studiato al capitolo 10. 

A. Moto non perturbato. Un sistema di hamiltoniana /, (7) 
possiede n integrali primi in involuzione (n variabili d'azione). 
Ogni insieme di livello di tutti questi integrali è un toro n-dimen- 
sionale nello spazio delle fasi di dimensione 2n. Questo toro 
è invariante rispetto al flusso di fase del sistema non perturbato: 
ogni curva di fase, che esce da un punto di un tale toro, resta su 
di esso. 

Il moto del punto di fase su un toro invariante / = cost 
è quasi periodico. Le frequenze di questo moto sono le derivate 
dell'hamiltoniana non perturbata rispetto alle variabili d'azione 


Pa = ©x (7), dove © = 0H//0Ix. 


Dunque, la curva di fase è ovunque densa su un toro, la cui dimen- 
sione è uguale al numero delle frequenze ©, razionalmente indi- 
pendenti. 

Notiamo che le frequenze dipendono da quale toro conside- 
riamo, cioè dai valori degli integrali primi che abbiamo fissato. 
In generale, il sistema delle n funzioni © nelle n variabili / è fun- 
zionalmente indipendente; in tal caso possiamo facilmente nume- 
rare i tori con le frequenze, prendendo le variabili © come coordi- 
nate nell'intorno del punto considerato nello spazio delle varia- 
bili d’azione /. 

Il caso di frequenze funzionalmente indipendenti viene detto 
caso non degenere. Dunque, la condizione di non degenerazione si 
scrive 


det|57- I (= det|F STI è (#0. 
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Così, nel caso non degenere, sui diversi tori invarianti dello 
spazio delle fasi del problema non perturbato si realizzano moti 
quasi periodici a differente numero di frequenze. In particolare, 
un insieme ovunque denso nello spazio delle fasi è formato dai 
tori invarianti, sui quali il numero delle frequenze è il massimo 
possibile (cioè n); questi tori vengono chiamati non risonanti. 

Si può mostrare che i tori non risonanti formano nello spazio 
delle fasi un insieme di misura piena, cosicché la misura di Lebes- 
gue dell'unione di tutti i tori invarianti risonanti del sistema non 
perturbato non degenere è nulla. Ciononostante i tori invarianti 
risonanti esistono e si alternano con quelli non risonanti, in modo 
tale da formare anch'essi un insieme ovunque denso. Non solo, 
è ovunque denso l'insieme di tori risonanti a numero qualunque 
di frequenze indipendenti, da 1 a n — 1. In particolare, formano 
un insieme ovunque denso i tori invarianti, sui quali tutte le 
curve di fase sono chiuse (il numero delle frequenze indipendenti 
è 1). 

Osserviamo, tuttavia, che la probabilità di imbattersi in un 
toro risonante, per una scelta casuale del punto iniziale nello 
spazio delle fasi del sistema non perturbato, è nulla (così come 
quella di imbattersi in un numero razionale, scegliendo casual- 
mente un numero reale). Dunque, trascurando gli insiemi di misu- 
ra nulla, si può dire che quasi tutti i tori invarianti del sistema 
non perturbato non degenere sono non risonanti e possiedono una 
collezione completa di n frequenze razionalmente indipendenti. 

Su un toro non risonante la traiettoria di un moto quasi perio- 
dico è ovunque densa. Dunque, per quasi tutte le condizioni 
iniziali, la curva di fase di un sistema 
non perturbato non degenere è ovun- 
que densa su un toro invariante, la 
cui dimensione è uguale al numero di 
gradi di libertà del sistema (cioè alla 
metà della dimensione dello spazio 
delle fasi). 

Per avere un’idea migliore di 
tutto il quadro, studiamo il caso di 
due gradi di libertà (n = 2). In questo Fig. 242. Tori invarianti in 
caso lo spazio delle fasi ha dimensione una varietà tridimensionale 
4. Perciò, gli insiemi di livello d’ener- di livello d'energia. 
gia sono tridimensionali. Fissiamone 
uno. Si tratta di una varietà tridimensionale, fibrata in tori 
invarianti bidimensionali, che si può rappresentare nello spazio 
ordinario tridimensionale come una famiglia di tori concentrici, 
immersi l’uno nell’altro (fig. 242). 

Le curve di fase sono eliche di questi tori, mentre le due 
frequenze di rivoluzione variano da toro a toro. Nel caso generale, 
varieranno da toro a toro non solo entrambe le frequenze, ma 
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anche il loro rapporto. Se la derivata del rapporto delle frequenze 
rispetto alla variabile d'azione, che numera i tori sul dato insie- 
me di livello della funzione H7,, è non nulla, allora diremo che il 
nostro sistema è isoenergeticamente non degenere. La condizione 
di non degenerazione isoenergetica (come si calcola facilmente) 
si scrive 


9H, dHsy 
, 9 — a” 

det bel dI + 0. 
o 0 
OI 


Le condizioni di non degenerazione e rion degenerazione 
isoenergetica sono indipendenti tra loro, cioè un sistema non 
degenere può essere isoenergeticamente degenere e viceversa. 
Nel caso multidimensionale (n > 2), la non degenerazione iso- 
energetica significa la non degenerazione della seguente ‘applica- 
zione della varietà di dimensione rn — 1 della funzione 7, delle 
n variabili d'azione, nello spazio proiettivo di dimensione n — 1: 


I (0, (2): 0, (2): . ..: ©, (2). 


Dunque, consideriamo un sistema isoenergeticamente non 
degenere a due gradi di libertà. Si costruisce facilmente una sezio- 
ne bidimensionale, che tagli trasversalmente i tori bidimensionali 
della nostra famiglia (lungo una famiglia di circonferenze con- 
centriche nel modello costruito nello spazio euclideo tridimensio- 
nale). 

Una curva di fase, che esce da questa sezione, tornerà nuova- 
mente su essa, dopo aver fatto un giro di toro. Otteniamo così 
un nuovo punto sulla stessa circonferenza lungo la quale il toro 
interseca la sezione. Si origina dunque un’applicazione della 
sezione in se stessa. 

Questa applicazione del piano in se stesso lascia al loro posto 
i cerchi meridiani concentrici, lungo i quali i tori invarianti 
tagliano il piano. Inoltre ogni cerchio ruota di un certo angolo, 
più precisamente di una frazione di giro completo, uguale al 
rapporto tra la frequenza su un meridiano e quella sull’equatore. 
Conseguentemente, se il sistema è isoenergeticamente non degene- 
re, l'angolo di rotazione dei cerchi invarianti sul piano della 
sezione cambierà da un cerchio all’altro. 

Dunque, su alcune circonferenze questo angolo sarà com- 
mensurabile con un giro completo, su altre no. Le une e le altre 
formeranno un insieme ovunque denso, ma su quasi tutte le cir- 
conferenze (nel senso della misura di Lebesgue) l’angolo di rota- 
zione sarà incommensurabile con un giro completo. 

La commensurabilità e l’incommensurabilità agiscono nel 
modo seguente sul comportamento dei punti della circonferenza 
in esame, per l’applicazione della sezione in se stessa. Se l’ango- 
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lo di rotazione è commensurabile con un giro completo, allora, 
dopo alcune iterazioni dell’applicazione, il punto ritorna alla 
posizione iniziale (il numero delle iterazioni è tanto maggiore, 
quanto maggiore è il denominatore della frazione esprimente 
l'angolo di rotazione). Se invece l’angolo di rotazione è incom- 
mensurabile con un giro completo, allora le immagini successive 
del punto, per ripetizione dell’applicazione, sono ovunque dense 
sulla circonferenza meridiana. 

Osserviamo ancora che la commensurabilità corrisponde ai 
tori risonanti e l’incommensurabilità a quelli non risonanti. 
Osserviamo ancora che l’esistenza di tori risonanti implica la 
seguente proprietà. Consideriamo una potenza dell’applicazione 
della nostra sezione in se stessa, realizzata dalle curve di fase. 
Ammettiamo che l'indice della potenza sia uguale al denomina- 
tore della frazione, che esprime il rapporto tra le frequenze su uno 
dei tori risonanti. Allora l'applicazione, elevata alla potenza 
indicata, possiede un'intera circonferenza composta tutta di 
punti fissi (più esattamente, un meridiano del toro risonante 
considerato). 

Un tale comportamento dei punti fissi è innaturale per le 
applicazioni di qualunque forma, quanto si vuole particolare, 
persino per quelle canoniche (generalmente i puniti tissi sono isola- 
ti). In questo caso, è apparsa un'intera circonferenza di punti 
fissi, perché abbiamo considerato un sistema integrabile non 
perturbato. Per una perturbazione generica, piccola quanto si 
vuole, la proprietà indicata (di possedere un'intera circonferenza 
di punti fissi) deve venir meno. La circonferenza di punti fissi 
deve disgregarsi, in modo tale che ne resti solo un numero finito. 

In altri termini, per una piccola perturbazione del nostro 
sistema integrabile, ci si deve aspettare una variazione nell’anda- 
mento delle curve di fase, almeno nel senso che i tori invarianti 
interi riempiti di curve di fase chiuse devono decomporsi, per 
cui rimane un numero finito di curve chiuse vicine a quelle non 
perturbate, mentre le altre curve si comporteranno in maniera 
più complicata. Abbiam già incontrato questo caso, all’ Appen- 
dice 7, nello studio delle oscillazioni di fase nell'intorno della 
risonanza. 

Vediamo ora cosa accade aì tori invarianti non risonanti, 
per una piccola perturbazione della funzione di Hamilton. L’ap- 
plicazione formale del principio della media (cioè la prima appros- 
Stone della teoria classica delle perturbazioni, vedere il 

$ 52) porta alla conclusione che un toro non risonante non subisce 
alcuna evoluzione. 

Sottolineiamo che qui l’hamiltonicità della perturbazione 
è essenziale, poiché per una perturbazione non conservativa le 
variabili d’azione possono evidentemente evolvere. Nella mec- 
canica celeste la loro evoluzione indica una variazione secolare 
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dei semiassi maggiori delle ellissi kepleriane, cioè la caduta dei 
pianeti sul Sole o la loro collisione o il loro allontanamento a una 
grande distanza, in un tempo inversamente proporzionale alla 
grandezza della perturbazione. Se le perturbazioni non conserva- 
tive conducessero a un’evoluzione in prima approssimazione, ciò 
si ripercuoterebbe sul destino dei pianeti in un intervallo di 
tempo dell'ordine di 1000 anni. Per fortuna, l'ordine di grandezza 
delle perturbazioni non conservative è molto minore. 

Il teorema di Kolmogorov, dimostrato più in basso, giusti- 
fica la conclusione della teoria non rigorosa delle perturbazioni 
relativa all'assenza. di evoluzione delle variabili d’azione. 

B. Tori invarianti del sistema perturbato. 

Teorema. Se un sistema hamiltoniano non perturbato è non 
degenere, allora, per una perturbazione hamiltoniana conservativa 
sufficientemente piccola, la maggioranza dei tori invarianti non 
risonanti non sparisce, ma si deforma solo un poco, in modo che nello 
spazio delle fasi del sistema perturbato vi sono ugualmente dei tori 
invarianti, su cui sono ovunque dense le curve di fase, che li avvolgono 
in modo quasi periodico, con numero di.frequenze pari al numero 
di gradi di libertà del sistema. 

I tori invarianti indicati sono la maggioranza, nel senso che 
la misura del complemento della loro unione è piccola insieme alla 
perturbazione. 

La dimostrazione di questo teorema di Kolmogorov si basa 
sulle due seguenti osservazioni. 

1. Fissiamo un insieme non risonante di frequenze del siste- 
ma non perturbato, tale che le frequenze non solo siano indipen- 
denti, ma non soddisfino neanche approssimativamente nessuna 
relazione di risonanza di ordine piccolo. 

In termini più precisi, si fissa un insieme di frequenze @, per 
cui esistono C e v, tali che | (0, X) | >C |K [TY per tutti i vettori 
interi X #0. 

Si può mostrare che, se v è abbastanza grande (diciamo 
v = n + 1), la misura dell'insieme dei vettori w (contenuti in 
un dominio limitato fissato), per i quali la condizione di non 
risonanza non è soddisfatta, è piccola insieme con C. 

In seguito, cercheremo nell'intorno del toro invariante non 
risonante del sistema non perturbato, che corrisponde ai valori 
fissati delle frequenze, un toro invariante del sistema perturbato, 
sul quale avviene un moto quasi periodico esattamente con le 
stesse frequenze che noi abbiamo fissato, le quali, dunque, sod- 
disferanno la condizione di non risonanza scritta sopra. 

Dunque, invece di variare la frequenza, come si fa abitual- 
mente in molti schemi della teoria delle perturbazioni (il che 
consiste nell’introdurre delle frequenze dipendenti dalla pertur- 
bazione), si devono mantenere le frequenze non risonanti e costan- 
ti e prendere le condizioni iniziali per la perturbazione data, così 
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da ottenere un moto a frequenze fissate. Si può ottenere ciò con 
una variazione delle condizioni iniziali piccola, dell'ordine della 
perturbazione, perché le frequenze variano con le variabili d’azio- 
ne per la condizione di non degenerazione. 

2. La seconda osservazione è che per la ricerca del toro inva- 
riante, invece degli sviluppi in serie di potenze della perturba- 
zione, comuni a molti schemi della teoria delle perturbazioni, 
si può usare un metodo rapidamente convergente, del tipo di 
quello delle tangenti di Newton. 

Il metodo delle tangenti di Newton per la ricerca delle radici 
delle equazioni algebriche, con un errore iniziale e, dà dopo 


n approssimazioni un errore dell'ordine di e?". Tale superconver- 
genza permette di neutralizzare l'effetto dei piccoli divisori, 
che compaiono a ogni approssimazione, e si riesce, infine, non 
solo a effettuare un numero infinito di approssimazioni, ma anche 
a dimostrare la convergenza di tutta la procedura. 

Le ipotesi, affinché si possa fare tutto ciò, consistono nell’ana- 
liticità e non degenerazione dell’hamiltoniana non perturbata 
H, (I) e nell’analiticità e 2x-periodicità, nelle variabili angolari 
‘<, dell'hamiltoniana perturbatrice e, (7, @). La presenza del 
piccolo parametro € non è essenziale: è soltanto importante che 
la perturbazione sia sufficientemente piccola in un intorno com- 
plesso qualunque di raggio p del piano delle variabili reali @ (più 
piccola di una funzione positiva M (p, Ho)). 

Come ha mostrato J. Moser, la condizione di analiticità 
può essere sostituita dalla differenziabilità d'ordine sufficiente- 
mente elevato, se si combina il metodo di Newton con la regola- 
rità delle funzioni ad ogni approssimazione, proposta da J. Nash. 

I moti quasi periodici così ottenuti del sistema perturbato, 
con frequenze fissate ©, risultano essere persino delle funzioni 
regolari (nel caso analitico, analitiche) del parametro della per- 
turbazione e. Quindi, si potrebbero cercare, senza utilizzare il 
metodo di Newton, anche sotto forma di una serie di potenze di 
e. I coefficienti di questa serie, detta serie di Lindstedt, si possono 
effettivamente calcolare; ma la dimostrazione della sua conver- 
genza si può fare solo indirettamente, per mezzo delle approssi- 
mazioni di Newton. 

C. Zone di instabilità. La presenza di tori invarianti nello 
spazio delle fasi del problema perturbato significa che, per la 
maggior parte delle condizioni iniziali, il moto di un sistema vi- 
cino a quello integrabile resta quasi periodico, con un numero 
massimo di frequenze. 

Viene spontaneo domandarsi che cosa accade ‘alle restanti 
curve di fase, le cui condizioni iniziali si trovano nelle aperture 
formatesi tra i tori invarianti, al posto dei tori invarianti riso- 
nanti del problema non perturbato. 


417 


La decomposizione del toro risonante, sul quale il numero 
delle frequenze è di un’unità inferiore a quello totale, si studia 
facilmente in una prima approssimazione della teoria delle per- 
turbazioni. Per questo bisogna fare la media della perturbazione 
sui tori invarianti di dimensione n — 1, in cui si decompone il 
toro invariante risonante e sui quali sono ovunque dense le curve 
di fase del sistema non perturbato. Come risultato della media 
otteniamo un sistema conservativo a un grado di libertà (vedere 
lo studio delle oscillazioni di fase nell'intorno della risonanza, 
fatto nell’Appendice 7), che si studia facilmente. 

Nell’approssimazione considerata otteniamo  nell’intorno 
del toro risonante n-dimensionale decomposto una collezione di 
tori di dimensione n — 1, alternativamente stabili e instabili; 
inoltre intorno a quelli stabili avvengono delle oscillazioni di 
fase. I moti quasi periodici che gli corrispondono possiedono 
una collezione completa di n frequenze, composta di n — 1 fre- 
quenze rapide delle oscillazioni iniziali e di una frequenza lenta 


(dell'ordine di Y €) delle oscillazioni di fase. 

Ma non si deve pensare che tutta la differenza tra i moti del 
sistema perturbato e quelli del sistema non perturbato si riduca 
all'apparizione delle « isole » di oscillazioni di fase. In realtà il 
fenomeno è molto più complesso della prima approssimazione 
fattane sopra. Una delle conseguenze di questo comportamento 
complesso delle curve di fase del sistema perturbato è la divisione 
delle separatrici, discussa all'Appendice 7. 

Per lo studio dei moti del sistema perturbato all’esterno dei 
tori invarianti, bisogna distinguere il caso di due e di un numero 
maggiore di gradi di libertà. Nel caso di due gradi di libertà la 
dimensione dello spazio delle fasi è uguale a 4 e la varietà di li- 
vello d’energia è tridimensionale. Perciò i tori invarianti bidi- 
mensionali dividono l’insieme di livello d'energia. 

Inoltre, una curva di fase del sistema perturbato, che ha 
inizio in un'apertura tra due tori invarianti, resta indefinita- 
mente chiusa tra questi tori. Dunque, per quanto questa curva 
sia complessa, essa non esce dall'apertura compresa tra i tori e 
le corrispondenti variabili d'azione restano indefinitamente nel- 
l'intorno delle loro condizioni iniziali. 

Se invece il numero n dei gradi di libertà è maggiore di due, 
allora i tori invarianti n-dimensionali non dividono la varietà di 
dimensione 2n — 41 di livello d’energia, ma sono disposti in essa 
ceme dei punti nel piano o delle linee nello spazio. In questo caso 
le « aperture » corrispondenti alle diverse risonanze sono unite 
tra loro, e perciò: i tori invarianti non impediscono a una curva 
di fase, che inizia nell’intoruo della risonanza, di allontanarsi. 
Dunque, non vi è ragione per aspettarsi che le variabili d'azione 
restino sempre vicine, lungo tale curva di fase, ai loro valori ini- 
ziali. 
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In altri termini, nei sistemi a due gradi di libertà (che veri- 
fichino, come in generale avviene, la condizione di non degenera- 
zione isoenergetica), per delle perturbazioni sufficientemente 
piccole, le variabili d'azione lungo una traiettoria di fase non sol- 
tanto non possiedono perturbazione secolare in nessuna appros- 
simazione della teoria delle perturbazioni (cioè variano poco su 
un intervallo di tempo dell'ordine di (1/e)N, per N arbitrario, 
dove e è la grandezza della perturbazione), ma restano anche in- 
definitamente nell'intorno dei loro valori iniziali, così per le 
curve di fase non risonanti, che riempiono in modo quasi periodico 
dei tori bidimensionali (e che costituiscono la maggior parte dello 
spazio delle fasi), come per le restanti condizioni iniziali. 

Nello stesso tempo, esistono dei sistemi, con un numero di 
gradi di libertà maggiore di due, che verificano tutte le condizioni 
di non degenerazione, nei quali, nonostante che per la maggior 
parte delle condizioni iniziali il moto sia quasi periodico, per 
alcune di esse è possibile che le variabili d'azione si allontanino 
lentamente dai loro valori iniziali. Là velocità media di questo 


allontanamento negli esempi noti! è dell’ordine di e-1Ve. cioè 
essa diminuisce più velocemente di qualunque potenza della per- 
turbazione, quando questa tende a zero. Non è dunque sorpren- 
dente che l’allontanamento indicato non si osservi in nessuna 
approssimazione della teoria delle perturbazioni (qui per velocità 
media si intende il rapporto tra l’incremento delle variabili d'azio- 
ne e il tempo, cosicché in effetti si parla di un incremento del- 
l'ordine di 1 durante un intervallo di tempo grande dell'ordine 
di ei/Ve). 

Una maggiorazione della velocità media di allontanamento 
delle variabili d'azione dalle condizioni iniziali, nei sistemi gene- 
rali di equazioni canoniche di Hamilton a » gradi di libertà vicini 
a sistemi integrabili, è contenuta in un recente lavoro di N. N. Ne- 
khoroSev 2. 

Questa maggiorazione, così come la minorazione indicata 


sopra, è della forma e-'/e%; dunque l’incremento delle variabili 


d’azione è piccolo, finché è piccolo il tempo in confronto a e'/e° 
se €< eo. Qui e è la grandezza della perturbazione, d un numero 
compreso tra 0 e 1, definito, come €,, dalle proprietà dell’hamil- 
toniana non perturbata H,. Inoltre, all'hamiltoniana non pertur- 
bata è imposta una condizione di non degenerazione (che è lunga 
da formulare, ma che in generale è soddisfatta; in particolare è 
sufficiente la convessità quadratica dell’hamiltoniana non pertur- 


1 Vedere V. I. Arnold /nstabitità dei sistemi dinamici a molti gradi 
di libertà, « Doklady Akademii Nauk SSSR » 156, n. 1, 1964, 9-12 (in russo). 

2 N. N.. NekhoroSev Sul comportamento dei sistemi hamiltoniani vicini 
a sistemi integrabili, « Funktsionalny) analiz i ego prilogenija », t. 5, fasc. (4, 
1971, 82-83 (in russo). 
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bata, cioè che il differenziale secondo della funzione H7, sia de- 
finito positivo o negativo). 

E evidente, dalla maggiorazione indicata, che le variazioni 
secolari delle variabili d'azione non sono percepite in nessuna ap- 
prossimaziene della teoria delle perturbazioni, dato che la velo- 
cità media di queste variazioni è esponenzialmente piccola. Os- 
serviamo inoltre che le variazioni secolari delle variabili d'azione 
non hanno visibilmente un carattere di legge precisa, ma si pre- 
sentano come un cammino più o meno aleatorio lungo le risonanze 
intorno a tori invarianti. Per una trattazione più in dettaglio dei 
problemi qui sollevati, si veda l'articolo di G. M. Zaslavskij 
e B. V. Cirikov /nstabilità stocastica delle oscillazioni non lineari, 
« Uspekhi fiziéeskikh nauk », t. 105, n. 1, 1971, 3-39 (in russo). 

D. Diverse formulazioni del teorema sui tori invarianti. 
Delle proposizioni analoghe al teorema sulla conservazione dei 
tori invarianti in un sistema autonomo sono state dimostrate 
per equazioni non autonome a coefficienti periodici e per appli- 
cazioni simplettiche. 

Altri casi, in cui si ritrovano delle proposizioni analoghe, 
sono legati alla teoria delle piccole oscillazioni nell’intorno di 
ùna posizione di equilibrio di un sistema autonomo o di un sistema 
a coefficienti periodici, ed anche nell'intorno di una curva chiusa 
del flusso di fase o nell'intorno di un punto fisso di un'applica- 
zione simplettica. 

Le condizioni di non degenerazione richieste variano da caso 
a caso. Per questo noi le citeremo qui a titolo d'informazione. 
Ci limiteremo alle più semplici condizioni di non degenerazione, 
che sono soddisfatte nei sistemi di «tipo generico ». In molti 
casi le condizioni possono essere rese meno restrittive, ma il van- 
taggio così ottenuto non vale la complicazione della formulazione. 

1. Sistema autonomo. Funzione di Hamilton 


H=JH,(1)+ eH;(I, q)) ZEGCR", qumod 2r E 7". 


La condizione di non degenerazione 


det| 7°] #0 


CI fe 
garantisce la conservazione? della maggior parte dei tori inva- 


rianti, per una piccola perturbazione (e « 1). 
La condizione di non degenerazione isoenergetica 


02M Ollo 
2 
det al ol L () 
IT ) 
ol 


garantisce l’esistenza, su ogni varietà di livello d'energia, di un 
1 Si intende che in seguito alla perturbazione i tori si deformano un poco, 
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insieme di tori invarianti, il cui complemento ha una misura 
piccola. In generale, le frequenze su questi tori dipendono dalla 
grandezza della perturbazione, ma i loro rapporti si conservano 
al variare di e. 

Se n = 2, la condizione di non degenerazione isoenergetica 
garantisce anche la stabilità delle variabili d'azione, nel senso 
che esse restano indefinitamente nell’intorno dei loro valori ini- 
ziali, per una perturbazione sufficientemente piccola. 

2. Sistema periodico. Funzione di Hamilton 


H = Ho(1)+ eHi(I, 9, 3), 
IEGC R", g mod 2a € 7”; 


la perturbazione è di periodo 2 non solo rispetto a p, ma anche 
rispetto a £. E naturale considerare il sistema non perturbato nello 
spazio di dimensione 2n + 1 {(/, @, t)}) = R* x 7"*!. I tori 
invarianti hanno dimensione n + 1. La condizione di non dege- 
nerazione 


det| GF x 0 


GI 


garantisce la conservazione della maggior parte dei tori invarianti 
di dimensione n + 1, per una perturbazione piccola (e « 1). 

Se n = 1, questa condizione di non degenerazione garantisce 
anche la stabilità della variabile d’azione, nel senso che essa 
rimane indefinitamente nell’intorno del suo valore iniziale, per 
una perturbazione sufficientemente piccola. 

3. Applicazione (I, )> (I’, @') di una « corona 2n-dimen- 
sionale ». Funzione generatrice 

S (I°, g) = So (FP) + eS1 (1°, g), I EGC R°, PET”. 
La condizione di non degenerazione 
92S, 
garantisce la conservazione della maggior parte dei tori invarianti 
dell'applicazione non perturbata ((Z, @) + (7, g + 05/0/)) per 
una perturbazione piccola (e « 1). 

Se n = 1, si ottiene un'applicazione, che, conserva le aree, 
di una corona ordinaria su se stessa. L'applicazione non pertur- 
bata risulta essere una rotazione su ogni circonferenza / = cost. 
In questo caso, la condizione di non degenerazione significa che 
l'angolo di rotazione varia da una circonferenza all'altra. 

Nel caso n = 1 i tori invarianti si trasformano in circonfe- 
renze ordinarie. Allora il teorema garantisce che tutte le immagini 
di un punto, per iterazione dell’applicazione, resteranno nel- 
l'intorno della circonferenza, su cui si trovava il punto iniziale, 


se la perturbazione è sufficientemente piccola. 
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4. Intorno di una posizione di equilibrio (caso autonomo). La 
posizione di equilibrio si suppone stabile nell’approssimazione 
lineare, in modo che siano definite n frequenze. caratteristiche 
©1 - | -) On. Si suppone che non vi siano relazioni di risonanza 
tra le frequenze caratteristiche 


kio+...+kn0n=0, con i k; interi, 0< Y}|k|<4. 


Allora si può ridurre la funzione di Hamilton alla forma normale 
di Birkhoff (vedere l’Appendice 7) 


H=JH;,(t)+..., 


dove Hy (1) = OxTk +43 On:TkTt., mentre i puntini indicano 


i termini di grado superiore al quarto rispetto alla distanza dalla 
posizione di equilibrio. 
La condizione di non degenerazione 


det |0x,| #0 


garantisce l’esistenza di un insieme di tori invarianti di misura 
quasi piena, in un intorno sufficientemente piccolo della posi- 
zione di equilibrio. 

La condizione di non degenerazione isoenergetica 


hi Ok 


det 0 


£ 0) 


garantisce l’esistenza di un tale insieme di tori invarianti su ogni 
insieme di livello d’energia (sufficientemente vicino a uno cri- 
tico). 

Nel caso n = 2 la condizione di non degenerazione isoenerge- 
tica è contenuta in quella che la parte quadratica della funzione /7, 
non sia divisibile per quella lineare. In questo -caso la non dege- 
nerazione isoenergetica garantisce la stabilità nel senso di Lja- 
punov della posizione di equilibrio. 

5. Intorno di una posizione di equilibrio (caso periodico). Qui 
sì suppone nuovamente la stabilità nell’approssimazione lineare, 
in modo che siano definite n frequenze caratteristiche Wi, . . ., ®n- 
Si suppone che tra le frequenze caratteristiche e quella di varia- 
zione dei coefficienti (che porremo uguale all'unità) non esistano 
relazioni di risonanza 


ko +...+Kk,0,+k0=0 con 0< N ki] <4 
i=1 
Allora si può ridurre la funzione di Hamilton alla stessa forma 


normale di Birkhoff del caso autonomo, ma con un termine residuo 
di periodo 2 nel tempo. 


422 


La condizione di non degenerazione 
det | ©x;[320 


garantisce l’esistenza di tori invarianti di dimensione n + 1 nello 
spazio generalizzato delle fasi, di dimensione 2n + 1 vicini alla 
circonferenza t = 0, che rappresenta la posizione di equilibrio. 

Nel caso n = 1, la condizione di non degenerazione rende non 
nulla la derivata del periodo delle piccole oscillazioni rispetto al 
quadrato della loro ampiezza. In questo caso, la. non degenera- 
zione garantisce la stabilità della posizione di equilibrio nel senso 
di Ljapunov. 

6. Punto fisso di un'applicazione. Si suppone qui che tutti i 
2n autovalori dell’applicazione canonica linearizzata siano di 
modulo 1 in un punto fisso e non soddisfino relazioni di risonanza 
d'ordine inferiore 


Me... ARn=1, |ky]+...+|k|<4 


(dove i 2n autovalori sono Ai, . .-., An: Ai - < +, da) 

Allora, se si trascurano i termini di grado superiore al terzo 
nella serie di Taylor nel punto fisso, l'applicazione si scrive nella 
forma normale di Birkhoff 


(t, P)->(t,P+a(t), dove a(1)=d5/01, 
S= > ont dI OTT; (le coordinate usuali nell’intorno della 


posizione di equilibrio sono pr = 2t cos pa, da = V 2t% sen pa). 
La condizione di non degenerazione 


det |0n,] #0 


garantisce l’esistenza di tori invarianti n-dimensionali (vicini ai 
tori t = cost), che formano un insieme di misura quasi piera in 
un intorno sufficientemente piccolo della posizione di equilibrio. 

Se n= 1, allora si tratta dell’applicazione di un piano 
ordinario in se stesso, e i tori invarianti sono delle circonferenze. 
La condizione di non degenerazione significa che per la forma 
normale la derivata dell'angolo di rotazione della circonferenza 
rispetto all'area, delimitata da questa circonferenza, è diversa 
da zero (in un punto fisso e, quindi, in qualche suo intorno). 

Nel caso n = 1 la condizione di non degenerazione garantisce 
la stabilità, nel senso di Ljapunov, del punto fisso dell’applica- 
zione. Osseryiamo che in questo caso la condizione di non esistenza 
delle ‘risonanze più basse si scrive 


N41, MA1 


Dunque, un punto fisso di un'applicazione, che conserva le 
aree, del piano in se stesso è stabile nel senso di Ljapunov, se la 


423 


parte lineare dell’applicazione è una rotazione di un angolo non 
multiplo di 90° e 120° e se è diverso da zero il coefficiente ©); 
nella forma normale di Birkhoff (il che assicura la dipendenza non 
banale dal raggio dell'angolo di rotazione). 

Non ci siamo soffermati mai in precedenza sulle condizioni 
di regolarità supposte in questi teoremi. La regolarità necessaria 
minima non è conosciuta in nessun caso. A titolo di esempio pos- 
siamo dire che l'ultima proposizione, sulla stabilità dei punti 
fissi delle applicazioni del piano in se stesso, è stata inizialmente 
dimostrata da J. Moser per l’ipotesi di differenziabilità fino al 
333-esimo ordine, e che solo in seguito (grazie a Moser e Russman) 
il numero delle derivate è stato abbassato fino a 6. 

‘E. Applicazioni del teorema sui tori invarianti e delle sue 
generalizzazioni. Esistono molti problemi meccanici, cui si 
applicano i teoremi formulati sopra. Come uno degli esempi più 
semplici possiamo prendere il moto di un pendolo sotto l’azione 
di un campo esterno periodico o sotto l'azione di oscillazioni ver- 
ticali del punto di sospensione. 

E noto che, in assenza di risonanza parametrica, la posizione 
inferiore di equilibrio del pendolo è stabile nell'approssimazione 
lineare. La stabilità di questa posizione di equilibrio, tenuto conto 
degli effetti non lineari (con l'ipotesi ulteriore che non esistano 
risonanze di ordine tre e quattro) può essere dimostrata solo con 
l'aiuto dei teoremi sui tori invarianti. 

In modo analogo si può utilizzare il teorema sui tori inva- 
rianti per lo studio dei moti quasi periodici di un sistema di o- 
scillatori non lineari accoppiati. 

Un altro esempio è fornito dal flusso geodetico su una super- 
ficie convessa vicina a un ellissoide. Questo sistema è a due gradi 
di libertà e ci si assicura che la maggior parte delle geodetiche su 
una superficie, vicina a un ellissoide triassiale, oscilla tra due « cau- 
stiche » vicine alle linee di curvatura della superficie, riempiendo in 
modo ovunque denso la corona compresa tra esse. Perveniamo nello 
stesso tempo ai teoremi relativi alla stabilità di due geodetiche 
chiuse, ottenute per deformazione di una superficie composta di 
due ellissi, che contengono l’asse medio dell’ellissoide (in assenza 
di risonanze di ordine 3 e 4). 

Un altro esempio è quello delle traiettorie chiuse su un tavolo 
di biliardo di forma convessa qualunque. Tra le traiettorie di 
biliardo chiuse ve ne sono di stabili nell’approssimazione lineare 
e possiamo concludere che, in generale, esse sono realmente sta- 
bili. Una tale traiettoria stabile è, per esempio, l’asse minore di 
un ellisse e dunque, una traiettoria di hiliardo chiusa, vicina al- 
l’asse minore di un ellisse, è stabile su un biliardo vicino all'ellisse. 

L'applicazione dei teoremi sui tori invarianti al problema 
della rotazione di un corpo rigido asimmetrico pesante permette 
di studiare il caso non integrabile di un corpo in rotazione rapida. 
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Il problema della rotazione rapida è matematicamente equiva- 
lente a quello del moto con velocità moderata in un campo di 
gravità poco intenso: il parametro essenziale è il rapporto tra 
energia potenziale e energia cinetica. Se questo parametro è pic- 
colo, possiamo utilizzare in prima approssimazione il moto eule- 
riano del corpo rigido. 

Applicando il teorema sui tori invarianti al problema a due 
gradi di libertà, ottenuto dopo l’eliminazione di una coordinata 
ciclica (la rotazione intorno alla verticale), giungiamo alla se- 
guente conclusione sul moto di un corpo in rotazione rapida: 
se l’energia cinetica di rotazione di un corpo è abbastanza grande in 
confronto alla sua energia potenziale, allora il modulo del vettore 
momento cinetico e la sua inclinazione sul piano orizzontale restano 
indefinitamente nell'intorno dei loro valori iniziali. 

Da ciò deriva che il moto del corpo sarà indefinitamente vicino 
a una combinazione di moto di Eulero — Poinsot, con preces- 
sione azimutale, escluso il caso di valori iniziali dell'energia 
cinetica e del momento totale vicini a quelli, per i quali il corpo 
può ruotare intorno all'asse medio di simmetria. In questo ultimo 
caso, che si realizza solo per condizioni iniziali speciali, a causa 
della divisione delle separatrici nell’intorno dell'asse medio si 
genera un rotolamento più complesso vicino all'asse medio, che 
non nel moto di Eulero — Poinsot. 

Una delle generalizzazioni del teorema sui tori invarianti è 
il teorema relativo all’invarianza adiabatica indefinita della va- 
riabile d'azione in un sistema oscillatorio unidimensionale a para- 
metri che variano periodicamente. Qui bisogna supporre che la 
legge di variazione dei parametri sia definita da una funzione 
periodica regolare fissata del tempo lento, e che il piccolo para- 
metro del problema sia il rapporto tra il periodo delle oscillazioni 
caratteristiche e quello di variazione dei parametri. 

Allora. se il periodo di variazione dei parametri è sufficiente- 
mente grande, la variazione dell'invariante adiabatico del punto di 
fase resta piccola su un intervallo di tempo infinito. 

Si dimostra in modo analogo l'invarianza adiabatica indefinita 
della variabile d'azione nel problema del moto di una particella 
carica in un campo magnetico a simmetria assiale. Se manca la sim- 
metria assiale, il numero di gradi di libertà del problema passa 
da due a tre. cosicché i tori invarianti cessano di dividere la va- 
rietà di livello d'energia e diviene essenziale il cammino della 
curva di fase lungo le zone risonanti. 

Infine, nell'applicazione al problema dei tre (o dei molti) 
corpi si riesce a trovare dei moti quasi periodici di « tipo plane- 
tario ». Per descrivere questi moti bisogna spendere qualche parola 
su quanto si è fatto, dopo l’approssimazione kepleriana, nella 
risoluzione del problema del moto dei pianeti. Per semplicità ci 
limiteremo qui al problema piano. 
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Consideriamo per ogni ellisse kepleriana ii vettore che con- 
giunge il fuoco (cioè il Sole) con il centro dell’ellisse. Questo vet- 
tore, detto vettore di Laplace, caratterizza sia l’eccentricità del- 
l'orbita, che la direzione del perielio. | 

L'interazione dei pianeti fa sì che l’ellisse kepleriana (e 
quindi il vettore di Laplace) varino leggermente col tempo. D’al- 
tra parte esiste una grande differenza tra la variazione del semias- 
se maggiore e quella del vettore di Laplace. Più precisamente, il 
semiasse maggiore non possiede perturbazioni secolari, cioè in 
prima approssimazione oscilla solo leggermente intorno al suo 
valor medio (« teorema di Laplace »). Invece il vettore di Laplace 
compie sia delle oscillazioni periodiche, che un moto secolare. 
Il moto secolare si ottiene, se si distribuisce la massa di ogni 
pianeta sulla sua orbita, proporzionalmente al tempo impiegato 
a percorrere una porzione di orbita, e se si sostituisce all’attrazione 
dei pianeti l'attrazione degli anelli così ottenuti, cioè se si fa la 
media delle perturbazioni sui moti rapidi. Il moto vero del vettore 
di Laplace si ottiene dal moto secolare per sovrapposizione delle 
piccole oscillazioni; queste oscillazioni sono essenziali, se ci in- 
teressa un intervallo di tempo piccolo ma il loro effetto è piccolo 
in confronto a quello del moto secolare, se si considera un intervallo 
di tempo grande (dell'ordine delle migliaia di anni). 

I calcoli (effettuati già da Lagrange) mostrano che il moto 
secolare del vettore di Laplace di ognuno degli n pianeti, che si 
muovono in uno stesso piano, è il seguente (se si trascurano i qua- 
drati delle eccentricità delle orbite in confronto alle eccentricità 
stesse). . 

Sul piano dell’orbita del pianeta bisogna disporre n vettori 
di modulo fissato, che ruotino uniformemente ognuno con la sua 
velocità angolare. Il vettore di Laplace è la somma di questi 
vettori. 

Si ricava una tale descrizione del moto del vettore di Laplace, 
perché la media sui moti veloci del sistema hamiltoniano, che 
rappresenta il moto secolare del vettore di Laplace, possiede una 
posizione di equilibrio corrispondente alle eccentricità nulle. 
Il moto del vettore di Laplace descritto è la decomposizione delle 
piccole oscillazioni nelle oscillazioni normali, nell’intorno della 
posizione di equilibrio indicata. Le velocità angolari delle compo- 
nenti in rotazione uniforme del vettore di Laplace sono le fre- 
quenze caratteristiche e i loro moduli definiscono le ampiezze 
delle oscillazioni normali. 

Osserviamo che il moto del vettore di Laplace della Terra 
sembra essere uno dei fattori, dai quali dipendono le glaciazioni. 
In effetti, all'aumentare dell’eccentricità dell'orbita della Terra, 
diminuisce il tempo che essa trascorre vicino al Sole e aumenta, 
viceversa, quello trascorso lontano dal Sole (secondo la legge 
delle aree); dunque il clima diviene più rigido quando aumenta 
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l’eccentricità. La grandezza di questo effetto è tale che, per esem- 
pio, la quantità di energia solare ricevuta ogni anno alla latitu- 
dine di Leningrado può raggiungere dei valori, corrispondenti oggi 
alla latitudine di Kiev (per una diminuzione dell’eccentricità) e 
a quella di Tajmyr (se essa aumenta). Il tempo caratteristico di 
variazione dell’eccentricità (dell’ordine delle decine di migliaia di 
anni) concorda bene con i periodi glaciali. 

I teoremi sui tori invarianti portano alla conclusione che, per 
una massa dei pianeti sufficientemente piccola, nello spazio delle 
fasi del problema esiste un insieme di misura positiva, in cui sono 
ovunque dense curve di fase quasi periodiche, tali che il moto cor- 
rispondente dei pianeti sia vicino al moto lungo ellissi lenta- 
mente variabili con eccentricità piccole; e, inoltre, che il moto dei 
vettori di Laplace sia vicino a quello dato dalla precedente ap- 
prossimazione. Infine, se le masse dei pianeti sono sufficiente- 
mente piccole, i moti del tipo descritto riempiono gran parte del 
dominio dello spazio delle fasi, che corrisponde, nell’approssi- 
mazione kepleriana, ai moti dei pianeti lungo ellissi di piccola 
eccentricità non intersecantisi. 

Il numero di gradi di libertà nel problema piano di n pianeti 
è uguale a 2r, se si considera il Sole fisso. L’integrale del mo- 
mento cinetico permette di eliminare una coordinata ciclica, 
ma restano ancora troppe variabili perché i tori invarianti divi- 
dano la varietà di livello d’energia (anche se i pianeti fossero solo 
due, questa varietà sarebbe di dimensione 5 e i tori di dimensione 3). 
Dunque, nel problema considerato si possono trarre conclusioni 
sulla conservazione dei semiassi maggiori su un intervallo di tem- 
po infinito solo per la maggior parte delle condizioni iniziali, ma 
non per tutte. 

Il problema a due gradi di libertà si ottiene con un'ulteriore 
idealizzazione. Sostituiamo uno dei due pianeti con un « asteroi- 
de », che si muove nel campo dell'altro pianeta (« Giove »), senza 
perturbarne il moto. 

Il problema del moto di un tale asteroide si chiama problema 
dei tre corpi limitato. Se il moto è piano, questo problema si riduce 
a un sistema a due gradi di libertà, che dipende periodicamente 
dal tempo. Se poi l'orbita di Giove è circolare, allora in un sistema 
dì coordinate che ruota con esso, il moto dell’asteroide è descritto 
da un sistema hamiltoniano autonomo a due gradi di libertà, il 
cosiddetto problema circolare limitato piano dei tre corpi. 

In questo problema il piccolo parametro è il rapporto tra 
la massa di Giove e quella del Sole. Al valore nullo del parametro 
corrisponde un moto kepleriano non perturbato dell’asteroide, 
rappresentato nel nostro spazio delle fasi di dimensione quattro 
da un moto quasi periodico su un toro bidimensionale (dato che 
il sistema di coordinate ruota). Una delle frequenze di questo moto 
quasi periodico è la stessa per tutte le condizioni iniziali: si tratta 
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della velocità angolare di rotazione del sistema di coordinate, 
cioè della frequenza di rivoluzione di Giove intorno al Sole. 
La seconda frequenza dipende, invece, dalle condizioni iniziali 
(è la frequenza di rivoluzione dell’asteroide intorno al Sole) e 
varia su una varietà tridimensionale fissata di livello della fun- 
zione di Hamilton. 

Dunque, nel nostro problema non è soddisfatta la condizione 
di non degenerazione, mentre lo è quella di non degenerazione 
isoenergetica. Si può così applicare il teorema di Kolmogorov e 
concludere che la maggior parte dei tori invarianti, con rapporto 
di frequenze irrazionale, si conserva se la massa del pianeta per- 
turbatore (Giove) è diversa da zero, ma sufficientemente piccola. 

Inoltre i tori invarianti bidimensionali dividono la varietà 
tridimensionale di livello della funzione di Hamilton. Dunque, 
la grandezza del semiasse maggiore e l’eccentricità dell'ellisse keple- 
riana dell’asteroide resteranno indefinitamente nell’intorno dei 
loro valori iniziali, se all’istante iniziale l’ellisse kepleriana non 
interseca l’orbita del pianeta perturbatore e se la massa di questo 
pianeta è sufficientemente piccola. . 

In un sistema di coordinate fisso l’ellisse kepleriana del- 
l'asteroide può ruotare lentamente, poiché il nostro sistema è solo 
isoenergeticamente non degenere e quindi, per una perturbazione 
del toro invariante, si conservano non le frequenze, ma solo il 
loro rapporto. Come risultato della perturbazione, la frequenza 
del moto azimutale del perielio dell’asteroide, in un sistema di 
coordinate mobile, può essere leggermente diverso dalla frequenza 
di Giove, e allora in un sistema fisso il perielio ruoterà lenta- 
mente. 


Appendice 9 


Teorema geometrico di Poincaré, 
sue generalizzazioni e applicazioni 


Nel suo studio sulle soluzioni periodiche dei problemi della 
meccanica celeste H. Poincaré ha costruito un modello piuttosto 
semplice, che contiene già la difficoltà principale del problema. 
Tale modello è un'applicazione, che conserva le aree, di una corona 
circolare piana su se stessa. 

Le applicazioni del tipo indicato si originano nello studio 
dei sistemi dinamici a due gradi di libertà. Più precisamente, 
l'applicazione di una superficie di sezione bidimensionale su se 
stessa si costruisce nel modo seguente: ogni punto della superficie 
di sezione va nel punto d’intersezione successivo tra la curva di 
fase, che esce dal primo punto, e la superficie di sezione (vedere 
l'Appendice 7). 

Alle curve di fase chiuse corrispondono allora punti fissi 
dell’applicazione o delle sue potenze. Inversamente, ogni punto 
fisso di un'applicazione o di una sua potenza definisce una curva 
di fase chiusa. 

Dunque, la questione dell’esistenza di soluzioni periodiche 
dei problemi della dinamica si riduce allo studio dei punti fissi 
di applicazioni, che conservano le aree, di una corona su se stessa. 

Studiando queste applicazioni, Poincaré è giunto a formulare 
il seguente teorema. 

A. Punti fissi dell’applicazione di una corona su se stessa. 

Teorema. Sia data un'applicazione omeomorfa, che conserva le 
aree, di una corona circolare piana su se stessa. Supponiamo che 
le circonferenze, che delimitano la corona, si muovano sotto l’ap- 
plicazione in direzioni diverse. Allora questa applicazione pos- 
siede almeno due punti fissi. 

La condizione che le circonferenze che delimitano la corona 
sì muovano in direzioni diverse significa che, se si prendono le 
coordinate (x, y mod 2x), cosicché le circonferenze limite saranno 
x =@a @yY= b, l’applicazione è definita dalle formule 


(cr, ye (f(e, yu). y+el(c, y), 
429 


dove le funzioni f e g sono continue e di periodo 2a in y, e inoltre 
tali che f (a, y)= a, f(b, yy, = de gl(a, y<0, g(5, y) >O 
per tutti gli y. 

La dimostrazione di questo teorema, pubblicato da Poincaré 
poco prima della sua morte, è stata data solo in seguito «ia 
G. D. Birkhoff (vedere il suo lavoro Sistemi dinamici, M., 1941 
o New York, 1927). 

Rimangono tuttora aperte molte delle questioni relative al 
teorema e particolarmente ai tentativi di generalizzarlo al caso 
multidimensionale, importanti per lo studio delle soluzioni perio- 
diche di problemi con un nùmero elevato di gradi di libertà. 

Il fatto è che il ragionamento col quale Poincaré è pervenuto 
al suo teorema si può applicare a tutta una serie di casi diversi. 
Invece, la dimostrazione ingegnosa fornita da Birkhoff si adatta 
male a una generalizzazione. Dunque si ignora se siano corrette 
le deduzioni, suggerite dal ragionamento di Poincaré, al di fuori 
dei limiti del teorema relativo alla corona circolare piana. Il ra- 
gionamento in questione è il seguente. 

B. Legame tra i punti fissi di un’applicazione e i punti critici 
della funzione generatrice. Definiamo un diffeomorfismo simpletti- 
co della corona 


(z, y) > (X, Y) 


per mezzo della funzione generatrice Xy + S (X, y), dove la 
funzione S è 2n-periodica in y. Per questa scrittura del diffeo- 
morfismo è necessario che 0X/0x # 0. Allora 


dS = (ar — X)dyt (Y — y) dX, 


e conseguentemente i punti fissi del diffeomorfismo sono i punti 
critici della funzione / (x, y) = S (X (2, y), y). Si può sempre 
costruire l’ultima funzione F, definendola come l’integrale della 
forma (x — X) dy + (Y — y) dX. Il gradiente di questa funzione 
è diretto o verso l'interno o verso l’esterno simultaneamente su 
entrambe le circonferenze che delimitano la corona (per la con- 
dizione di rotazione in sensi opposti). 

Ma ogni funzione regolare definita in una corona, il cui gra- 
diente sia diretto su entrambe le circonferenze limite verso l’in- 
terno (o verso l'esterno), possiede un punto critico all’interno 
della corona (di massimo o di minimo). Si può mostrare, inoltre, 
che i punti critici di una tale funzione sono almeno due nella 
corona. Dunque, potremmo affermare che il nostro diffeomorfismo 
possiede almeno due punti fissi, se fossimo sicuri che ogni punto 
critico della funzione F è un punto fisso dell’applicazione. 

Purtroppo, ciò è vero soltanto nell'ipotesi supplementare 
che 0X/dx =£ 0, potendo in tal caso esprimere / in funzione di X 
e di y. Dunque, il nostro ragionamento va bene per applicazioni, 
che non differiscono troppo dall’identità. Per esempio, è suffi- 
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ciente che le derivate della funzione generatrice S siano inferiori 
a 1. 

Un perfezionamento dello stesso ragionamento (con una scel- 
ta diversa della funzione generatrice !) mostra che è sufficiente 
che gli autovalori dello jacobiano D (X, Y)/D (x, y) non siano 
uguali a —1 in nessun punto, cioè la nostra applicazione non fac- 
cia ruotare lo spazio tangente in nessun punto. Purtroppo tutte 
queste condizioni non sono realizzate in alcuni punti per applica- 
zioni lontane dall'identità. La dimostrazione del teorema di 
Poincaré nel caso genzrale utilizza ragionamenti completamente 
diversi. 

Il legame tra i punti fissi di un'applicazione e i punti critici 
delle funzioni generatrici sembra un fatto più importante dello 
stesso teorema sulle applicazioni di una corona circolare piana. 

Si riportano più in basso alcuni esempi, in cui tale legame 
conduce a conclusioni importanti, a dire il vero con alcune restri- 
zioni, la cui necessità non è chiara. 

C. Diffeomorfismi simplettici del toro. Consideriamo un diffeo- 
morfismo simplettico del toro che lascia fisso il centro di gravità 


(cr, y (ra +f(2, y),y+g(c,y))= (Xx, Y), 


dove 7 e y mod 2x sono delle coordinate angolari sul toro, la sim- 
pletticità significa che è uguale a 1 lo jacobiano D (X, Y)/D (7, y), 
mentre la condizione d’invarianza del centro di gravità implica 
che i valori medi delle funzioni f e g sono uguali a zero. 

Teorema. Un tale diffeomorjismo possiede almeno. quattro punti 
fissi, tenuto conto delle molteplicità, e almeno tre di essi sono geo- 
metricamente distinti, almeno nell’ipotesi che gli autovalori dello 
jacobiano non siano uguali a —1 in nessun punto. 

La dimostrazione si basa sullo studio della funzione definita 
sul toro dalla formula 


D (2.9) | (X—2)(dY +dy)—(Y—y) (dX + da), 


e sul fatto che una funzione regolare sul toro possiede almeno quat- 
tro punti critici (tenuto conto delle molteplicità), di cui almeno 
tre sono geometricamente distinti. 

I tentativi di dimostrare questo teorema senza restrizioni 
sugli autovalori si scontrano con una difficoltà, molto simile a 
quella in cui si è imbattuto Poincaré nel teorema della corona. 

Osserviamo che il teorema della corona deriverebbe da quello 
del toro, se in esso si potesse fare a meno della restrizione sugli 
autovalori. In effetti, componiamo un toro con due esemplari 


XN--ed Y-y 
2 |dX -dr dY--dy|. 


fed 


1 dD = 
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della nostra corona, disponendo nell’intorno di ognuna delle cir- 
conferenze limite una stretta corona di congiungimento. 

Allora possiamo prolungare l’applicazione della corona fino 
.a un diffeomorfismo del toro, tale che 1) su ognuna delle due corone 
grandi il diffeomorfismo coincida con quello iniziale, 2) su ognuna 
delle corone di congiunzione il diffeomorfismo non possieda punti 
fissi, 3) il centro di gravità rimanga fisso. 

La costruzione di un tale diffeomorfismo del toro si fa uti- 
lizzando la proprietà delle circonferenze limite di ruotare in dire- 
zioni opposte. Sulle corone di congiunzione tutti i punti si spo- 
stano nella stessa direzione di quelli su entrambe le circonferenze, 
che le delimitano. Poiché le direzioni di spostamento sulle due 
corone di congiunzione sono opposte, la grandezza dello sposta- 
mento si può scegliere in modo da garantire l’invarianza del centro 
di gravità. 

Ora, dei quattro punti fissi del toro, due devono essere posti 
sulla corona iniziale, e dal teorema relativo al toro deduciamo quel- 
lo relativo alla corona. 

Il teorema sul toro formulato sopra ammette una generalizza- 
zione ad altre varietà simplettiche, sia bidimensionali che mul- 
tidimensionali. Per enunciare queste generalizzazioni si deve in- 
nanzitutto riformulare la condizione d’invarianza del centro di 
gravità. 

Sia g: M + M un diffeomorfismo simplettico. Diremo che il 
diffeomorfismo g è omologo all'identità, se lo si può unire all’iden- 
tità (che lascia fissi tutti ì punti della varietà M) con una curva 
regolare g,, composta di diffeomorfismi simplettici, in modo tale 


che il campo delle velocità Li possieda ad ogni istante f una fun- 
zione di Hamilton univoca. Si può dimostrare che i diffeomorfismi 
simplettici, omologhi all’identità, formano un commutante della 
componente connessa dell'unità nel gruppo di tutti i diffeomorfi- 
smi simplettici della varietà. 

Nel caso del toro bidimensionale, i diffeomorfismi simplettici 
omologhi all'identità sono esattamente quelli, che noi abbiamo 
detto che conservano il centro di gravità. 

Perveniamo così alla seguente generalizzazione del teorema 
di Poincaré. 

Teorema. Ogni diffeomorfismo simplettico di una varietà 
simplettica compatta, omologo all’identità, possiede almeno tanti 
punti fissi, quanti punti critici ha una funzione regolare su questa 
varietà, purché il diffeomorfismo non sia troppo lontano dall’ iden- 
tità. 

Osserviamo che la condizione d’omologia all'applicazione 
identica è essenziale, come risulta chiaro già dall’esempio del 
moto sul toro, che non possiede nessun punto fisso. 

Per quanto concerne l’ultima restrizione (il diffeomorfismo 
non deve essere troppo distante da quello identico) non è chiaro 
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se essa sia, o meno, essenziale. Nel caso di un toro 2n-dimensionale, 
è sufficiente che nessuno degli autovalori dello jacobiano del 
diffeomorfismo (in un qualunque sistema di coordinate simplet- 
tico globale definito in R?") sia uguale a —1. 

‘Forse una restrizione di questo tipo è necessaria anche nei 
problemi multidimensionali, poiché non è escluso che il teorema 
di Poincaré sia essenzialmente un risultato bidimensionale, simile 


al seguente teorema di A. I. Snirelman e N. A. NikiSin: ogni dif- 
feomorfismo, che conserva le aree, della sfera bidimensionale in se 
stessa possiede almeno due punti fissi geometricamente distinti. 

La dimostrazione di questo teorema si basa sul fatto che l’in- 
dice del campo vettoriale del gradiente di una funzione regolare 
di due variabili, in un punto critico isolato, non può essere mag- 
giore dell'unità (sebbene possa essere uguale a 1, 0, —1, —2, 
—3, ...), mentre la somma degli indici di tutti i punti fissi di 
un diffeomorfismo, che conserva l’orientazione, di una sfera bidi- 
mensionale su se stessa è uguale a due. 

Invece, l’indice del gradiente di una funzione regolare di un 
numero maggiore di variabili, in un punto critico, può prendere 
valori interi qualunque. 


D. Intersezioni delle varietà lagrangiane. Al ragionamento di 
Poincaré si può dare una forma diversa, se si considerano su ogni 
raggio della corona quei punti, che si spostano solo radialmente. 
Di punti tali ne esistono su ogni raggio, dato che le circonferenze 
che delimitano la corona ruotano in versi contrari. Supponiamo 
di essere riusciti a formare, con i punti che si spostano radial- 
mente, una curva chiusa, che separa le circonferenze esterna e 
interna della corona. Allora, l’immagine di questa curva per la 
nostra applicazione deve intersecare la curva stessa (poiché i 
domini, in cui la curva divide la corona, si trasformano in domini 
di area uguale). 


Se la curva indicata e la sua immagine intersecano ogni raggio 
una sola volta, allora i punti d’intersezione della curva con la 
sua immagine sono, evidentemente, i punti fissi dell’applicazione. 

Una parte del ragionamento fatto si può trasportare al caso 
multidimensionale, il che fornisce utili risultati sulle soluzioni 
periodiche dei problemi della dinamica. Nel caso multidimensio- 
nale alla corona corrisponde uno spazio delle fasi: il prodotto di- 
retto di un dominio di uno spazio euclideo per un toro di uguale 
dimensione (la corona è il prodotto di un intervallo per una cir- 
conferenza). La struttura simplettica nello spazio delle fasi è 


definita nel modo usuale, cioè si scrive £ = DI dx, A dui, dove 
le 7, sono delle variabili d’azione e le yx delle variabili angolari. 

Non è difficile stabilire quali diffeomorfismi simplettici del 
nostro spazio delle fasi sono omologhi all'identità. Più esatta- 
mente, un diffeomorfismo simplettico A è omologo all’identità, se 
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lo si può ricavare dall’identità con una deformazione continua e 


inoltre se 
$ 2dy=® 2 dy 
Y Ày 


per ogni contorno chiuso (non necessariamente omologo a zero). 

La condizione di omologia alla trasformazione identica im- 
pedisce uno spostamento sistematico lungo una x-direzione (l'« evo- 
luzione delle variabili d'azione »), permettendo invece gli sposta- 
menti lungo i tori. 

Consideriamo uno qualunque dei tori n-dimensionali x = c = 
= cost e applichiamogli il nostro diffeomorfismo simplettico omo- 
logo all'identità. Otteniamo nuovamente un toro. Risulta che il 
toro iniziale interseca la sua immagine almeno in 2" punti (te- 
nuto conto delle molteplicità) e di questi almeno n + 1 sono geo- 
metricamente distinti, in ogni caso nell'ipotesi che il toro immagine 
possieda un'equazione della forma x = f (y), con f regolare. 

Per n = 1 l’affermazione fatta significa che ognuna delle cir- 
conferenze concentriche, che formano la corona, interseca la sua 
immagine in almeno due punti. Ciò deriva immediatamente dalla 
conservazione delle aree, inoltre non è necessaria l'ipotesi che 
l’immagine abbia equazione x = f (y). 

Si ignora se questa ipotesi sia necessaria nel caso multidi- 
mensionale. Se la si accetta, la dimostrazione si svolge come segue. 

Osserviamo che il toro iniziale è una sottovarietà lagrangiana 
dello spazio delle fasi. Il nostro diffeomorfismo è simplettico, dun- 
que anche il toro immagine è lagrangiano. Perciò, la 1-forma 
(x — c) dy definita su di esso è chiusa. Inoltre questa forma sul 
toro è il differenziale totale di una funzione regolare univoca F, 
dato che il nostro diffeomorfismo è omologo all’unità, e quindi, 
per qualunque contorno chiuso, 


È (—c)dy=® zdy-® cdy=@x dy—Qledy=cd dy— 
AY v Av 


Ay Avy Y 


cè dy=0. 
Av 

Notiamo che i punti d’intersezione del toro con la sua immag- 
ne sono i punti critici della funzione / (poiché in questi punti 
dF=(x—c)dy=0). 

Dalla condizione d'univocità della proiezione del toro imma- 
gine (cioè dal fatto che il toro immagine ha come equazione x = 
= f (y)) segue che, inversamente, tutti i punti critici della fun- 
zione f sono i punti d’intersezione dei nostri tori. Infatti, per 
l'ipotesi indicata, y può essere presa come coordinata locale sul 
toro e, dunque, l'essere dF uguale a zero per tutti i vettori tan- 
genti al toro immagine implica che rx = c. 
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Una funzione regolare su un toro n-dimensionale possiede al- 
meno 2" punti critici, tenuto conto delle molteplicità, e di questi 
punti almeno n + 1 sono geometricamente distinti (vedere, per 
esempio, Milnor Teoria di Morse, M., 1965, in russo o Princeton, 
1963, in inglese). 

Dunque i nostri tori si intersecano almeno in 2" punti (te- 
nuto conto delle molteplicità) e inoltre almeno n + 1 punti d’in- 
tersezione sono geometricamente distinti. 

Un ragionamento perfettamente analogo mostra che l’im- 
magine di qualunque toro lagrangiano interseca il toro stesso almeno 
in 2" punti (di cui almeno n + 1 geometricamente distinti), nel- 
l'ipotesi che sia il toro iniziale, che la sua immagine si proiettino uni- 
vocamente su un y-spazio, cioè siano definiti dalle equazioni x = 
=f(y), x=g (4) 

Del resto, questa proposizione si riconduce alla precedente 
con la trasformazione canonica (2, y- (tr — f (Y), y). 

E. Applicazioni alla ricerca dei punti fissi e delle soluzioni 
periodiche. Consideriamo ora una trasformazione simplettica 
omologa all'identità, del tipo particolare che compare nei proble- 
mi integrabili della dinamica, cioè della forma 


Ao (2, y) = (2, y+ @(z)), dove 0 = 05/07. 


Qui x € R” è una variabile d’azione, y mod 2x € 7” una coor- 
dinata angolare. 

Supponiamo che sul toro 7 = 2, tutte le frequenze siano com- 
mensurabili: 


i (2) = 2n con k;, N interi; 


® (10) 0, 
e che sia realizzata la condizione di non degenerazione 
det | dw/0x | #0. 


Teorema. Ogni diffeomorfismo simplettico A omologo all’ iden- 
tità, abbastanza vicino a Ao, possiede nell'intorno del toro x= xo 
almeno 2" punti periodici È, tenuto conto delle molteplicità, di 
periodo N (in modo che AN È = È). 

La dimostrazione si potrebbe riportare allo studio dell’in- 
tersezione di due sottovarietà lagrangiane dello spazio, di dimen- 
sione 4n,.(R" x T" x R" x 7") con la forma £Q = dx / dy — 
— dX / dY, una delle quali è diagonale (X = x, Y= y) e 
l'altra è il. grafico dell’applicazione AN. 

Tuttavia è più semplice costruire direttamente una funzione 
adatta sul toro. In effetti, l'applicazione AN si scrive 


(2, y) > (r,y+ a (2), dovea (x,)=0, det | da/dr | #0. 
Per il'teorema delle finzioni implicite l'applicazione AN pos- 
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siede, nell'intorno del toro £ = x,, un toro che si sposta solo radial- 
mente ((z, y) + (X, y)) e definito da un’equazione del tipo z = 
= f (y); anche la sua immagine è definita da un’equazione della 
stessa forma x = g (y). In queste notazioni X (f (4), y) = £ (4), 
Y (f(y), y) = y. 

Il fatto che l'applicazione A è omologa all'unità implica che 
AN possiede una funzione generatrice globale univoca, della for- 
ma Xy + S(X, y), dove S è di periodo 2x nella variabile y. 

La funzione F (y) = S(X (f (4), y), y) possiede sul toro un 
minimo di 2" punti critici yy. Tutti i punti È, = (f (Ya), Ya) 
sono punti fissi per AN. In effetti, 

dF =(x — X)dy+(Y—y)dX =(x— X)dy=(f(y)—- 

— 8 (4) dy. 
Perciò dF |,, = 0 implica che f (y,) = g (ya), cioè ANE, = Én, 
c.v.d. 

Torniamo ora alle traiettorie chiuse di sistemi conservativi. 
Utilizzando la terminologia dell’Appendice 8, possiamo formu- 
lare il risultato come segue. 

Corollario. Quando si decompone un toro invariante n-dimen- 
sionale, riempito completamente da traiettorie chiuse di un sistema 
isoenergeticamente non degenere a n gradi di libertà, si formano 
almeno 2"-* traiettorie chiuse del sistema perturbato (tenuto conto 
delle molteplicità), di cui almeno n geometricamente distinte, purché 
la perturbazione sid sufficientemente piccola. | 

La dimostrazione si riconduce al precedente teorema per mez- 
zo di una superficie di sezione di dimensione 2n — 2. Inoltre, al- 
l’inizio si devono scegliere delle coordinate angolari y, in modo 
tale che le traiettorie chiuse del sistema non perturbato sul toro 


siano definite dalle equazioni y, =...=yYn=0, e quindi 
determinare la superficie di sezione con l'equazione y, = 0) 

Nel caso di due gradi di libertà si può applicare il teorema 
di Poincaré alle corone, che si formano per intersezione dei tori 
invarianti con una superficie di sezione bidimensionale. Otte- 
niamo il seguente risultato. 

Nella fenditura tra due tori invarianti bidimensionali di un 
sistema a due gradi di libertà esistono sempre almeno due traiet- 
torie di fase chiuse, se i rapporti delle frequenze dei moti quasi perio- 
dici non sono uguali su questi tori. 

Si ottengono così molte soluzioni periodiche in tutti i proble- 
mi a due gradi di libertà, dove si conoscono i tori invarianti (per 
esempio, nel problema circolare limitato dei tre corpi, nel problema 
delle geodetiche chiuse, ecc.). Esiste persino l’ipotesi che nei 
sistemi hamiltoniani di « tipo generico », con spazi delle fasi 
compatti, le curve di fase chiuse formino un insieme ovunque 
denso. D'altra parte, se ciò è vero, la chiusura della maggior parte 
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di queste curve non ha un valore essenziale, dato che i loro periodi 
sono estremamente grandi. 

Un esempio di applicazione del metodo di Poincaré a un siste- 
tina con un numero di gradi di libertà maggiore di 2 è il teorema di 
Birkhoff sull'esistenza di un numero infinito di soluzioni perio- 
diche, vicine a una data soluzione periodica lineare stabile gene- 
rica (o sull’esistenza di un numero infinito di punti periodici 
nell’intorno di un punto fisso di un'applicazione simplettica, 
non degenere, lineare stabile dello spazio su se stesso). Le di- 
mostrazioni consistono nell’approssimare inizialmente l’applica- 
zione con la sua forma normale e quindi nell’utilizzare il legame 
tra i punti fissi dell’applicazione e i punti critici della funzione 
generatrice. 

La conoscenza delle soluzioni periodiche permette, tra l’al- 
tro, di dimostrare la non esistenza di integrali primi (diversi da 
quelli classici) in molti problemi della dinamica. Supponiamo, per 
esempio, che su una qualunque varietà di livello degli integrali 
noti si scopra una traiettoria periodica instabile. Nel caso generale 
le sue separatrici formano un reticolo complesso, che noi abbiamo 
studiato nell’ Appendice 7. Se si riesce a scoprire il fenomeno della 
divisione delle separatrici e se siamo in grado di dimostrare che 
le separatrici non sono contenute in nessuna varietà di dimensione 
inferiore da quella di livello considerata, allora possiamo essere 
sicuri che il sistema non possiede nuovi integrali primi. 

D'altra parte, è facile scoprire il comportamento complesso 
delle curve di fase, che impedisce l’esistenza degli integrali pri- 
mi, anche senza l’aiuto delle soluzioni periodiche, semplicemente 
con uno sguardo all'immagine, stabilita al calcolatore, dell’in- 
tersezione di una curva di fase con una superficie di sezione. 

F. Invarianza della funzione generatrice. Abbiamo già sotto- 
lineato sopra la fastidiosa non invarianza delle funzioni generatri- 
ci, relativamente alla scelta del sistema di coordinate canoniche 
su una varietà simplettica. 

D'altro canto, abbiamo utilizzato più di una volta il legame 
tra i punti fissi di un'applicazione e i punti critici della funzione 
generatrice. 

Risulta che, sebbene in generale la funzione generatrice sia 
legata in modo non invariante all'applicazione, nell’intorno di 
un punto fisso esiste un legame invariante. 

Più precisamente, sia dato un diffeomorfismo simplettico, 
che lascia fisso un punto. Definiamo nell’intorno di questo punto 

P . 1 Xh_- Th YaT— Yk 
la «funzione generatrice » ®=, | di | aXr da dYr4 dun 
per mezzo di un certo sistema simplettico di coordinate (x, y)! 


1 L'incremento di questa funzione lungo un arco qualunque è ugualo 
all’integrale di una forma, che definisce una struttura simplettica, ostono 


AVI 


In seguito, costruiamo per mezzo di un altro sistema simplet- 
tico di coordinate (z’, y') una funzione generatrice ®' definita 
in modo analogo. 

Teorema. Se il linearizzato di un diffeomorfismo simplettico 
non possiede in un punto fisso autovalori uguali a —1, allora nel 
suo intorno le funzioni ® e D' sono equivalenti, nel senso che esiste 
un diffeomorfismo g (in generale non simplettico), tale che 


© (2) = P' (g (2)) + cost. 


Per la dimostrazione vedere l’articolo di A. Weinstein The 
invariance of Poincaré’s generating function for canonical transfor- 
mations, « Inventiones Mathematicae » 16, in. 3, 1972, 202-214. 

Bisogna sottolineare che due diffeomorfismi, con funzioni ge- 
neratrici equivalenti nell'intorno di un punto fisso, non sono neces- 
sariamente equivalenti nella classe dei diffeomorfismi simplettici 
(esempio: la rotazione e la rotazione di un angolo dipendente dal 
raggio, con parti quadratiche non degeneri della funzione gene- 
ratrice nello zero). 


a una banda formata dai segmenti di retta, che congiungono ogni punto con la 
sua immagine. Dunque una tale funzione ® è legata in modo invariante 
all'applicazione, relativamente alle sostituzioni lineari canoniche di coor- 
dinate. 
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Appendice 10 


Molteplicità delle frequenze caratteristiche 
ed ellissoidi dipendenti dai parametri. 


Abbiamo incontrato più di una volta in questo corso le fami- 
glie degli ellissoidi nello spazio euclideo. Per esempio, nello 
studio della dipendenza delle frequenze caratteristiche delle 
piccole oscillazioni rispetto ai parametri, ci siamo imbattuti 
in un ellissoide, dipendente dalla rigidità del sistema, di livello 
d’energia potenziale nello spazio euclideo (la metrica dello spazio 
è definita dall'energia cinetica). Un altro esempio è l’ellissoide 
d'inerzia del corpo rigido (qui i parametri sono la forma del corpo 
rigido e la distribuzione delle masse in esso). 

Ci occupiamo qui del seguente problema generale: per quali 
valori dei parametri lo spettro degli autovalori degenera, cioè 
il corrispondente ellissoide diviene un ellissoide di rotazione. 
Osserviamo che gli autovalori ‘di una forma quadratica definita 
nello spazio euclideo (o le lunghezze degli assi dell’ellissoide) 
variano in modo continuo, al variare dei parametri del sistema 
(dei coefficienti della forma) in modo continuo. Sembra naturale 
attendersi che, in un sistema dipendente da un solo parametro, 
quando esso varia, uno degli autovalori in certi momenti ne urterà 
un altro, in modo che per certi valori del parametro il sistema 
possiederà uno spettro multiplo. 

Immaginiamo, per esempio, di voler ridurre l’ellissoide d’iner- 
zia di un corpo rigido a un ellissoide di rotazione, spostando .su 
un'asta rigidamente fissata al corpo una massa regolabile, in 
modo da avere a nostra disposizione un parametro. I tre assi prin- 
cipali d'inerzia a, è, c saranno funzioni continue di questo para- 
metro e a prima vista sembra che, per un valore adatto del pa- 
rametro (p), si possa raggiungere l'uguaglianza di due assi, dicia- 
mo a (p) = d (p). 

In effetti, risulta che le cose non stanno così e che, in generale, 
bisogna spostare almeno due masse regolabili per trasformare l’el- 
lissoide d’inerzia in un ellissoide di rotazione. 

In'generale, si osserva uno spettro multiplo nelle famiglie 
tipiche di forme quadratiche solo per due o più parametri, mentre 
in famiglie generiche monoparametriche lo spettro è semplice 
per tutti i valori del parametro. In pratica ciò consiste nel fatto 
che, in una tipica famiglia monoparametrica, al variare del para- 
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metro gli autovalori possono avvicinarsi strettamente, ma quando 
giungono abbastanza vicino l’uno all’altro cominciano a respin- 
gersi e si allontanano nuovamente, tradendo la speranza di chi 
faceva variare il parametro per ottenere uno spettro multiplo. 

In questa appendice si studiano le cause di questo comporta- 
mento degli autovalori, a prima vista strano, e si discutono anche, 
brevemente, le questioni analoghe per sistemi a diversi gruppi 
di simmetrie. 

A. Varietà degli ellissoidi di rotazione. Consideriamo l’in- 
sieme di tutte le forme quadratiche definite nello spazio eucli- 
deo R”. Tale insieme possiede una struttura naturale di spazio 
lineare di dimensione n (n + 1)/2. Ad esempio, tutte le forme 
quadratiche del piano formano uno spazio tridimensionale (la 
forma Ax? + 2Bzy + Cy* ha per coordinate i tre numeri A, 
B, C). 

Le forme definite positive costituiscono un dominio aperto 
dello spazio delle forme quadratiche (nel caso del piano si tratta 
dell’interno di una delle falde del cono B? = AC, generato dalle 
forme degeneri). 

Ogni ellissoide, il cui centro sia posto nell'origine delle coor- 
dinate, determina una forma quadratica definita positiva, per la 
quale rappresenta l’insieme di livello 1; inversamente, l'insieme 
di livello 1, di qualunque forma quadratica definita positiva, è 
un ellissoide. Possiamo dunque identificare gli insiemi delle forme 
quadratiche definite positive con gli ellissoidi, il cui centro si 
trova nell'origine delle coordinate. 

In questo modo introduciamo nell'insieme degli ellissoidi di 
R", con centro in O, una struttura Cc. varietà regolare di dimensione 
n (n + 1)/2 (tale varietà è ricoperta da una sola carta: il dominio 
aperto, indicato sopra, dello spazio delle forme quadratiche). 

Consideriamo ora l’insieme di tutti gli ellissoidi di rotazione. 
Affermiamo che questo insieme ha codimensione 2 nello spazio 
considerato, cioè è definito da due equazioni indipendenti, e non 
da una sola come sembrerebbe a prima vista. Più esattamente, è 
valido il 

Teorema i. L'insieme degli ellissoidi di rotazione è un’unio- 
ne finita di sottovarietà regolari di codimensione maggiore o uguale 
a 2 nella varietà di tutti gli ellissoidi. 

Qui si chiama codimensione di una sottovarietà la differenza 
tra la dimensione dello spazio ambiente e quella della sottova- 
rietà. . 
Dimostrazione. Considerianio inizialmente gli ellis- 
soidi dello spazio n-dimensionale, che possiedono due assi uguali 
e gli altri tutti diversi. Un tale ellissoide è definito dalle direzio- 
ni degli assi diversi, il che dà 


(n—1)+(n—-2)+...+2=(n+1)(n— 2)/2 
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parametri, ed ancora dalla lunghezza degli assi, cioè dà n — 1 
parametri. Perciò, il numero complessivo di parametri è uguale a 


(n —-n_-2+2n— 2)/2, 


che è di due unità inferiore alla dimensione dello spazio di tutti 
gli ellissoidi (uguale a n (n + 1)/2). Questo calcolo dei parametri 
nostra anche che l’insieme degli ellissoidi, che possiedono esatta- 
mente due assi uguali, è una varietà. 

Per quanto concerne gli ellissoidi con un numero maggiore di 
assi uguali, è chiaro che essi formano tutti un insieme di dimen- 
sione ancora più piccola. La dimostrazione rigorosa deriva dal se- 
guente lemma. 

Lemma. L'insieme di tutti gli ellissoidi che possiedono “, assi 
doppi, vs assi tripli, v, assi quadrupli, ecc., è una sottovarietà rego- 
lare della varietà di tutti gli ellissoidi, di codimensione 


2v°+5v3 +9 + .. -S} — (i-1)(i+2)v; 


La dimostrazione di questo lemma si riduce a calcolare i pa- 
rametri, come nel caso particolare considerato sopra (che corri- 
sponde a v, = 1, vg=vw =... = 0). Il lettore stesso può facil- 
mente effettuare il calcolo, dopo aver osservato che la dimensione 
della varietà di tutti i sottospazi k-dimensionali di uno spazio 
lineare n-dimensionale è uguale a X (n — X) (dato che si può con- 
siderate un generico %-piano di uno spazio n-dimensionale come 
il grafico di un'applicazione di uno spazio di dimensione % in 
uno spazio di dimensione n — È, e tale applicazione è definita da 
una matrice rettangolare kx (n — k)). 

Esempio. Consideriamo il caso n= 2, cioè delle ellissi 
sul piano. L’ellisse è definita da tre parametri (per esempio, la 
lunghezza ‘dei due assi e un angolo, che definisce la direzione di 
uno di essi). Dunque la varietà delle ellissi sul piano è tridimensio- 
nale, come deve essere secondo la nostra formula. 

La circonferenza invece è definita da un solo parametro (il 
raggio). Dunque la varietà delle circonferenze nello spazio degli 
ellissoidi è una retta di uno spazio tridimensionale, e non una 
superficie, come sembrerebbe a prima vista. 

Questo « paradosso » diviene forse più comprensibile col 
seguente calcolo. Le forme quadratiche Ax? + 2Bzxy + Cy?, i 
cui autovalori sono uguali, formano in uno spazio tridimensio- 
nale, di coordinate A, B, C, una varietà definita da una sola 
equazione, À, = 4, dove A; , (A, B, C) sono gli autovalori. 
Tuttavia, il primo membro di questa equazione è la somma di due 
quadrati, come risulta evidente dalla formula per il discrimìi- 
nante dell’equazione caratteristica 


A=(A4+C)}—4(AC — B°) = (A — CY + 4B?. 
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Dunque, la sola equazione A = 0 definisce, nello spazio tridi- 
mensionale delle forme quadratiche, una retta (A = C, B=0)e 
non una superficie. 

Una delle conclusioni più immediate del fatto che la varietà 
degli ellissoidi di rotazione ha codimensione 2 è che tale varietà 
non divide lo spazio di tutti gli ellissoidi (mentre la varietà delle 
forme quadratiche a spettro multiplo non divide lo spazio delle 
forme quadratiche), similmente al fatto che la retta non divide lo 
spazio tridimensionale. 

Dunque, possiamo affermare non solo che un ellissoide gene- 
rico ha tutti gli assi di lunghezza diversa, ma anche che due qua- 
lunque tali ellissoidi possono essere uniti nello spazio degli ellissoidi 
da una curva regolare, interamente composta di ellissoidi con assi 
di lunghezza diversa. Inoltre, se due ellissoidi generici sono uniti 
da una curva regolare nello spazio degli ellissoidi, sulla quale si 
trovano dei punti corrispondenti a ellissoidi di rotazione, allora, 
con uno spostamento piccolo a piacere della curva, la si può sepa- 
rare dall'insieme degli ellissoidi di rotazione, in modo tale che 
sulla nuova curva tutti i punti saranno ellissoidi senza assi mul- 
tipli. 

Da quanto precedentemente detto deriva in particolare una 
semplice dimostrazione del teorema relativo alla crescita delle 
frequenze caratteristiche quando aumenta la rigidità di un si- 
stema. In effetti, le derivate di un autovalore semplice di una 
forma quadratica rispetto al parametro sono determinate dalla 
derivata della forma quadratica nella direzione propria corri- 
spondente. Se la rigidità cresce, allora l'energia potenziale cresce 
in tutte le direzioni, e quindi anche nella direzione propria, cioè 
cresce anche la frequenza caratteristica. Abbiamo dunque dimo- 
strato il teorema sulla crescita delle frequenze, nel caso che si 
possa passare dal sistema iniziale a quello più rigido, senza ricor- 
rere allo spettro multiplo. La dimostrazione in presenza di uno 
spettro multiplo si ottiene ora con un passaggio al limite, giusti- 
ficato dal fatto che la parte interna del cammino, che porta dal 
sistema iniziale a quello più rigido, si può separare, con uno spo- 
stamento piccolo a piacere, dall'insieme dei sistemi a spettro 
multiplo. 

Riassumendo, possiamo dire che la famiglia tipo a un para- 
metro di ellissoidi (ovvero di forme quadratiche nello spazio eucli- 
deo) non contiene ellissoidi di rotazione (forme quadratiche a spettro 
multiplo). Applicando tutto ciò all’ellissoide d'inerzia otteniamo 
la conclusione precedente relativa alla necessità di disporre di 
due masse regolabili. 

Occupiamoci ora delle famiglie a due parametri. Dai nostri 
calcoli deriva che nelle famiglie tipiche a due parametri gli ellis- 
soidi di rotazione si incontrano solo in punti particolari isolati del 
piano dei parametri. 
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Consideriamo, per esempio, una superficie convessa nello spa- 
zio ordinario. La seconda forma quadratica della superficie defi- 
nisce -un’ellisse nello spazio tangente in ogni punto. Si origina 
dunque una famiglia a due parametri di ellissi (che si possono 
trasportare in un piano scegliendo, nell’intorno di un punto della 
superficie, un sistema locale di coordinate). Giungiamo alla con- 
clusione che in ogni punto della superficie, a parte punti par- 
ticolari isolati, l’ellisse possiede assi di lunghezza diversa. Dun- 
que, su una superficie generica sono definiti due campi ortogo- 
nali di direzioni (assi maggiore e minore dell’ellisse) con dei punti 
singolari isolati. In geometria differenziale queste direzioni sono 
chiamate direzioni delle curvature principali e i punti singolari, 
punti ombelicali. Per esempio, sulla superficie dell’ellissoide vi 
sono quattro punti ombelicali; essi sono situati sull’ellisse che 
contiene gli assi maggiore e minore e due di essi sono ben visibili 
sulla figura: che mostra le geodetiche di un ellissoide (vedere la 
fig. 207). 

In modo perfettamente analogo, anche in una famiglia tipo a 
tre parametri gli ellissoidi di rotazione si incontrano solo su linee 
particolari dello spazio tridimensionale dei parametri. Per esempio, 
se in ogni punto dello spazio euclideo tridimensionale è dato un 
ellissoide (cioè è definito un tensore simmetrico del secondo ordi- 
ne), allora le singolarità dei campi di assi principali saranno, in 
generale, situati su linee distinte (dove due dei tre campi di dire- 
zione presentano una discontinuità). 

Queste linee, come i punti ombelicali dell'esempio prece- 
dente, sono di vari tipi. La loro classificazione (per campi tipo di 
ellissoidi) si può dedurre dalla classificazione delle singolarità 
delle proiezioni lagrangiane, che è fatta all’Appendice 12. 

In una famiglia tipo a quattro parametri gli ellissoidi di rota- 
zione si incontrano -su superfici bidimensionali dello spazio dei 
parametri. Queste superfici non presentano singolarità, a parte 
le intersezioni trasversali in certi punti dello spazio dei parametri; 
a questi valori dei parametri corrispondono ellissoidi con due 
(diverse) coppie di assi uguali. 

Un asse triplo appare per la prima volta per cinque parame- 
tri, in punti isolati particolari dello spazio dei parametri. I valori 
dei parametri, corrispondenti a ellissoidi ad asse doppio, formano 
nello spazio .pentadimensionale dei parametri una varietà tridi- 
mensionale con singolarità di due tipi: intersezioni trasversali di 
due rami lungo una curva e singolarità coniche in punti partico- 
lari (non situati su questa curva), più precisamente nei punti dello 
spazio dei parametri, che corrispondono agli ellissoidi ad asse 
triplo. 

La singolarità conica indicata è fatta in modo tale che l’in- 
tersezione di una sfera di dimensione quattro, di raggio piccolo 
€ centro in un punto singolare, dà due esemplari di piano proiettivo. 
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Le immersioni, che si originano, del piano proiettivo nella sfera 
di dimensione quattro sono diffeomorfe all’immersione definita 
da cinque funzioni sferiche di secondo grado su una sfera bidi- 
mensionale (cinque combinazioni lineari ortonormali di funzioni 
Z;tj;, ortogonali all’unità, definiscono nello spazio delle funzioni 
sulla sfera xî + x3 + x = 1 un'applicazione pari S° + S, 
e, conseguentemente, l’immersione RP? + S$*). 

E utile analizzare ancora come si comportano gli autovalori 
di una forma quadratica appartenente a una famiglia tipo a due 
parametri, quando ci si avvicina a un punto singolare, in cui due 
autovalori coincidono. Un semplice calcolo mostra che il grafico 


Fig. 243. Frequenze caratteristiche di famiglie a uno c due parametri di 
sistemi oscillatori di forma generale. 


di questa coppia di autovalori possiede nell’intorno di un punto 
singolare sopra il piano dei parametri la forma di un cono a due 
falde, il cui vertice corrisponde al punto singolare e ogni falda a 
uno degli autovalori (fig. 243). 

Una sottofamiglia unidimensionale tipo della nostra fami- 
glia bidimensionale possiede la forma di una curva tracciata sul 
piano dei parametri, che non passa per il punto singolare. Ogni 
sottofamiglia unidimensionale, che contiene un punto singolare, 
può essere separata da esso con una piccola deformazione, tale 
che la famiglia ottenuta unidimensionale sia una curva dello 
spazio dei parametri, che passa vicino al punto singolare. Il gra- 
fico degli autovalori situato sopra una curva del piano dei para- 
metri, che passa vicino al punto singolare, consiste dei punti del 
cono che si proiettano su questa curva. Dunque, nell'intorno del 
punto singolare il grafico è vicino a un’iperbole, simile a una 
coppia di rette intersecantisi (si otterrebbe una coppia di rette, 
se la nostra famiglia a un parametro passasse per il punto singo- 
lare). 

Il ragionamento fatto riguardo agli autovalori delle famiglie 
a due parametri di forme quadratiche, spiega lo strano compor- 
tamento delle frequenze caratteristiche al variare di un solo para- 
metro: in generale (escludendo casi del tutto eccezionali), al va- 
riare di un parametro le frequenze caratteristiche possono avvi- 
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cinarsi l'una all'altra, ma non possono raggiungersi. Dopo essersi 
avvicinate, esse devono allontanarsi in direzioni opposte. 

B. Applicazione allo studio delle oscillazioni di mezzi continui. 
I ragionamenti precedenti hanno numerose applicazioni nello 
studio di come dipendono dai parametri le frequenze caratteristi- 
che di diversi sistemi meccanici a numero finito di gradi di li- 
bertà; tuttavia, probabilmente, le applicazioni più interessanti 
sono quelle relative a sistemi a numero infinito di gradi di liber- 
tà, che descrivono le oscillazioni di mezzi continui. Queste appli- 
cazioni si basano sul fatto che le codimensioni delle varietà degli 
ellissoidi a assi multipli sono definite dalle molteplicità stesse e non 
dipendono dalla dimensione dello spazio. 

Per esempio, la codimensione dell'insieme degli ellissoidi 
di rotazione della varietà di tutti gli ellissoidi è uguale a due in 
uno spazio di dimensione qualunque; dunque, è naturale conside- 
rare che nella « varietà » infinita degli ellissoidi in uno spazio di 
Hilbert infinito-dimensionale l'insieme degli ellissoidi di rota- 
zione abbia codimensione 2 (e che, in particolare, lo spazio degli 
ellissoidi, che non hanno assi multipli, sia connesso). 

Naturalmente, ragionamenti di questo tipo hanno bisogno 
di una giustificazione rigorosa. Noi, tuttavia, non ci occuperemo 
di questo aspetto e vedremo invece a quali conclusioni si perviene 
se non si ha paura di applicare-le riflessioni, sviluppate preceden- 
temente, al problema delle oscillazioni di un mezzo continuo. 

L'energia cinetica di un mezzo continuo, che riempie un domi- 
nio compatto D, si esprime, in funzione dello scarto u di un punto 
2 rispetto all'equilibrio, con la formula 


Per fissare le idee prenderemo come mezzo continuo una membrana 
(in questo caso il dominio D è bidimensionale, mentre lo scarto 
u è unidimensionale). L'energia cinetica definisce una struttura 
euclidea nello spazio delle configurazioni del problema (cioè riello 
spazio delle funzioni u). L'energia potenziale è data dall’integrale 
di Dirichlet 


(dal punto di vista matematico questi dati figurano nella defi- 
nizione della membrana). 

I quadrati delle frequenze caratteristiche della membrana 
sono gli autovalori della forma quadratica U nello spazio delle 
configurazioni, la cui metrica è definita per mezzo dell’energia 
cinetica. Noi postuliamo che a una membrana tipo corrisponde una 
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forma quadratica tipo (questa supposizione implica la trasversa- 
lità della varietà delle forme quadratiche, corrispondenti a diverse 
membrane, alla varietà delle forme quadratiche ad autovalori 
multipli). Se questa proprietà generale è verificata, perveniamo 
allora alle seguenti conclusioni. 

1. Le frequenze caratteristiche di una membrana generica sono 
tutte distinte. Si può passare da una membrana generica a un’altra 
con un cammino continuo, costituito unicamente da membrane a 
spettro semplice. Inoltre, il cammino tipo che unisce due membrane 
qualunque, non possiede nessuna membrana a spettro multiplo (e- 
scludendo, eventualmente, gli estremi del cammino). 

2. Si può far sì, cambiando due parametri di una membrana, 
che due frequenze caratteristiche coincidano; per ottenere una fre- 
quenza tripla bisogna avere a disposizione cinque parametri indipen- 
denti, per ottenerne una quadrupla, nove, ecc. 

3. Se a partire da una membrana a spettro semplice, deforman- 
dola in modo continuo, si passa a un’altra membrana a spettro sem- 
plice, lungo un cammino generico qualunque, allora alla fine di 
questo prolungamento dalla k-esima frequenza. caratteristica, in or- 
dine di grandezza, della membrana iniziale si ottiene, indipendente- 
mente dal cammino della deformazione, sempre la k-esima (in ordine 
di grandezza) frequenza caratteristica della membrana finale; il 
prolungamento delle autofunzioni, in generale, dipende invece dal 
cammino della deformazione (più precisamente, quando cambia il 
cammino può cambiare il segno dell’autofunzione ottenuta). 

In particolare, se partendo da una membrana a spettro sem- 
plice e deformandola descriviamo un cammino chiuso nello spa- 
zio delle membrane e ritorniamo alla membrana'iniziale dopo 
aver percorso un insieme di membrane a spettro multiplo (che 
possiede codimensione 2), allora la %-esima frequenza caratteri- 
stica riprende il suo valore iniziale, mentre la X-esima autofun- 
zione può cambiare segno. 

C. Influenza delle simmetrie sulla molteplicità dello spettro. 
Lo spettro multiplo è un’eccezione nei sistemi generali, ma -appa- 
re, ed è allora ineliminabile con una piccola deformazione, se il 
sistema dato è simmetrico e le deformazioni ne conservano la 
simmetria. 

Consideriamo, per esempio, ùn sistema composto da tre masse 
uguali disposte ai vertici di un triangolo equilatero congiunte 
fra di loro e con il centro del triangolo da molle tutte uguali, 
e supponiamo che il sistema possa muoversi sul piano del trian- 
golo. Il sistema ha una simmetria rotazionale del terzo ordine. 
Quindi esiste un operatore lineare g, il cui cubo è uguale ad 1, 
che agisce nello spazio delle configurazioni (che ha dimensione 6) 
e che conserva sia la struttura euclidea, definita nello spazio delle 
configurazioni dall’energia cinetica, che l’ellissoide definito dal- 
l'energia pctenziale. 
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Da quanto detto segue che questo ellissoide deve essere un el- 
lissoide di rotazione. In effetti, se g è l'operatore che descrive l’azio- 
ne della simmetria nello spazio delle configurazioni e È è un vetto- 
re, che appartiene a un asse principale dell’ellissoide, allora l’asse 
che ha come direzione gÈ è un asse principale (in altri termini, 
la rotazione g trasforma l’ellissoide in se stesso). 

Ci sono due possibilità per il vettore gè: o gî = È, o i vettori 
È e gÈ sono linearmente indipendenti e formano un angolo di 120° 
nello spazio delle configurazioni. Nel secondo caso si ha che il 
piano costruito sui vettori È e gÈ è formato tutto da assi principali. 
Di conseguenza, l’autovalore corrispondente ad un tale asse è come 
minimo doppio. 

Il nostro ragionamento mostra che le oscillazioni normali di 
un sistema a simmetria rotazionale del terzo ordine possono essere 
di due tipi: invariante rispetto alla rotazione di 120° (gÈ = È), 
o che si trasforma, sotto l’azione di una tale rotazione, in un’o- 
scillazione normale indipendente con la stessa frequenza (gÈ e È 
indipendenti). Nel secondo caso si ottengono tre tipi di oscilla- 
zioni normali con la stessa frequenza (È, gE, g°È), ma solo due tra 
queste sono indipendenti: 


E+gE+g°8=O0, 


dato che la somma di tre vettori complanari di uguale lunghezza, 
che formano angoli di 120°, è uguale a zero. 

Il numero complessivo di oscillazioni normali del nostro 
sistema è uguale a 6. Per sapere quante sono del primo tipo (sim- 
metrico) e quante del secondo tipo (non simmetrico) si può uti- 
lizzare il seguente ragionamento. Consideriamo il caso limite, 
quando ciascuna di queste masse oscilla indipendentemente dalle 
altre. 

In questo caso possiamo scegliere una base ortonormale nello: 
spazio delle configurazioni, costituita da sei oscillazioni normali, 
poste in ogni punto a due a due, tali che un punto si muove e gli 
altri due no. Indichiamo con È; ed n; gli autovettori relativi 
all’i-esimo punto e corrispondenti rispettivamente alle frequenze 
caratteristiche a e d, e siano z;, y; le coordinate nella base orto- 
normale È;, n;. Allora l’energia potenziale si scrive nella forma 


= 4 (0821+ 684?) ++ (a222.+ b9y1) +3 (0223 +02). 


L'operatore di simmetria g permuta gli assi coordinati: 


BÈ, = Sa, Q5,0= Sa, gE,= È, 
BN = N20» 8N2.= N23, 8N3 = N 


Possiamo ora rappresentare il nostro spazio a sei dimensioni 
come la somma diretta ortogonale di due rette e di due piani bidi- 
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mensionali, invarianti rispetto all'operatore di simmetria g. 
Più esattamente, le rette invarianti sono definite dai versori 


En + 5a + Es mtnat na 


mentre i piani invarianti sono i loro complementi ortogonali 
negli spazi generati, rispettivamente, dai versori degli assi coor- 
dinati È, ed n. 

La prima delle due rette rappresenta la direzione dell’oscil- 
lazione normale simmetrica di frequenza a, e la seconda quella 
di frequenza b. Allo stesso modo ogni vettore del primo piano è 
direzione dell'oscillazione normale di frequenza a, che sotto l’azio- 
ne di rotazione di 120° si trasforma in un'’oscillazione normale 
indipendente da essa e di uguale frequenza; per tutti i vettori del 
secondo piano l'oscillazione non è simmetrica ed è di frequenza b. 

Dunque, nel caso degenere considerato di tre punti indipen- 
denti, vi sono due oscillazioni normali indipendenti di tipo simmetri- 
co e quattro di tipo non simmetrico; queste ultime si dividono in due 
coppie. In ogni coppia le oscillazioni hanno la stessi frequenza carat- 
teristica e si ottengono l'una dall’altra mediante una rotazione di 
120° del piano di giacitura dei nostri punti. 

Affermiamo ora che la conclusione ottenuta rimane valida 
per qualunque legge d’interazione fra i nostri punti solo nel caso 
di un’interazione simmetrica, cioè solo nel caso che l'energia po- 
tenziale sia invariante per una rotazione di 120°. 

Scegliamo, infatti, un qualunque sistema composto da sei 
oscillazioni normali È, . . ., G ortogonali fra di loro. Ognuno 
di questi vettori è; nello spazio delle configurazioni o ruota di 
120° o rimane fisso sotto l’azione di un operatore g. Ma tutti i 
vettori invarianti rispetto a g formano un piano bidimensionale 
nello spazio delle configurazioni, mentre tutti quelli che ruotano 
di 120° formano uno spazio di dimensione quattro. Di conseguen- 
za, esattamente due dei sei vettori corrispondono ad oscillazioni 
simmetriche; i rimanenti quattro giacciono nello spazio quadri- 
dimensionale, perpendicolare ai primi due, generato da quei 
vettori, che ruotano di 120°. Prendiamo uno di questi vettori, 
applichiamogli l'operatore g e definiamo il vettore così ottenuto 
come accoppiato con la direzione iniziale dell’oscillazione norma- 
le. Quindi, nel complemento ortogonale al piano ottenuto, relati- 
vamente allo spazio quadridimensionale, prendiamo un qualunque 
vettore ed associamogli la sua immagine sotto l'azione dell’ope- 
ratore g. Otteniamo così un sistema di sei oscillazioni normali, 
che soddisfa le proprietà richieste. © 

Dunque, in un sistema piano generico costituito da tre punti, 
a simmetria rotazionale del terzo ordine, si hanno quattro diverse 
frequenze caratteristiche, di cui due semplici e due doppie. A ciascuna 
delle frequenze caratteristiche semplici corrisponde un'’oscillazione 
normale simmetrica, e a ciascuna di quelle doppie tre oscillazioni 
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normali, che si ottengono l’una dall'altra mediante una rotazione di 
120° e che danno come somma zero (dato che solo due sono indipenden- 
ti). 

Problema. Classificare le oscillazioni normali di un 
sistema con una simmetria del tipo di quella del triangolo equi- 
latero (che è invariante non solo per rotazioni di 120°, ma anche 
per riflessioni rispetto alle altezze). 

Problema. Classificare le oscillazioni normali di un 
sistema, il cui gruppo di simmetria coincide con il gruppo delle 
24 rotazioni del cubo. 

Risposta. Le oscillazioni sono di cinque tipi. Facendo ruo- 
tare ciascuna delle oscillazioni si ottiene un sistema o di 8, o di 6, 
o di 4, o di 2, ovvero di 1 oscillazioni indipendenti (nell’ultimo 
caso le oscillazioni sono completamente simmetriche). 

Osservazione. Per classificare le oscillazioni in si- 
stemi a gruppi di simmetria qualunque è stato elaborato un for- 
malismo speciale (la cosiddetta teoria delle rappresentazioni dei 
gruppi). Confrontare, per esempio, G. Ja. Ljubarskij La teoria dei 
gruppi e la sua applicazione alla fisica, M., « Fizmatgiz », 1958 
(in russo), dove si troveranno le tavole necessarie. 

D. Comportamento delle frequenze di un sistema simmetrico 
per un cambiamento dei parametri che conservi la simmetria. 
Supponiamo ora che il nostro sistema simmetrico dipenda in modo 
del tutto generale da un certo numero di parametri e che la sim- 
metria non sia violata quando cambiano i parametri. Allora anche 
le frequenze caratteristiche di molteplicità diverse dipenderanno 
dai parametri, e sorge la questione dell’urto tra le frequenze 
caratteristiche. Ci limiteremo a formulare i risultati nel caso 
più semplice di sistemi a simmetria rotazionale del terzo ordine 
(nel caso di simmetrie rotazionali di ordine qualunque n = 3, 
la risposta è la stessa). i dettagli si possono trovare negli articoli: 
V. I. Arnold Modi e quasi modi, « Funktsionalnyj analiz i ego pri- 
logenija », 6 : 2, 1972, 12-20 (in russo); V. N. KarpuSkin Sull’asin- 
totica degli autovalori delle varietà simmetriche e sulle rappresenta- 
zioni « più probabili » dei gruppi finiti, « Vestnik MGU, Ser. Mat. », 
1974, n. 2, 9-13 (in russo). 

Le oscillazioni normali di un sistema a simmetria rotazionale 
del terzo ordine si dividono in due tipi: oscillazioni simmetriche 
ed oscillazioni che, con una rotazione di 120°, si trasformano in 
oscillazioni indipendenti da quelle iniziali. Nel caso generale di 
un sistema a simmetria rotazionale del terzo ordine (che non pos- 
sieda in particolare nessuna simmetria complementare), tutte le 
frequenze caratteristiche del primo tipo sono semplici e quelle 
del secorido sono doppie. 

Risulta inoltre che, se il sistema dipende in modo generale 
da un solo parametro ed è simmetrico per tutti i suoi valori, quan- 
do il parametro varia le frequenze caratteristiche delle oscillazioni 
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simmetriche non urtano fra di loro, mentre le frequenze caratteristi- 
che doppie delle oscillazioni non simmetriche non si decompongono. 
Inoltre, le frequenze caratteristiche doppie di oscillazioni non simme- 
triche ugualmente non si urtano. Tuttavia, al variare del parametro, 
le frequenze caratteristiche delle oscillazioni simmetriche e non sim- 
metriche si muovono in modo indipendente fra di loro, cosicché per 
certi valori del parametro possono urtarsi (ed attraversarsi) la fre- 
quenza caratteristica di un'oscillazione simmetrica e quella (doppia) 
di un'oscillazione non simmetrica. 

Affinché si urtino due frequenze caratteristiche di oscilla- 
zioni simmetriche, bisogna far variare come minimo due parame- 
tri, e nel caso di oscillazioni non simmetriche, almeno tre. 

In generale, affinché in una famiglia tipo di sistemi a sim- 
metria rotazionale del terzo ordine si incontrino sistemi, in cui 
vi è l'urto di i frequenze caratteristiche semplici (i oscillazioni 
simmetriche) e j doppie (j oscillazioni non simmetriche) il numero 
di parametri della famiglia deve essere almeno 


(i - 1)(i+ 2/2+}?. 


Applichiamo quanto detto alle oscillazioni di membrane sim- 
metriche. Faremo qui l'ipotesi che a una membrana di tipo gene- 
rale, invariante per rotazioni di 120°, corrisponda un ellissoide di 
tipo generale nello spazio degli ellissoidi dello spazio delle confi- 
gurazioni, invarianti rispetto alla trasformazione indotta nello 
spazio delle configurazioni dalla rotazione della membrana. 

La formulazione esatta di questa ipotesi consiste nel sup- 
porre che l'applicazione dello spazio delle membrane simmetriche 
nello spazio degli ellissoidi simmetrici sia trasversale alle varietà 
degli ellissoidi con un numero diverso di assi multipli per tutte 
le membrane, tranne un insieme di codimensione infinita. 

Se si accetta questa ipotesi, allora si ottengono i seguenti 
risultati sulle oscillazioni delle membrane simmetriche. 

4. Per membrane di tipo generale, invarianti rispetto a rota- 
zioni di 120°, si ha che asintoticamente un terzo delle frequenze carat- 
teristiche (tenuto conto delle loro molteplicità) sono semplici e le 
corrispondenti oscillazioni normali sono invarianti per rotazioni di 
120°. Le rimanenti frequenze caratteristiche sono doppie e ad ognuna 
corrispondono tre autofunzioni, la cui somma è zero e che si ottengono 
luna dall'altra con una rotazione di 120°. 

2. Nelle famiglie generiche a un parametro di tali membrane 
simmetriche si hanno, per valori particolari dei parametri, urti tra 
una frequenza semplice e una doppia, ma non si verificano mai col- 
lisioni di frequenze semplici fra di loro, o di frequenze doppie. 

3. Il numero minimo di parametri di una famiglia di membrane, 
in cui si realizzano urti più complicati di frequenze caratteristiche 
(che non si possono eliminare con una piccola deformazione che con- 


450 


serva la simmetria) è dato dalla formula 
di li-1)+2)/2+ 1210, 


dove v;; è il numero di punti di collisione tra i frequenze semplici e 
Î frequenze doppie. 

In particolare, per una piccola deformazione generica di una 
membrana circolare, che conservi la simmetria rotazionale del 
terzo ordine, si scompone subito un terzo degli autovalori doppi 
(corrispondenti alle autofunzioni che hanno come parte azimutale 
cos 3kg e sen 3kg). Per un'ulteriore deformazione a-un parametro, 
le frequenze caratteristiche semplici e doppie possono attraversar- 
si, ma non si scontreranno mai due frequenze semplici, né due 
frequenze” doppie. 

E. Discussione. L'importanza delle considerazioni generali 
e di simmetria risiede nel fatto che esse permettono di ottenere 
delle informazioni in quei casi, in cui non si riesce a trovare una 
soluzione esatta del problema. 

In particolare, non sono note le forme delle oscillazioni nor- 
mali di quasi tutte le membrane. Ciononostante è possibile con 
ragionamenti di carattere generale dire qualcosa, per esempio, 
sulle molteplicità degli autovalori. 

Lo studio delle oscillazioni ad alta frequenza dei mezzi con- 
tinui ha una grande importanza per una serie di campi (ottica, 
acustica, ecc.) e per trovare le forme approssimate delle oscil- 
lazioni normali sono stati elaborati dei metodi speciali. Uno di 
questi metodi (la cosiddetta asintotica quasi classica) consiste nel 
cercare l'oscillazione in una forma localmente vicina ad un'onda 
armonica semplice di lunghezza piccola, la cui ampiezza e dire- 
zione del fronte, tuttavia, variano leggermente da un punto 
all’altro. 

L'analisi (sulla quale non possiamo qui soffermarci) mostra 
che in alcuni casi si possono costruire delle soluzioni approssimate 
per l'equazione delle autofunzioni, che goda delle proprietà indi- 
cate. Queste soluzioni sono approssimate, nel senso che quasi 
soddisfano l'equazione per le autofunzioni (e non nel senso che 
sono quasi uguali alle autofunzioni effettive). 

In particolare, se la membrana ha la forma di un triangolo 
equilatero, con angoli fortemente arrotondati, si può costruire 
una soluzione approssimata del tipo descritto, che differisce in 
modo apprezzabile dallo zero solo nell'intorno di una delle altezze 
del triangolo. (I fisici chiamano questa soluzione approssimata 
analogo ondulatorio di un raggio che si muove lungo un’altezza 
del triangolo; questo raggio è una traiettoria stabile! di un biliar- 


1 La condizione di stabilità lineare di una traiettoria di biliardo ha 
la forma 


(tra -dbl(lraa dre -)>O, 
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do, che ha la forma della membrana; vedere l'appendice sulle 
asintotiche a onde corte.) 

Da ragionamenti di tipo generale e di simmetria segue che 
membrane generiche a simmetria rotazionale del terzo ordine non 
ammettono vere oscillazioni normali del tipo descritto. In effetti, 
supponiamo che una delle oscillazioni normali della membrana 
sia concentrata vicino ad un'altezza (ma non vicino al centro della 
membrana). Allora, se si ruota l’oscillazione di 120° o di 240°, 
otteniamo tre oscillazioni normali di uguale frequenza caratteri- 
stica. Queste tre oscillazioni sono indipendenti (poiché la loro 
somma è diversa da zero). Dunque, la frequenza caratteristica in 
questione è tripla, il che non è dato di trovare in sistemi generici 
a simmetria rotazionale del terzo ordine. 

Dalla discussione fatta risulta evidente che il cercare di 
costruire un'asintotica rigorosa ad alta frequenza delle autofun- 
zioni è un problema senza speranza di soluzione: è meglio, e in 
questo si può riporre qualche speranza, ottenere delle formule 
approssimate per le oscillazioni quasi normali. Una tale oscilla- 
zione quasi normale può differire notevolmente dalle oscillazioni 
normali effettive, ma se è assegnata una condizione iniziale che le 
corrisponde, allora in un intervallo di tempo abbastanza lungo il 
moto ricorderà un’onda stazionaria (oscillazione normale). 

Un esempio di oscillazione quasi normale è il moto di uno 
di due pendoli uguali, uniti da una molla molto debole. Se al- 
l'istante iniziale facciamo muovere il primo pendolo, mentre il 
secondo è fisso, allora, per un intervallo di tempo lungo, oscil- 
lerà praticamente solo il primo pendolo e le oscillazioni saranno 
quasi normali. Nel caso di vere oscillazioni normali le ampiezze 
dei due pendoli sono uguali. 

Negli ultimi anni molti autori si sono occupati intensamente 
del problema del legame che intercorre tra la geometria della 
membrana e le proprietà delle sue oscillazioni normali (fra gli 
altri, H. Weyl, S. Minakshisundaram e A. Pleiel, A. Selberg, 
J. Milnor, M. Kaz, I. Singer, N. McKean, M. Berger, I. Colin de 
Verdière, J. Chezarain, J. Duistermaat, V. F. Lazutkin, A. I. Sni- 
relman, S. A. Moléanov). 

La risposta alla semplice questione « è possibile ascoltare la 
forma di un tamburo? » è negativa: esistono varietà riemanniane 
non isometriche di uguale spettro. D'altra parte, alcune proprietà 
della varietà si stabiliscono in base allo spettro degli autovalori 
dell’operatore di Laplace e alle proprietà delle autofunzioni (per 
esempio, è possibile stabilire la collezione completa delle lun- 
ghezze delle geodetiche chiuse). 


dove ! è la lunghezza di un segmento di traiettoria, r, e r. sono i raggi di 
curvatura della parete ai suoi estremi. 
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Appendice 11 
Asintotiche ad onde corte 


La descrizione della propagazione della luce in ottica geo- 
metrica per mezzo dei raggi (cioè per mezzo delle equazioni cano- 
niche di Hamilton) o dei fronti d'onda (cioè per mezzo delle equa- 
zioni di Hamilton — Jacobi) dal punto di vista dell'ottica fisica 
è solo un’approssimazione. In base alla rappresentazione dell’ot- 
tica fisica la luce è un'onda elettromagnetica, e l'ottica geometri- 
ca è una prima approssimazione, che descrive bene i fenomeni solo 
quando la lunghezza dell'onda è piccola in confronto alle dimen- 
sioni dei corpi considerati. 

L’equivalente matematico di queste rappresentazioni fisiche 
sono le formule asintotiche per le soluzioni delle corrispondenti 
equazioni differenziali, formule che hanno un’approssimazione 
tanto migliore, quanto maggiore è la frequenza delle oscillazioni 
(cioè quanto più corte sono le onde). Queste formule asintotiche 
sì scrivono in termini di raggi (cioè di moti in un certo sistema 
dinamico hamiltoniano) o di fronti (cioè di soluzioni dell’equa- 
zione di Hamilton — Jacobi). 

Una simile asintotica a onde corte esiste per le soluzioni di 
molte equazioni della fisica matematica, che descrivono tutti 
i possibili processi ondulatori. Essa è chiamata in modo diverso 
nei diversi domini della fisica e della matematica. Per esempio, in 
meccanica quantistica l’asintotica a onde corte si chiama appros- 
simazione quasi classica e la si cerca col metodo WKBJ (Wentzel, 
Kramers, Brillouin, Jeffreys), sebbene molto prima si siano ser- 
viti di questa approssimazione Liouville, Green, Stokes e Ray- 
leigh. 

La costruzione dell’asintotica a onde corte è basata sull'idea 
che localmente si osservi una serie di onde quasi esattamente si- 
nusoidali, ma che la loro ampiezza e la direzione dei loro fronti 
variano lentamente da punto a punto. La sostituzione formale di 
una funzione di questa forma nell’equazione alle derivate parziali, 
che descrive il processo ondulatorio, porta (in prima approssima- 
zione per una lunghezza d’onda piccola) all’equazione di Hamil]- 
ton — Jacobi per i fronti d'onda. Le approssimazioni successive 
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permettono di definire anche la dipendenza dell’ampiezza delle 
oscillazioni dal punto. 

Naturalmente, l’intera procedura deve essere giustificata 
matematicamente. La formulazione esatta e la dimostrazione dei 
relativi teoremi non sono affatto semplici. Le difficoltà maggiori 
derivano dalle cosiddette caustiche (diversamente: punti focali, 
o punti coniugati o quelli di rotazione). 

Le caustiche sono gli inviluppi di famiglie di raggi; si posso- 
no osservare su una parete, illuminata dai raggi riflessi da una 
qualunque superficie curva regolare. Se i raggi, che si introducono 
nella descrizione delle onde, si intersecano e formano delle causti- 
che, nell'intorno delle caustiche si devono allora modificare leg- 
germente le formule dell’asintotica a onde corte. Più precisamen- 
te, la fase delle oscillazioni lungo ogni raggio subisce una discon- 
tinuità standard (di un quarto d'onda) per ogni passaggio del rag- 
gio vicino alla caustica. 

La descrizione esatta di tutti questi fenomeni si fa comoda- 
mente in termini di geometria delle sottovarietà lagrangiane 
del corrispondente spazio delle fasi e delle loro proiezioni sullo 
spazio delle configurazioni. 

In questo modo le caustiche si interpretano come le singo- 
larità della proiezione dallo spazio delle fasi a quello delle confi- 
gurazioni della varietà lagrangiana che definisce la famiglia di 
raggi. Dunque, le forme normali delle singolarità delle proiezioni 
lagrangiane, introdotte all’Appendice 12, forniscono, in partico- 
lare, una classificazione delle singolarità delle caustiche formate 
da sistemi di raggi generici. 

In questa appendice si presentano (senza dimostrazione) le 
formule semplici dell’asintotica a onde corte per l'equazione del- 
la meccanica quantistica di Schròdinger. Un'’esposizione più det- 
tagliata si trova nei seguenti lavori: 

J. Heading Introduzione al metodo degli integrali di fase, 
« Mir », 1965 (in russo), o London, 1962 (vedere in particolare 
l'appendice II del suo libro). 

V. P. Maslov Teoria delle perturbazioni e metodi asintotici, 
« MGU », 1965 (in russo). 

V. I. Arnold Su una classe caratteristica, che entra nelle condi- 
zioni di quantizzazione, « Funktsionalnyj analiz i ego prilogenija », 
t. I, fasc. 1, 1967, 1-14 (in russo). 

L. Hòrmander Operatori integrali di Fourier, «Acta Matemati- 
ca » 127, 1-2, 1971, 149 (in inglese). 

A. Approssimazione quasi classica per le soluzioni dell’equa- 
zione di Schrodinger. Si chiama equazione di Schròdinger per una 
particella posta in un campo di potenziale UV nello spazio eucli- 
deo l’equazione relativa alla funzione complessa w (9g, #) 


in = TE Ap+U(g)w, gER", ER. 
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Qui À è una costante reale, che è il piccolo parametro del problema 
considerato, mentre A è l'operatore di Laplace. 


Supponiamo che la condizione iniziale abbia la forma a onda 
corta 


1 
—- $ 
pli=o=9(ge®°®, 
dove la funzione regolare è non nulla solo all’interno di una re- 
gione limitata. Mostreremo, più in basso, la formula asintotica 
{per & + 0) per la soluzione dell’equazione di Schròdinger, corri- 
spondente a tale condizione iniziale. 
Prima di tutto consideriamo il moto di una particella classica 


immersa in un campo di potenziale U, cioè le equazioni di Hamil- 
ton 


A 6H . OH L 


nello spazio delle fasi 2n-dimensionale. Le soluzioni di queste 
equazioni definiscono un flusso di fase (con alcune condizioni 
per il potenziale, che noi supponiamo realizzate; queste condizio- 
ni impediscono l'allontamento all’infinito in un tempo finito). 
Associamo alle nostre condizioni iniziali una sottovarietà 
lagrangiana dello spazio delle fasi (cioè una varietà, la cui dimen- 
sione è uguale alla dimensione dello spazio delle configurazioni 
e sulla quale si annulla identicamente la 2-forma dp / dg, che 
definisce la struttura simplettica sullo spazio delle . fasi). Più 
precisamente, definiamo l’« impulso » corrispondente alla nostra 
condizione iniziale come il gradiente di fase, cioè poniamo 


p (9) = ds/dq. 


Lemma. Qualunque sia la funzione regolare s, il grafico della 
funzione p (q) costruito a partire da questa funzione nello spazio delle 
fasi R?"° = {(p, q)} è una varietà lagrangiana. Inversamente, se 
una varietà lagrangiana si proietta univocamente su un q-spazio 
{è un grafico), allora essa è definita da una funzione generatrice s 
secondo la formula precedente. 

Indichiamo la varietà lagrangiana, costruita a partire dalla 
condizione iniziale (dalla funzione s), con M. Il flusso di fase g', 
in un tempo t, trasforma la varietà M in un'altra varietà g' M. 
Anche questa nuova varietà è lagrangiana, poiché il flusso di 
fase conserva la struttura simplettica. 

Per t piccoli la nuova varietà lagrangiana, come la vecchia, 
si proietta univocamente sullo spazio delle configurazioni. Tut- 
tavia, per t grandi, ciò non è necessariamente vero (fig. 244). 

In altri termini, in un punto Q dello spazio delle configura- 
zioni si possono proiettare più punti della nuova varietà lagran- 
giana. Supporremo che questi punti siano in numero finito e che 
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siano tutti non degeneri (cioè che sia non degenere la derivata del- 
l'applicazione proiettiva della nuova varietà lagrangiana sullo 
spazio delle configurazioni, in ognuno dei punti che si proiettano 
nel dato punto @W). 

La condizione di non degenerazione è realizzata per quasi 
tutti i punti Q. Quei punti singolari Q, per i quali essa non è sod- 
disfatta, formano un insieme di misura nulla nello spazio delle 
configurazioni. Nel caso generale, questo insieme è una superficie, 
la cui dimensione è di un’unità inferiore a quella dello spazio 


9; q 7 
Fig. 244. Trasformazione di varietà lagrangiane sotto il flusso di fase, 


delle configurazioni. Questa superficie, che svolge il ruolo di 
caustica nel nostro problema, può avere essa stessa delle singolari- 
tà piuttosto complicate. 

I punti della nuova varietà lagrangiana, che si proiettano in 
Q, provengono da certi punti della varietà lagrangiana iniziale 
sotto l’azione del flusso di fase (la varietà di partenza è costruita 
utilizzando la condizione iniziale). In altri termini, nel punto Q 
al tempo t giungono più traiettorie della particella classica, le cui 
condizioni iniziali appartengono alla varietà lagrangiana di par- 
tenza. 

Indichiamo con (p;, g;) tali punti iniziali dello spazio delle 
fasi e con S; l’azione lungo la traiettoria del flusso di fase, che 
esce dal punto (p;, g;). Più esattamente poniamo 


t ° 


S,(0, t)=s(9))+ | La0, dove L= —U(9) e 8° (pn 9,)= 


0 
=(p(0), 9(0)). 


Allora per h-+0 la soluzione dell'equazione di Schridinger, con 
funzioni s e @ definite da una condizione iniziale oscillante, ha per 
asintotica 


IL 
2 


vo, =D) e| +01), 
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dove 1, è un numero intero (indice di Morse), la cui definizione è 
data in seguito. 

Per aver chiaro il senso di questa formula, consideriamo dap- 
prima il caso di un intervallo di tempo t piccolo. In questo caso 
la somma si riduce a un unico termine, poiché la varietà lagran- 
giana, ottenuta da quella iniziale per trasformazione effettuata 
dal flusso di fase in un tempo t, si proietta sullo spazio delle con- 
figurazioni in modo univoco. In altri termini, della famiglia delle 
particelle, che corrispondono alla condizione iniziale dell’equa- 
zione di Schrédinger, solo una giunge in Q in un tempo & piccolo. 

Per t piccoli l'indice di Morse è uguale a zero (come vedremo 
sotto in, base alla sua definizione). Dunque, la funzione w (Q, t) pos- 
siede, così come la condizione iniziale, una forma rapidamente 
oscillante. 

D'altra parte la funzione $, che definisce i fronti d’onda al- 
l'istante f, non è altro che il valore all’istante t della soluzione del- 
l'equazione di Hamilton — Jacobi, la cui condizione iniziale è 
data dalla funzione s, che definisce i fronti d’onda all'istante ini- 
ziale. L'ampiezza delle onde, all'istante # nel punto Q, si ricava 
dalla loro ampiezza all’istante iniziale, nel punto di partenza 
della traiettoria che giunge in Q, moltiplicandola per un certo 
fattore. Questo fattore è scelto in modo tale che durante il moto 
delle particelle, corrispondenti alla nostra condizione iniziale, 
l'integrale del quadrato di modulo della funzione w, esteso al 
dominio dello spazio delle configurazioni riempito dalle parti- 
celle, non vari nel corso del tempo. (Si suppone qui che all’i:tante 
iniziale sia stato scelto un dominio qualunque dello spazio delle 
configurazioni, quindi si considerano sulla varietà lagrangiana di 
partenza i punti di fase, le cui proiezioni sullo spazio delle confi- 
gurazioni si trovano in quel dominio, poi le loro immagini sotto 
l’azione del flusso di fase dopo un tempo t e, infine, le proiezioni 
di queste immagini sullo spazio delle configurazioni, che formano 
il dominio « riempito dalle particelle all'istante t ».) 

B. Indici di Morse e di Maslov. Il numero y, si definisce come 
il numero di punti focali alla varietà M sull’intervallo [0, #} 
della curva di fase, che esce dal punto (Py, dj). 

La definizione di punto focale a M è la seguente. Abbiamo 
scelto il punto Q in modo tale che in esso sia soddisfatta la condi- 
zione di non degenerazione per la proiezione della varietà lagran- 
giana ottenuta all'istante { da quella di partenza M. Tuttavia, se 
consideriamo l’intera curva di fase che esce dal punto (p,, g;), 
in certi istanti di tempo 0, compresi fra 0 e t, la condizione di non 
degenerazione può non essere soddisfatta nel punto (p (0), 9 (0)) 
della varietà lagrangiana g* M. Proprio questi punti si chiamano 
punti focali alla varietà M lungo la curva di fase considerata. 

Osserviamo che le definizioni di punto focale a M e di indice 
di Morse non dipendono dall’equazione di Schròdinger, ma si 
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riferiscono semplicemente alla geometria del flusso di fase nel 
fibrato cotangente allo spazio delle configurazioni (0, il che è lo 
stesso, al calcolo variazionale). In particolare, come varietà lagran- 
giana M si può prendere una fibra del fibrato cotangente, che passa 
per il punto (po, 9o) (definita dall’equazione q = 90). 

In questo caso, un punto focale a M sulla curva di fase, che 
esce da (po, 90) si dice coniugato del punto iniziale (più precisa- 
mente, la proiezione di questo punto focale sullo spazio delle 
configurazioni si chiama punto coniugato del punto q, lungo l’estre- 
male dello spazio delle configurazioni, che esce dal punto 9, con 
impulso p,). Nel caso ancora più particolare uel moto lungo una 
geodetica su una varietà riemanniana, un punto focale a una 
fibra del fibrato cotangente si dice coniugato del punto iniziale 
di una geodetica lungo di essa. Per esempio, il polo sud della 
sfera è punto coniugato del polo nord lungo qualunque meri- 
diano. 

L'indice di Morse di un segmento di geodetica, uguale al nu- 
mero di punti coniugati dell’origine, giuoca un ruolo importante 
nel calcolo variazionale. Più esattamente, consideriamo il diffe- 
renziale secondo dell’azione come una forma quadratica sullo 
spazio delle variazioni della geodetica studiata (con estremità 
vincolate). Allora l'indice negativo d'inerzia di questa forma qua- 
dratica è uguale all'indice di Morse (vedere, per esempio, J. Milnor 
La teoria di Morse, «Mir», 1965 (in russo), o Princeton, 
1963). 

Dunque, fino al primo punto coniugato la geodetica realizza 
il minimo dell’azione, con il che si giustifica la denominazione 
di « principio di minima azione » per diversi princìpi variazionali 
della meccanica. 

‘Notiamo che per calcolare l'indice di Morse i punti focali 
devono essere contati con le loro molteplicità (la molteplicità 
di un punto focale generico è uguale a 1). 

L'indice di Morse è un caso particolare del cosiddetto indice 
di Maslov, che è definito, indipendentemente dal flusso di fase, 
per curve qualunque su una varietà lagrangiana del fibrato cotan- 
gente sopra lo spazio delle configurazioni. 

Consideriamo la proiezione della nostra varietà lagrangiana 
n-dimensionale sullo spazio delle configurazioni, anch'esso di 
dimensione n. Si tratta di un'applicazione regolare di varietà di 
uguale dimensione. Essa può avere punti singolari, cioè punti 
in cui il rango della derivata di applicazione si abbassa e nell’in- 
torno dei quali la proiezione non è un diffeomorfismo. 

Risulta che, in generale, l'insieme dei punti singolari è di 
dimensione n — 1 e consiste dell'unione della varietà regolare di 
dimensione n — 1 dei punti singolari semplici, in cui il rangosi 
abbassa di 1, e di una collezione finita di varietà, le cui dimensioni 
sono uguali o minori.di n — 3. 
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Qui « in generale » significa che si possono ottenere le pro- 
prietà indicate con una modificazione piccola a piacere della va- 
rietà lagrangiana, per la quale essa resta tale. 

E essenziale sottolineare che tra le parti di rango diverso, in 
cui si divide l'insieme dei punti singolari, non ve ne sono di dimen- 
sione n — 2. Ai punti singolari semplici, che formano una varietà 
di dimensione n — 1, seguono i punti, dove il rango si abbassa di 
due unità, ed essi formano una varietà di dimensione n —'3. 
La proiezione dell'insieme dei punti singolari sullo spazio delle 
configurazioni (la caustica) è formata, in generale, di parti di tutte 
le dimensioni da 0 a n — 1 senza eccezioni. I 

Risulta inoltre che la varietà di dimensione n — 1 dei punti 
singolari semplici è disposta sulla varietà lagrangiana su due lati; 
più esattamente, si può definire nel modo seguente l’orientazione 
delle normali in tutti i suoi punti. 

Consideriamo un qualunque punto singolare semplice di una 
varietà lagrangiana. 

Sia 91. - - «1 In un sistema di coordinate nell'intorno della 
proiezione di questo punto sullo spazio delle configurazioni. 
Siano pi, - . -1 Pn le corrispondenti coordinate nelle fibre del 
fibrato cotangente. Nell’intorno del nostro punto singolare la 
varietà lagrangiana può essere considerata come il grafico di una 
funzione vettoriale (91, Ps, - - -, Pn) delle variabili (p,, 92, - è - 

- «» In) (0 di una funzione vettoriale di forma analoga, in cui il 
ruolo di coordinata scelta sarà svolto non dalla prima, ma da una 
qualunque delle restanti). 

I punti singolari nell’intorno di quello considerato si deter- 
minano allora in base alla condizione d9,/0p, ='0. Per varietà 
lagrangiane generiche questa derivata cambia segno al passaggio 
da un lato all’altro della varietà dei punti singolari, nell’intorno 
considerato del punto singolare semplice. Scegliamo come lato 
positivo quello dove questa derivata è positiva. 

Osserviamo che si deve dimostrare l'accordo della definizione 
di direzione positiva nell'intorno dei diversi punti. Inoltre, biso- 
gna dimostrare che la direzione positiva nell'intorno di un punto 
è definita correttamente, cioè nor dipende dal sistema di coordi- 
nate. Tutto ciò si può fare con dei calcoli diretti (vedere l'articolo, 
apparso in « Funktsionalnyj analiz », citato sopra). 

Ora, l'indice di Maslov di una curva orientata su una varietà 
lagrangiana si definisce come il numero di passaggi dal lato nega- 
tivo a quello positivo della varietà delle singolarità, meno il 
numero dei passaggi inversi. Si suppone che le estremità della 
curva siano non singolari e che essa intersechi solo la varietà dei 
punti singolari semplici, sempre sotto angoli non nulli. Dopo aver 
definito l'indice per tali curve, lo si può definire per ogni curva, 
che congiunga due punti non singolari: basta approssimare la 
curva in questione con un'altra, tale che intersechi esclusivamente 
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la varietà dei punti singolari semplici, sempre sotto angoli non 
nulli. Si può mostrare che l'indice non dipende dalla curva usata 
nell'’approssimazione. 

Problema. Trovare l'indice della circonferenza p = 
= cos t,q= sen t, orientata dal parametro t, 0 < t < 2a, sulla 
varietà lagrangiana p* + g° = 1 del piano di fase. 

Risposta. +2. 

Infine, l’indice di Morse di una curva di fase di R?” si può 
ora definire come l'indice di Maslov di una curva su una varietà 
lagrangiana, di dimensione n + 1, di uno spazio delle fasi di 
dimensione 2rn + 2, scelto in modo appropriato. In questo spazio 
le coordinate sono (Po, P; o. 9) (dove (p, 9g) E R?"). Se si pone qui 
Qo = t, Po = —H (p,Q), esi fa percorrere al punto (p, g) la varie- 
tà lagrangiana n-dimensionale di R?” ottenuta da quella di par- 
tenza al tempo t sotto l’azione del flusso di fase, allora, al variare 
di t, i punti ottenuti in ?"+? descriveranno una varietà lagran- 
giana di dimensione n + 1. Il grafico del moto del punto di fase 
sotto l’azione del flusso di fase può essere considerato come una 
curva di questa varietà lagrangiana n + 1-dimensionale. Si ve- 
rifica che l'indice di Maslov di tale grafico coincide con l'indice di 
Morse della curva di fase iniziale. 

C. Indici delle curve chiuse. Gli indici delle curve chiuse, 
definite su sottovarietà lagrangiane di uno spazio delle fasi linea- 
re, possono essere calcolati anche per mezzo di una struttura com- 
plessa. Introduciamo nello spazio lineare delle fasi R?" = {(p, 9)}, 
oltre alla struttura simplettica dp /\ dg, anche una struttura eu- 
clidea (con quadrato scalare p? + g°) e una struttura complessa 
definita dalla moltiplicazione per l’unità immaginaria 


I: R?" + R?", I (p, 9)= (—9, p)}, z=Ppt+ iq, 
C" = {2}. 


Tutte e tre le strutture sono legate dalla relazione 
la, y) = (Iz, y), 


dove le parentesi quadre indicano il prodotto antiscalare. 

Le trasformazioni lineari dello spazio delle fasi, che con:er- 
vano due qualunque di queste strutture (nel qual caso conservano 
anche la terza), si chiamano unitarie. Tali trasformazioni mandano 
piani lagrangiani in piani lagrangiani. 

Ogni piano lagrangiano può essere ricavato da uno qualunque 
(per esempio, da un piano reale di R”, definito dall’equazione 
q = 0) per mezzo di una trasformazione unitaria. Due trasforma- 
zioni unitarie 4, B qualunque, che mandano un piano reale nello 
stesso piano lagrangiano, differiscono tra loro per una trasforma- 
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zione unitaria che è reale ed ortogonale: 
B= AC, dove CR* = R°. 


Inversamente, applicando prima una trasformazione orto- 
gonale non si cambia l’immagine di un piano reale per una trasfor- 
mazione unitaria. 

Osserviamo ora che il determinante di una trasformazione or- 
togonale è uguale a +1. Dunque il quadrato del determinante di 
una trasformazione unitaria, che manda un piano reale in un dato 
piano lagrangiano, dipende solo da questo piano e non dipende 
affatto dalla scelta particolare della trasformazione unitaria. 

Dopo queste osservazioni preliminari, torniamo alla nostra 
varietà lagrangiana e alla curva orientata chiusa, definita su 
di essa. In ogni punto della curva esiste un piano tangente alla 
varietà lagrangiana nello spazio lineare simplettico. Il quadrato 
del determinante di una trasformazione unitaria, che manda un 
piano reale in uno tangente, è un numero complesso in modulo 
uguale all'unità. Questo numero complesso varia durante il moto 
del punto lungo la nostra curva chiusa. Nel tempo necessario al 
punto per compiere un giro completo della curva chiusa, il qua- 
drato del determinante effettua un numero intero di rotazioni 
intorno all'origine delle coordinate del piano della variabile com- 
plessa, che è orientato da 1 a i. Questo numero intero è proprio 
l'indice della curva chiusa considerata. 

Gli indici delle curve chiuse entrano nelle formule asinto- 
tiche dei problemi stazionari (delle oscillazioni normali). Suppo- 
niamo che il flusso di fase, corrispondente al potenziale U, ammet- 
ta una varietà lagrangiana invariante posta sul livello d'energia 
H = E. Allora l'equazione 


+ Ap=X2(U(9)— E) % 


possiede una serie di autovalori Ày + co di asintotica Ay = 
= un + O (ur), se per tutti i contorni chiusi y definiti sulla no- 
stra varietà lagrangiana è soddisfatta l’identità 


2 
ma $ pdq= ind y(mod 4). 
Y 


Nel caso unidimensionale la varietà lagrangiana è una cir- 
conferenza, il suo indice è uguale a 2, e la precedente formula si 
tiduce alla cosiddetta « condizione di quantizzazione » 


pv $ pdg=22(N+5). 
y 
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Anche le autofunzioni corrispondenti a questi autovalori sono 
legate alla varietà lagrangiana, ma questo legame non è così sem- 
plice. In effetti, non si riescono a scrivere delle formule asintoti- 
che per le autofunzioni, ma solo delle formule per funzioni, che 
soddisfano approssimativamente l'equazione delle autofunzioni. 
Queste funzioni risultano piccole all'esterno della proiezione della 
varietà lagrangiana sullo spazio delle configurazioni. Le formule 
asintotiche hanno delle. singolarità nell’intorno delle caustiche, 
che si formano sotto l'applicazione proiettiva. 

Tuttavia, le vere autofunzioni possono comportarsi in modo 
completamente diverso, almeno se l’autovalore è multiplo o se 
esistono altri autovalori vicini ad esso (vedere l’Appendice 10). 


Appendice 12 
Singolarità lagrangiane 


Le singolarità lagrangiane sono le singolarità delle proie- 
zioni delle varietà lagrangiane sullo spazio delle configurazioni. 
Tali singolarità si incontrano nello studio delle soluzioni in grande 
dell'equazione di Hamilton — Jacobi, in quello delle caustiche, 
dei punti focali e coniugati, nell'analisi della propagazione delle 
discontinuità e delle onde d’urto nella meccanica del mezzo con- 
tinuo, e anche nei problemi che conducono all’asintotica a onde 
corte (vedere l’ Appendice 11). 

Per descrivere le singolarità lagrangiane, si deve prima spen- 
dere qualche parola sulle singolarità delle applicazioni regolari 
in generale. Cominciamo con gli esempi più semplici. 

A. Singolarità delle applicazioni regolari di una superficie su 
un piano. L'applicazione proiettiva della sfera sul piano possiede 
una singolarità in corrispondenza all'equatore della sfera (sul- 
l’equatore il rango della derivata si abbassa di un'unità). Per questo, 
sul piano di proiezione si forma una curva (il cosiddetto « contorno 
apparente »), che limita domini i cui punti hanno un numero di- 
verso di controimmagini: ogni punto del piano, posto all’interno 
del contorno apparente, ne possiede due, mentre i punti posti al- 
l'esterno, nessuna.! 

In casi meno semplici, il contorno apparente può presentare 
delle singolarità più complicate. Consideriamo, ad esempio, la 
superficie definita nello spazio tridimensionale, di coordinate 
(x, Y, 2), dall’equazione (fig. 245) 


r=yU2z — 23 


e l'applicazione proiettiva parallelamente all'asse z sul piano 
delle coordinate (x, y). 

I punti singolari della proiezione formano una curva regolare 
sulla superficie (di equazione 3z° = y). Tuttavia l’immagine di 
questa curva sul piano (7, y) non è una curva regolare. Questa 
immagine è una parabola semicubica, con cuspide nel punto 
(0, 0), di equazione 


27x° = 4y3. 
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Tale curva divide il piano in due parti: una più piccola (al- 
l'interno della cuspide) e una più grande (all’esterno). Sopra ogni 
punto posto all'interno si trovano tre punti della nostra superfi- 
cie, mentre sopra quelli posti all'esterno solo uno. 

Consideriamo ora una qualunque piccola deformazione della 
nostra superficie. Risulta che, se si proietta una superficie arbi- 
traria vicina alla nostra, il contorno apparente possiede sempre 
una singolarità analoga (una cuspide semicubica) in un punto, 

vicino alla singolarità del contor- 
no apparente della superficie ini- 
ziale. In altri termini, la singola- 
rità considerata non, si elimina con 
una piccola deformazione della su- 
perficie. 

Inoltre, invece di deformare 
la superficie si può deformare come 
si vuole la .stessa applicazione 
proiettiva della superficie sul piano 
(senza preoccuparsi che essa sia 
proiettiva), purché essa resti rego- 
lare e la deformazione sia piccola. 

T Y Anche per tali deformazioni la 
cuspide non scompare, ma si de- 

Fig. 245. Singolarità di Whit- forma solo un poco. 
ney. Gli esempi menzionati qui 
esauriscono tutte le singolarità 
tipiche delle applicazioni di una superficie su un piano. Si può 
dimostrare che le singolarità più complesse si eliminano con una 
piccola deformazione. Dunque, deformando leggermente una qua- 
lunque applicazione regolare, si può sempre fare in modo che nel- 
l’intorno di ogni punto della superficie proiettata l'applicazione 
sia non singolare, oppure costruita come l'applicazione proiettiva 
della sfera sul piano vicino all'equatore o infine come l’applica- 
zione proiettiva della superficie prima considerata, con una cu- 

spide cubica sul contorno apparente. 

L'espressione « costruita come » significa che sulla superfi- 
cie controimmagine e sul piano immagine si possono scegliere 
delle coordinate locali (nell'intorno del punto considerato e 
della sua immagine), tali che in esse l'applicazione si scrive in 
una forma speciale. Più precisamente, le forme normali, cui si 
riduce l'applicazione della superficie sul piano nell’intorno dei 
punti dei tre tipi indicati sopra, sono 


Yi = Xx, Y, = xa (punto non singolare), 
Yi = Ti, Yz = Tx, (piega come sull’equatore della sfera), 
Yi = X,Ta — TÎ, Yg = x (increspatura con una cuspide di 


contorno apparente). 
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Qui (;, 7.) sono le coordinate locali sulla controimmagine, (y,, Y2) 
sull'immagine. 

Le dimostrazioni dei teoremi menzionati (formulati da 
H. Whitney) e le loro generalizzazioni al caso multidimensiona- 
le si possono trovare nei lavori sulla teoria delle singolarità delle 
applicazioni regolari, per esempio in: 

V. I. Arnold Singolarità delle applicazioni regolari, « Uspe- 
khi matematiceskikh nauk » 23, n. 1, 1968, 3-44 (in russo). 

R. Thom, G. Levine, J. Maser e altri Singolarità delle ap- 
plicazioni differenziabili, « Mir », 1965, traduzione in russo di 
Stability of C°-mapping, I-IV, « Ann. Math. » 87, 1968, 89, 1969, 
254-291. 

B. Singolarità della proiezione delle varietà lagrangiane. 
Consideriamo ora una varietà delle configurazioni n-dimensionale, 
il corrispondente spazio delle fasi di dimensione 2n e una sotto- 
varietà lagrangiana, di dimensione n, di questo spazio (cioè una 
sottovarietà n-dimensionale, sulla quale si annulla identicamente 
la 2-forma che definisce la struttura simplettica dello spazio delle 
fasi). 

Proiettando la varietà lagrangiana sullo spazio delle con- 
figurazioni, otteniamo l'applicazione di una varietà regolare 
n-dimensionale su un’altra della stessa dimensione. 

In un punto comune questa applicazione è un diffeomorfismo 
locale, tuttavia in certi punti della varietà lagrangiana il rango 
del differenziale si abbassa. Tali punti si dicono singolari. Proiet- 
tando l’insieme dei punti singolari nello spazio delle configura- 
zioni si forma « il contorno apparente », che nel caso lagrangiano 
si chiama caustica. 

Le caustiche possono presentare delle singolarità complesse, 
ma, così come nella teoria generale delle singolarità delle applica- 
zioni regolari, ci si può disfare con una piccola deformazione delle 
singolarità troppo complicate. (Qui per piccola deformazione si 
intende una deformazione piccola della varietà lagrangiana nello 
spazio delle fasi, tale che la varietà resti lagrangiana.) 

Con il che restano solo le singolarità più semplici inelirina- 
bili, per le quali si possono scrivere le forme normali e fare uno 
studio dettagliato una volta per sempre. Nello studio di problemi 
generici, che non godono di alcuna particolare proprietà di sim- 
metria, è naturale attendersi di trovare solo le singolarità più 
semplici ineliminabili. 

Consideriamo, per esempio, le caustiche che si formano quan- 
do una parete è illuminata dalla luce proveniente da una sorgente 
puntiforme e riflessa da una qualunque superficie curva regolare 
(qui lo spazio delle fasi, di dimensione quattro, è formato dalle 
rette che intersecano la superficie della parete in tutte le direzioni 
possibili, mentre la sottovarietà lagrangiana è costruita dai raggi 
di luce usciti dalla sorgente, per intersezione con la parete). 
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Spostando la sorgente si può osservare, che, in generale, le causti- 
che presentano solo delle singolarità semplici (cuspidi semicubi- 
che), mentre le singolarità più complesse non appaiono che per 
delle posizioni eccezionali della sorgente. 

Si elencano, più in basso, le forme normali per le singolarità 
della proiezione di una sottovarietà lagrangiana n-dimensionale, 
da uno spazio delle fasi di dimensione 2r sullo spazio delle confi- 
gurazioni n-dimensionale, n < 5. Queste forme normali sono in 
numero finito e la loro classificazione è legata (in modo piuttosto 
oscuro) a quella dei gruppi semplici di Lie, dei punti critici sem- 
plici degeneri delle funzioni, dei poliedri regolari e di molte 
altre entità. Per n = 6 le forme normali di certe singolarità devono 
necessariamente contenere dei parametri. Per maggiori dettagli 
si rimanda il lettore all’articolo: 

V. I. Arnold Forme normali di funzioni nell’intorno di punti 
critici degeneri, gruppi di Weyl A,, Dx, En esingolarità lagrangiane, 
« Funktsionalnyj analiz i ego prilogenija », 6.: 4,.1972, 3-25 (in 
russo). ° 

C. Tavola delle forme normali delle singolarità tipo delle 
proiezioni di varietà lagrangiane di dimensione n < 5. Faremo 
uso delle seguenti notazioni: 

(91: - - -: An) indicano le coordinate nello spazio delle con- 
figurazioni; 

(P1) - - -, Pn) Sono invece i corrispondenti impulsi, cosicché 
p eq insieme formano un sistema simplettico di coordinate nello 
spazio delle fasi. 

La varietà lagrangiana sarà definita per mezzo della funzione 
generatrice F con le formule 


qi = 9F/dpi, p,i= — 9F/9qg,;, 


dove l'indice i percorre una parte dell'insieme (1, ..., n), e 
l'indice j la parte restante. Più precisamente, è i = 41, j >1 per 
le singolarità, indicate nella lista con A,,ei= 1, 2, j >2 per 
le singolarità indicate con Dx ed E,. 

In queste notazioni si può pensare che una stessa espressione 
di F (p;, g;) definisca una varietà lagrangiana in spazi di dimen- 
sioni diverse: possiamo scrivere tanti argomenti g; quanti ne vo- 
gliamo, dai quali f non dipende affatto. 

La lista delle forme normali delle singolarità tipo è la se- 
guente: 


per n= 1 
Ax F= pi; AgF=t pi: 
per n = 2, oltre alle precedenti, si hanno 
Ag:F= ++ qepî: 
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per n = 3, oltre alle tre precedenti, abbiamo ancora 
AF= + pi + gapi + 9aP, 
Di: F= + pipa + Pì + gsPi; 
per n = 4, oltre alle cinque precedenti, abbiamo 
Asi F= +P+ Pi + dapi + 9aP1, 
Ds: F = + pìPa + Pi + UPì + gap; 
per n = », oltre alle sette precedenti, abbiamo 
Ag F=+pitgsP +... + qpPi 
Dy: F = + pipa + Pi + gspî + Pi + gsPi: 
Es: F = + pi + Pì + dsPaPi + &PiPa + doi 


D. Discussione delle forme normali. Un punto del tipo A 
è non singolare. 

La singolarità del tipo A, è una singolarità del tipo a piega. 
In effetti, se come coordinate sulla varietà lagrangiana si prendono 
(Pi 92» - - -» In): allora l'applicazione proiettiva si scrive 


(Pi, das <- -s dn) > (+ 3pi, Gar è 0 - In) 


La singolarità.del tipo 4; è una crespa con cuspide semicubica 
sul contorno apparente. Per convincersene, basta scrivere espli- 


Fig. 246. Singolarità tipo delle caustiche nello spazio tridimensionale. 
citamente l’applicazione corrispondente della varietà lagrangiana 
bidimensionale sul piano: 

(P1, 93)» (© 4Pi + 242P1, 92). 


La singolarità del tipo A, appare per la prima volta nel caso 
tridimensionale e la corrispondente caustica è una superficie dello 
spazio tridimensionale (fig. 246), con una singolarità detta a coda 
di rondine (l'abbiamo già incontrato al $ 46). 
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La caustica della singolarità di tipo D, è una superficie dello 
spazio tridimensionale con tre spigoli cuspidali (del tipo A;), 
tangenti in un punto; inoltre due di questi spigoli possono essere 
immaginari, cosicché esistono due varianti di caustica D,. 

E. Equivalenze lagrangiane. Bisogna ora dire in che senso 
gli esempi citati sono le forme normali delle singolarità tipo della 
proiezione delle varietà lagrangiane. Prima di tutto definiamo 
quali singolarità si considerano « costruite nello stesso modo ». 

Chiameremo per brevità applicazione lagrangiana, l’applica- 
zione proiettiva di una varietà lagrangiana sullo spazio delle 
configurazioni. Siano date due applicazioni lagrangiane di varietà 
di uguale dimensione n (le corrispondenti varietà lagrangiane 
n-dimensionali sono poste, in generale, in spazi delle fasi diversi, 
che sono i fibrati cotangenti di due diversi spazi delle configura- 
zioni). Diremo che due tali applicazioni lagrangiane sono equiva- 
lenti in senso lagrangiano, se esiste un diffeomorfismo simplettico 
del primo spazio delle fasi sul secondo, che manda una fibra del 
primo fibrato cotangente in una fibra del secondo # la prima va- 
rietà lagrangiana nella seconda. Lo stesso diffeomorfismo simplet- 
tico si chiama allora equivalenza lagrangiana di applicazioni. 

Osserviamo che due applicazioni lagrangiane, equivalenti in 
senso lagrangiano, si trasformano l’una nell’altra per mezzo di 
diffeomorfismi nello spazio controimmagine e in quello immagine 
(o, come si dice in analisi, si trasformano l’una nell'altra con una 
sostituzione di coordinate nella controimmagine e nell’immagine). 
In effetti, la restrizione del nostro diffeomorfismo simplettico a 
una varietà lagrangiana definisce un diffeomorfismo delle contro- 
immagini; il diffeomorfismo degli spazi delle configurazioni 
immagine ha origine perché una fibra si trasforma in una fi- 
bra. 

In particolare, le caustiche di due applicazioni, equivalenti 
in senso lagrangiano, sono diffeomorfe; dunque la classificazione 
a meno dell'equivalenza lagrangiana implica la classificazione 
delle caustiche. Tuttavia l'applicazione a meno dell’equivalenza 
lagrangiana, in generale, è più fine della classificazione delle 
caustiche, dato che dal fatto che le caustiche siano diffeomorfe 
non deriva, in generale, l'equivalenza lagrangiana delle applica- 
zioni. Inoltre, la classificazione a meno dell’equivalenza lagran- 
giana è più fine della classificazione a meno dei diffeomorfismi 
della controimmagine e dell'immagine, poiché non ogni tale cop- 
pia di diffeomorfismi è realizzata da un diffeomorfismo dello 
spazio delle fasi. 

Un’applicazioane lagrangiana, considerata nell’intorno di un 
punto prescelto, si dice equivalente in questo punto in senso lagran- 
giano a un’altra applicazione lagrangiana (che possiede ugual- 
mente un punto prescelto), se esiste un’equivalenza lagrangiana 
della prima applicazione in un intorno del primo punto sulla 
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seconda in un intorno del secondo punto, che trasformi il primo 
punto nel secondo. 

Ora possiamo formulare il teorema sulla classificazione del- 
le singolarità delle applicazioni lagrangiane per dimensione 
nsoi. 

Ogni varietà lagrangiana n-dimensionale (n % 5) si può trasfor- 
mare, con una deformazione piccola quanto si vuole nella classe delle 
varietà lagrangiane, in un'altra tale che l’applicazione proiettiva 
sullo spazio delle configurazioni sarà in ogni punto equivalente in 
senso lagrangiano a una delle applicazioni lagrangiane della lista 
indicata sopra. 

In particolare, una varietà lagrangiana bidimensionale può 
essere trasformata, per mezzo di una deformazione piccola a pia- 
cere nella classe delle varietà lagrangiane, in una generica varietà, 
tale che l'applicazione proiettiva sullo spazio delle configurazioni 
(bidimensionale) non avrà altre singolarità, a parte delle pieghe 
(che si riducono con un’equivalenza lagrangiana alla forma norma- 
le A4,) e delle increspature (che con una equivalenza lagrangiana si 
riducono alla forma normale Ag). 

Osserviamo che l’affermazionerelativa alle varietà lagrangia- 
ne bidimensionali non deriva dal teorema di classificazione per 
le applicazioni generali (non lagrangiane), poiché, in primo luogo, 
le applicazioni lagrangiane costituiscono una classe molto ristretta 
all’interno di tutte le applicazioni regolari, e dunque possono avere 
(ed hanno in effetti per n > 2) come tipiche per le applicazioni 
lagrangiane delle singolarità, che non sono tipiche invece per le 
applicazioni generali. In secondo luogo, dalla possibilità di ridur- 
re un'applicazione alla forma normale, con dei diffeomorfismi 
della controimmagine e dell'immagine, non segue la possibilità 
di una .tale riduzione per mezzo di una equivalenza lagran- 
giana. 

Dunque le caustiche di una varietà lagrangiana generica bi- 
dimensiona le ammettono come singolarità soltanto delle cuspidi 
semicubiche (e punti di autointersezione trasversale). Tutte le 
singolarità più complesse scompaiono per una piccola deformazio- 
ne della varietà lagrangiana, mentre i punti di cuspide e ì punti 
di autointersezione di una caustica sono ineliminabili e si defor- 
mano solo un poco per una deformazione piccola. 

Le forme normali delle singolarità seguenti A4,, D,, ... si 
possono utilizzare, in modo analogo, nello studio delle caustiche 
delle varietà lagrangiane con un numero di dimensioni maggiore, 
così come per: lo studio delle modificazioni delle caustiche delle 
varietà lagrangiane con un numero di dimensioni non grande, al 
variare dei parametri, da cui dipende la varietà. 

Altre applicazioni delle formule di questa appendice si 
trovano nella teoria delle singolarità legendriane, cioè delle sin- 
golarità dei fronti d'onda, delle trasformazioni di Legendre, 
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degli inviluppi e degli inviluppi convessi (vedere l’ Appendice 4, 
pag. 372). La teoria delle singolarità lagrangiane e legendriane 
ha applicazioni immediate non solo nell'ottica geometrica e nella 
teoria delle asintotiche degli integrali oscillanti, ma anche nel 
calcolo delle variazioni, nella teoria delle soluzioni discontinue 
delle equazioni non lineari alle derivate parziali, nei problemi di 
ottimizzazione, di inseguimento, ecc. R. Thom ha proposto di 
unificare sotto il nome di teoria delle catastrofi la teoria delle sin- 
golarità, delle biforcazioni e le loro applicazioni. 


Appendice 13 
Equazione di Korteweg — de Vries 


Non tutti gli integrali primi delle equazioni della meccanica 
classica si spiegano grazie a una simmetria evidente del problema 
(esempi: integrali specifici del problema di Keplero, di quello 
delle geodetiche su un ellissoide, ecc.). In questi casi si parla di 
una «simmetria nascosta ». 

Esempi ‘interessanti di tale simmetria nascosta sono forniti 
dall’equazione di Korteweg — de Vries 


U, = GUUz — Uxza- (1) 


Questa equazione non lineare alle derivate parziali è apparsa 
per la prima volta nella teoria dei periodi di magra dei fiumi; in 
seguito questa stessa equazione è stata ritrovata in tutta una serie 
di problemi della fisica matematica. 

Numerosi esperimenti fatti al calcolatore hanno mostrato 
le sorprendenti proprietà delle soluzioni di questa equazione, cor- 
rispondenti a delle condizioni ai limiti nulle all'infinito: queste 
soluzioni, per gt + +00 e t-» —00, si scompongono in « solito- 
ni », onde di forma definita che avanzano a velocità diverse. 

Per ottenere un solitone, che avanza alla velocità c, basta 
porre nell’equazione (1) la funzione u= @ (x — ct). Si ottiene allora 
per l'equazione p” = 3? + cp + d (dè un parametro). Questa 
è un’equazione di Newton con potenziale c cubico. Sul piano delle 
fasi (@, @') si ha un punto di sella. La separatrice, che va da un 
punto di sella a quello in cui gp =0, definisce una soluzione 
che tende a 0 per £ + +-00; essa è un solitone. 

Nell’urto di solitoni si osserva un'interazione non lineare 
abbastanza complessa. Tuttavia, un esperimento fatto al calco- 
latore ha mostrato che le dimensioni e le velocità dei solitoni non 
cambiano in seguito a un urto. Questa proprietà ha portato all'idea 
di leggi di conservazione. Ed effettivamente, Kruscal, Zabusski, 
Lax, Gardner, Green e Miura sono riusciti a trovare tutta una 
serie di integrali primi per l'equazione di Korteweg — de Vries. 


Questi integrali sono della forma 7, = {P. (u, ..., ut) da, 
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dove P, è un polinomio. Per esempio, si verifica facilmente che 
integrali primi. dell'equazione (1) sono 


I,= | u dr. In= | u?dz, I,= | (#7 +u?) dz, 


I,= | (7-3 uu +3-u*) dx. 


Il fatto che appaia una serie infinita di integrali primi si 
spiega facilmente col seguente teorema di Lax*. Indichiamo 
l'operatore di moltiplicazione per una funzione di 7 col simbolo 
di questa funzione, mentre indichiamo con d l’operatore di deriva- 
zione rispetto a x. Consideriamo l'operatore di Sturm — Liouville 
L = — 0* + u, che dipende dalla funzione u (x). Si verifica subi- 
to il 

Teorema. L'equazione di Korteweg — de Vries (1) è equivalente 
all'equazione u = [L, A], dove A = 40° — 3 (ud + du). 

Da questo teorema di Lax segue immediatamente il 

Corollario. Gli operatori L, costruiti in corrispondenza a una 
soluzione dell'equazione (1), sono unitariamente equivalenti per tutti 
i t; in particolare, ognuno degli autovalori X del problema di Sturm — 
Liouville Lf = Xf con condizioni nulle all'infinito è un integrale 
primo dell'equazione di Korteweg — de Vries. 

VV. E. Zakharov e L. D. Faddeev hanno osservato che l’equa- 
zione (1) è un sistema hamiltoniano di dimensione infinita com- 
pletamente integrabile e hanno indicato le corrispondenti varia- 
bili azione-angolo 2. La struttura simplettica nello spazio delle 
funzioni u (x), che si annullano all'infinito, è definita dal prodotto 
antiscalare w? (dw, dv) = 3 | (w dv — v dw) dx, mentre l’hamil- 
toniana dell'equazione (1) è l'integrale /,. In altri termini, l’equa- 
zione (1) si scrive nella forma dell’equazione di Hamilton nello 


spazio funzionale delle funzioni di zx, u = =: 
Ogni integrale /, definisce dunque un’« equazione superiore 


di Korteweg — de Vries » u = Q, {u] dove Q, = L da è un 
polinomio in u, u’, ..., u25+!, Gli integrali /, sono in involuzione 


e i flussi loro corrispondenti nello spazio funzionale commutano. 
L'espressione esplicita dei polinomi P, e Q,, come delle va- 
riabili azione-angolo (e, quindi, delle soluzioni dell'equazione 


1 P. D. Lax Integrali delle equazioni d’evoluzione e onde isolate. « Raccol- 
ta Matematica », 13 : 5, 1969, 128-150 (in russo). 

2? V. Zakharov, L. Faddeev L'equazione di Korteweg — de Vries è un 
sistema hamiltoniano completamente integrabile, « Funktsionalnyj analiz », 
5: 4, 1971, 18-27 (in russo). 
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(1)), si scrive in termini di soluzione dei problemi diretto e inverso 
della teoria di dissipazione sul potenziale u. 

La forma esplicita dei polinomi Q,; si può ottenere anche col 
seguente teorema di Gardner, che generalizza il teorema di Lax. 
Consideriamo nello spazio delle funzioni di x l'operatore differen- 
ziale A = dj pi di, dove po = 1, e i restanti coefficienti p, 
sono dei polinomi in u e nelle derivate di u rispetto a x. Risulta 
che per ogni s esiste un operatore A; di ordine 2s + 1, tale che il 
suo commutatore con l'operatore di Sturm — Liouville L è l’opera- 
tore di moltiplicazione per una funzione: [L, A,) = Q,. 

L'operatore A, è definito dalle condizioni scritte in modo uni- 
voco, a meno dell’addizione di una combinazione lineare di A,, 
con r< s; dunque anche i polinomi Q, in'u e nelle derivate di u 
sono definiti a meno dell’addizione di una combinazione lineare 
dei Q,, che precedono. 

V. Zakharov, A. Sabat, L. Faddeev ed altri hanno studiato, 
per mezzo del procedimento di Lax e della tecnica del problema 
inverso della teoria della dissipazione, numerose equazioni impor- 
tanti dal punto di vista fisico, tra cui le equazioni U, — Uxx = 
= sen u e ip + Pr tyw]lwl=0. 

Lo studio del problema con condizioni ai limiti periodiche 
per l'equazione di Korteweg — de Vries ha condotto S. P. Novi- 
kov® alla scoperta di un'interessante classe di sistemi completa- 
mente integrabili a numero finito di gradi di libertà. Questi si- 
stemi si costruiscono nel modo seguente. 

Consideriamo una qualunque combinazione lineare finita 
di integrali primi / = Vc;/,_; e sia co = 1. L'insieme dei punti 
stazionari del flusso di hamiltoniana / nello spazio funzionale è 
invariante rispetto ai flussi di fase di hamiltoniane /,, in partico- 
lare rispetto al flusso di fase dell'equazione (1). 

D'altro lato, questi punti stazionari sono definiti dall’equa- 


“” 


. d SI _ dl _; la: . ET, . 
zione = sy — 0 0 3a = d. L'ultima equazione è l’equazione 


di Eulero — Lagrange per il funzionale / — d/.,, che comprende 
le derivate n-esime. Essa, dunque, è di ordine 2n e può essere scrit- 
ta come un sistema di equazioni di Hamilton in uno spazio euclideo 
di dimensione 2n. 

Risulta che il sistema hamiltoniano ottenuto, a n gradi di 
libertà, possiede n integrali in involuzione e può essere completa- 
mente integrato per mezzo di coordinate azione-angolo adatte. 
Si ottiene così una famiglia,di dimensione finita di soluzioni par- 
ticolari dell'equazione di Korteweg — de Vries, dipendente da 


1 S. P. Novikov Problema periodico per l'equazione di Korteweg—de 
Vries, I, «Funktsionalnyi analiz», 8:3, 1974, 54-66 (in russo). 
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3n + 1 parametri (2r coordinate di fase e n + 1 parametri c,, ... 
- +3 Cni dì). 

Le soluzioni trovate godono, come ha mostratò Novikov, di 
notevoli proprietà: per esempio, nel problema periodico definisco- 
no delle funzioni u (7), per cui l'equazione differenziale lineare a 
coefficienti periodici —X” + * (x) X = XX possiede un numero 
finito di zone di risonanza parametrica (vedere il $ 25) sull’asse À. 
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